Ejercicios 1.1

En los problemas 1 a 10, diga si las ecuaciones diferenciales dadas son lineales o no
lineales. Indique el orden de cada ecuacion:

L {(1-x1v"— 4+ oy=cosx
solucidn:

(1-xy"-4x4+ 5y =cosx: ecuacion diferencial lineal ordinana de segundo orden.

Y 4
7 ‘f_y_g[‘f_y] +y=0

p dx
Solucidn:
ay (Y o . . .
XE -2 o + v=0: ecuacién diferencial nodineal ordinaria de tercer orden.

3w+ 2y =142
Solucidn:

'+ 2y =1+ x% ;. ecuacidn diferencid nodineal ordinaria de primer orden,
4. x%dv+(y—n—xeMdx=10
Solucién:

x2cfy+[y—Jgf—xe”]cix:[]@xjj—y+(l—x)y:xe" ;
x

ecuacién diferencial lineal ordinaria de primer orden.



Sy 'l =3y =10
solucidn:

oy - x2y"rdxy'=3y =0 ecuacidn diferencial lineal ordinana de cuarto orden.

2
G. ij +9y =zseny
Solucidn:
dy g2y L . . S
ey + 9 =seny < F—F Qy—szeny =0: ecuactén diferencial nedineal ordinana de segunde ord
P
dx dx?
solucién:
d aty Ay d
L (—f} = 1+ (—“J;J — 2 _ 0 ecuacién diferencial no-dineal ordinaria
dx dx dx dx de segundo orden
dir __k
I r?
Solucidn:
2 2
dr__ & = ér + L 0. ecuacidn diferencial ne-lineal ordinaria de segundo orden.
di* e dtd e
9 {senxiy"—(cosxiy' =2
solucidn:

(senx)y"—{cosxiy' =2 ecuacidn diferencial lineal ordinaria de tercer orden.

10, (11— y"idx + xdy = 0
Solucidn:

(1- 3y dr +xdy =0 xd—y —y? = -1: ecuacidén diferencial nodineal ordinania de primer orden.
%

En los problemas 11 a 40, verifique que la funcién indicada es una solucion de la
ecuacion diferencial dada. Donde sea apropiado, c1 y ¢2 son constantes.



11. 2y'+y =0, y=g"

Solucidn;
2y'+y=0 (a)
y=e2 (1),

1 ]- —-x
= _}?:—EE R 2

sustituvendo (1) v (2) en (&), e obtiene:

2[_%2—“2]4_?—?{!2 =1 C}_E—xm +E—x."2 =0

12y 44y =32, y=§

solucion:
44y =32 = vy -32=0 (&)
ry=8 (1,

= y'=0 (2
sustituyvends (1) v (2) en (&), se obtiene:
O+4x8-32=0=32-32=10

13 @_ 2y =¥ y=g4+102%
dx

Solucidn:

dy dy
L _y=e¥ = _2y—2¥ =)
Y =¢ oY e ()
y=e® +10e¥* (1),
= @ =3 +202% (2}
odx
sustituvends (1) v (2 en (&), se obtiene:

2e¥ 4208t —2(2 10 1 —e™ = D= 3e¥ £ 202% — 2™ —20e® — 2™ =1

oy £
14, =—+20y=24, y==——-=
s oy - 5'5'

LLh| o

Solucidn:

dy dy

2 oy =24 =5 4 00p—24=10

o v T b (%)
6 6

-2_2 1

y=z"z¢ (13,

= j—f:me-ﬂm @)

sustituvends (1) v (2 en (&), se obtiene:

242 4 30 [%— %e-ﬂ] 4= 0 e 24e M 124 240 04— ()



15, y'= 254+ %, y=5tm 5x

molucidn
¥ =25+yr o y'-y?=25=0 (&)
y=>otandx (1),

=  y'=25zec?Sx (D)

sustituyends (1w (2) en (&), se obtiene:

25zec? Sx—(Stan 5x)¢ —25=0< 25:ec? S5x-25tan?5x-25=10
& 25(tan? Sx 41— 25tan? Sx— 25= 0 25tan? Sx + 25— 25tan? Sx - 25=10.

d 2
16 & _ E; J,?:I*\I";'FCII Lxxl e =0
& x
Solucidn:

dy ¥y o dy by

a—\/;ﬁa \E—“ ()
2

y=(Jx+e ) (D

1 dy
= =

24’} dx

sustituvendo (1) v (2) en (&), se obtiene:

2
1+':7—1—»1,}—“‘{5_{-'-{:1I 01+l Jrte
x X Nxoo Wfx

3|

1+iL @)

s

— d_y:2|-\."';+c1|><
dx




17. v+ y=senx y= %senx—%cosx+10e-*

Solucidn:

y4+y=senxs=yv+y—senz=0 (&)

1 1 —
y_Esenx—§c05x+1Dé' (13,

= y'= %cos x+%sen =107 (2}

sustituvendo (1) v (2 en (a), se obtiene:

%+%senx—l = +%senx— 1 8 x +M—senx:0@senx—senx:0

18, 2xpdx+(x* +2y)dy =0, x*y+y =¢

Solucidn:

2odr+ixt +20)dv=0< 2o+ (x° +2y}§—‘y: 0 ()
x

Hy+yi=o (1)

= d_y'ixzﬂ"ﬂ’z:‘:d—yﬁ@2W+x2d—y+2yd—y:G@2U+(x3+2y)d—y:D
dx dx dx ax dx
= &___2n 2

dx | x+ 2y
sustituyends (2) en (4, se obtiene:

2
2@+(x2+2y)[—ﬁJ:G<=}2:@f—hy: 0.



19, x%dy + 2apdx =0, v = —ig
x

Solucidn:

xgdy+2xydx=0{i}x2§—y+2xy=0 (%)
x

1
=-— 1
uj; xj (:Ir
dy _ 2
— == (2
dx x* (@
susttuvendes (10 v (20 en (4, se obtiene:
xEX%+2x[—i2]=D<‘:,E—E=D.
x x x X
0.(yYP+x'=y y=x+l
Solucidn:
P +'=ye@Prp-y=0 #)
y=x+1 (1}

=  »y'=1 2
sustituyende (2) en (), se obtiene:
P +x(D-(x+=0=1+x-x-1=0

21 y=2xp'+y(yh? ¥y = cl[x+%cl]

Solucidn:

y=2n'+tyyi e y-2n'- ¥y =0 (a)

J’j = Cl[x-l_%cl] (1,

3]
= 2
b oy (2)

susttuyvends (2) en (&), se obtiene:

2 2
£ £ £x €
g ( 2.}’] y[ 2y T Ay
sustituvends (1) en (3), se obtiene:

y—ixhy:‘:[]@y—y:[].

1
=0 y—_xg
Ly I 1(



2. y'=2 y|; y:x|x|

Solucidn:

y=2aler-al=0 @

2 six =0
- x|x|={ o,

—x? gyl
_ o ]ex s1xz0 2| | 2
= = X
Y —2x s1x =0

sustituvends (2) en (&), se obtiene:

2Jx]- 2,ffx|x] = 0 = 2Ja|- 2,]#*] = 0 = 2 x| - 257 = 0 &= 2[a| - 2|x| =0.

23 y'—lyzl; y=xlnx, z»0
x
Solucidn:
yolyctey-? 120 ()
x x

y=zxlnx (1),
= wy'=lnx+1 (2)
sustituyendo (2) en (&), se obtiene:

nr+1-22% {0 na-Inx=0.
= e
4. 2 pa-pp), P= 298
g - e Pern
Solucién:
df 3 dF _ 3 _
E—P(a Y = pr Pla—-b6F=0 (&)
ac,e®
=———— |l
1+ bcpdt ().
ap  atc e (1+boe® | —acehc e alee® 2P )
s (1+2ce® )2 (1+beg® ¢ T boe®
sustituvends (1) v (2) en (&), se obtiene:
= abcleﬂt _0e = p ot +abcleﬂt —abcleﬂt _o
1+be,e® 1+bee® | 1+bce® 1+ by e® -

af @ _ af  af
1+ bee® 14be gt 1+ bce®  1+bepe®



5. &2 2-0(1-2), Wit =
Solucion

2 oe-ne-nel-e-ni-n=0 ®

In?:i{:ﬁ,
= %[lnf—_f]:%ﬁ{:}[é_—i](_ﬂ_(ﬁ}i_ﬂ]gz1{:}[2—1XJ[(1—1X)]£‘

i

s Toe-no-n o

sustituyendo (1) en (&), se obtiene:
(2-X)(1-Xn-2-X(1-X)=0.

X xe

) a X a

6. y+2xy =1 y=e ¥ | e ditce”

Jo

Solucidn:
y42oy=lsy42o-1=0 (a)

™

ap0r 2 2
y=eg 7 | & r:;t’r.+cle'x (1)

=0
| TN —x3 [ 4E —x2 R —xdypd —x2
y'==Zxe™ | e dite |e" |—ZlxcgT =-Zxe " | e dite — Zxcpe
« 0 w10
0¥ 2 a0t 2 2
=X t i} =X =X 1 =X
= y'=-ZxeT | g dite —Zrxope =-Zlxe™" | ¢ di+l-Zxcpe Y

i'l:l i'l:l

sustituyendo (11w (2) en (), obtiene:

_y2 pt o2 _x2 y2 o2 _x?
— 2xe | e di+1-2xce +2x|e | & ditepe —-1=0

x4 xe

a X 1‘.2 —.1'2 _ a X 1‘.2 —.1'2
| & di—Zxce + 2xe | & dit+ixce =10
Jo Jn

= — 2xe”



27 (xj +_:u2:|.c1!’.7':+(;{2 —ody =10, '51':?5"‘.}’:'2 = xa?'¥

Solucidn:

d d ) d
= cl—(x+y)2:—xey”<:>cﬁ(x+y)[1+—y]:e””+xe=:"’”—|x'1y|.
dx dx o dx
) &
= 261(x+yj[1+_y]=gﬂx T+ ol (_x—ﬂy+x-1 _}’]
dx dx
d d
= 261(x+yj+2c71(x+y)—y:g3’”‘—.;:,-J‘”‘x‘ly+g?”_y,
dx dx
dy M dy »x »r_ -1
= 2c1(x+yja—e E:e - " x Ty —de(x+y),
d _ d »r _ _whr_ -1 _2 +
= (20,(x43) -1 o2 2y o ) DL £ 2 Ci(x > (2)
dx dx | 2oy (x40 —e”" |
Sustituyendo (2) en (), se obtiene:
e?* g xly 2o (x4
2+t + (22 — 1) Y i( ‘y):(j,
[ 2e{z+y)i—e”"|
2
E,v."x _Ey."xx—l _ ECII:X+_JJ:I
+
= x2+y2+(x2—x}f] - x+) =0,
(zcl(x-'_y:' _é;u."x}
(x+)
" " [?* —ey”x_lyl{x+y} —261{x+y}2
= x4y +xix—» . — =10,
(2o, (x40 =™ (x4
2™ (x—yi(x+y) - 2e,x(x+0*
R T B Y zy) ; LICRR N
| 2oy (x+ 00" = (x4 ) |
g’ (xf —y? | = 2ex(x+y)?
=y H(x-y) S =0 (3
| 2oy (x40 —2? 7 (x40
De (1) se despeja
xe?
(x+3)" = @)
]
Al sustituar (4 en (3), se obtiene:
PLeL N L R xmm
) ) Ly 1 e ; ; nyxlxz_yzl _oyighiE
4yt +ix—y i =0 " +y" +(x— ) ST — =
A€ x | 2xe” " —e” " (x+ ¥ |
2 —e"" (x+y)
{ 1 £
—? x4yt
= xg"'.J"g"'(x_.J’:' T =U@Ix2+y2|—|x2+y2| =0
& X —¥

(2 +y dr+(x —nidv =0 4y + (2 - o) i—‘y: 0 {dividiendo cada término por &x}
x

e+t =2 (D),




18, '+ y - 12y =0, y= @™ +eet

Solucidn:
y+y-1dy =0 (s
y=c@ +ee™ (1),
= y'=3ee’ —dee™ (D),
= y'= 9 + 160, (3)
sustittuyende (1, (2 v (S en (&), se obtiene:

92”4+ 16e,e™ + 3c0™ — dege™ —120c™ + e = 0,
= 120" + 120, —12(c ™ +ee™ = 0 2 12ce™ 4oy
29 y'—6y'+13y =10, y=e=,'3x|::052;{
soluct dn:
y'=6y'+13y =0 (a)
y:ehcoﬂx {13,
= y'=3€3xc052x—2é‘3xsen2x {27,
= _y"=9£3xc052x—623xsen2x—ﬁegxsenzx—f-legxmszx=523xc952x—12£3xsen2x

sustituyendo (1), (2) w (2) en (&), se obtiene:

| = 12(c g™ + e i= 0

523x EOSEX—IEEEISEHEX—6I3€?3X Cos2x— EEEI sen2x| +13c33x|:032x= 0,

=
= 1867 cos2x—18" " cos2x+126 " sen2x— 126" " sen2x= 0.
Loodiy  dy , Ix , _2x
30 E—4a+4uy:0, y=e"" +xe
Solucidn:
dly dy
— 4= 4 dy=1
T AT ()
A 2x
y=e°" +xe (13,
= j_}f = 2% +2%F +2x0%% =327 + 2x0°” (27,
x
d‘lﬂ
= d—f=6e2x+2eh+4xeh=8£2x+4xezx (3)
x
Sustituyends (1), (2) v (3) en (&), se obtiene:
Sé'h+4xe2x—4|3£2x+2xehl+4lezx+xe2x|:0,

5o cosPx—12e  sen2x—18e " cos2x+12e Fsen2a+13e  coslx = o,

= 8:32"' +4xe2x _12223: — BXsz +4e=:2x +4xe2x == 12;32"' — 12&'2’: +8xe2x —Sxeh =10.



31. ' =yw, v=coshx+senhx
soluciédn:
y=yey'-y=0 (a)
y=rcoshx+senhz (1),

= ¥ =coshx+senhx, = y"=coshx+senhx (2},
sustituyvends (1) v (2) en (&), se obtiene:

coshx+senhx—(coshx+senhxi=10.
32, y"+ 25y =0, y=c cosdx
solucidn:

y'4+25y=0 (&)

y=cycosdx (1),
= y'==5cisendx, = y'=-25cosdx  (Z)
sustituyende (1) v (2) en (&), se obtiene:

—25cicosdx+ 250 cosdr=10.
33,y =0 y=1n|x+cl|+cg
soluct dn:

YN =0 ()

y:1n|x+cl|+cj,

\ 1
= Y= x+e; (h.
> Ye—s @

fx+og |
sustituyvendo (1) v (2) en (&), se obtiene:
2
I +[1J=D@— b, 1
(x4, G xte |:Jr+r:1|2 (x+e, 5

=0.



34, y'+y=tanx, y= —cosx1n|secx +tanx|

colucidn:
y'Hy=tanr <= y'+y—tanz=0 (&)
y:—cosx1n|secx+tanx| {1,
= y':senx1n|secx+tanx|—cosx-;-usacxtanx+secjxu,
secx+tanx
\ cosxsecx(tanx +secx)
= ¥ :senx1n|secx+tanx|— =zenxlnjgecx+tan x[— 1,
fsecx+tanx)
secxtanx+sec2x
= y"=cosx1n|secx+tanx|+senx
secx+tanx
. secxftanx +secx)
= > :cosx1n|secx+tanx|+senx :cosx1n|sec:x+tanx +zenxsecx,
secx+tanx
" SENX
= by =cosx1n|secx+tanx|+senx- =|::osx1n|secx+tanx|+—,
Cosx Cosx
= _;p‘":cosx1n|secx+tanx|+tanx ey

sustituvendo (1) v (2) en (&), se obtiene:

cosx1n|secx+tanx|+tanx— cosx1n|secx+tanx —tanx =0.

.- .:1‘2_}? dy _
35 xﬁ+25:0; y:cl+ch1,x:=-[]
Solucidn:
d'y . dy
— 422 =10
dx* dx ()
Y=o +tox 0,
dy -
= E=—.::2.-H (1),
ﬂfz.}’ -3
== E=2ng (2)

sustituyende (1) w (2) en (&), se obtiene:

xl 20,270 4+ 20—y x| =0 20,27 = 20,x”

2

0.



36, 2iy"— o'+ 2y =0, y = xcosilnx), x > 0

Solucion:

Hy'- '+ 2y =0 (&)

¥ = xcos(lnxl (1),

= y'=cosilnxi — xsenilnxl- 1_ cosilnxl —senilnxi  (2),
x

senilnx)  cosilnx)

no_ ( Il— ( | — — —
= y"=-zenllnx - cosilnx - = o - (3]

susttiuyends (13, (20 v (3) en (&), se obtiene:

o senilnx)  cosilnx)
- - — xicosilnxi—senilnxii+ 2{zcos(lnx)i = 0,
x x
= — zeenilnx) — roosilnx) — xcog(lnx) + xsenilnx) + 2xcos(lnx) = 0,
= —xsen(ln x|+ xsen(lnx) — 2xcos(lnx) + 2xcosi{lnx) = 0

37 2ty 34y =0, y=x° + 2lnx, x> 0
molucidn
Py 3yt dy =0 (a)
y=zx* 4+ xilnx (1,
= y'=2zx+2zxlnx+x=3x+2zlnx (2,
= ¥ =34+2nx+2=54+2lnx (3
sustitiuyends (13, (20 v (3) en (&), se obtiene:
2054+ 2nx) - 3x3x + 2xlnx + 4 x* + 2¥laxi =0,
= Sx 4 2xinx- 92 —ex ' nx + 420 + 42 nx = 0,
= 9x% —9x% +6x%Ilnx — 6x%lnx = 0.



38, "= "+ 9y'= 9y =0, y = gysen3x 4o cos3x + 4e”
Solucién:
Yoy By -8y =0 (4)
y=esendx +o,cosd3x+ 4’ (1),
=  ¥'=3rjcos3x— 3e,sen3x+ 42t (2,
= y" = —9c;senl3x — Yo cos3x + 4™ (3,
= " =-2T7ccos3x + 27 zen3x + 427 (D)
Sustituyends (1), (20, G v (4) en (&), 2e obtiene:
— 27cicos3x + 270 sen3x + de” — (=%, sen3x — Yoy cos3x + e’ |

+ 93c,cos3x — 3o sen3x +de” | - igpzen3x +oycos3xn+ 4’ 1 = 0,

= = 2Tccos3x+ 270 sen3x + e + 90 senl3x + Yo cos3x — 4

+ Z7cicos3x — 27c,5en 3x 4+ 36e” — 9o sen3x — Yo,c053x — 3627 = 0,
= ——ﬂﬁ%ﬁ%+w+4ex+m+w—42x
+ Fereosda — Lgysen3x + 360" — Tepreadx - Fopmexdz - 362" = 0.

39, " 3" 3y'—y = 0, y = x”

Solucion:
J_.?"I— 3}?"—'— 3}?'— L}? - [:I (#.:'
y=xe" (1),

= y'=Zxe® +1x%* (2,
= 3" = 2% 4+ Zxe*+2xe’ + x%e" = 2% +dxe” + 2% (3,
= y"=2¢" +de’ +dxe’ + 2xe” 4+ 272" = B2 4+ 6xe” 4+ 22" (D)
sustittuyendo (13, (2), (3) v (4) en (&), se obtiene:
b’ + 6z’ + 2%’ — 3 2e’ +dxet +x%t I+ 3 2met + 2%t - 2% =0,
= %b”\+6x2”+g}9/(—%bx\—12m”——3ﬁ—gex—+6xe”+3—;{3£-x——}/2@”(:0,

= 12xe® = 12227 = (1.



3 2
40 x3j7‘;;+2x2§7if—x%+y:12xj; y:clx+ch1nx+4xz,x>[ﬁl
soluciédn:
ci3y cfgy dy c:f3y c:fgy v
3 2 2 3 2 2
+2 —x——+y=12zx" < +2 —x—+y-12x" =10
x o x S xdx ¥ x x o x 3 x.:fx ¥ x (o)
_;u':.:'1x+r:2x1n;r+-”—1r;r2 {17,
= j—y:cl+c21nx+cg+8x {2y,
x
2
= %:%+8 (3,
d*y e
7 e @

sustituyends (1), (2), (2) v (4) en (&), se obtiene:

c c
x* {——§]+ 2x (—2+ 8]— xie, +eglnx e, +8x 1 +ex +egxlnx +4x° - 12x% =0,

x A
= —eax+2e,x +16x° —%—W—ch—sz +%+W+4xz —-12x* =0,
= —2e,x +20,x° +20x° —20%° = 00

Ejercicios 1.2

En los problemas 1 a 10, determine una region del plano xy para la cual la ecuacion
diferencial
dada tenga una solucidn Gnica que pase por un punto (xo, o) en la region.

dy
W _ e
%
solucidn:
dy 203
Y = l}r
dx (1)
(Zg. )
De (1) se deduce que:
Fixy =y # es continua ¥z e R
& 2
@ - 3;:”3
Conclusién: en cualguier semiplane y = 0 & y <0 exste un intervalo abierte centrado en x,
en el cual el problemacon valor tnicial (1) tiene una Unica selucidn.

cdf fih es discontinua en y =10



d
2 ﬁ:ﬁ&

Solucidn;
o 3
dr o (1)
(.0 )

De (1) se deduce que:
f(x,y)=\/5:f escontinuast x=0 e ¥y =0, ohien, x=20 e y2 0.

3) _ :

i=£: dfidvescontinuaenx=0 e y<0, obien, x=0 e ¥y =0
¥ o2y

Conclusién: el probletna con valer inictal (1) tiene una dnica soluctén en
xzx0ey=0 obien x=0 e vl

esto es, para cada punto (x,,¥,) en el primer v tercer cuadrantes del plano cartesiano,

existe un intervalo centrado en x, en el cual (1) tiene una soluctdn Gnica.

-

G IE_‘}?

Solucidn:
dy dy ¥
AP S
'(xm}’u:'

De (1) se deduce que:

Fix = % c fescontinuasix 0

i:1: a7/ &h es continuaen st x = 0
& x

Conclusién: para cualgquier intervalo, centrade en x,, extste una solucidn Onica para (1) =
el punto (x,,»,) pertenece al semiplano x <0 Sbien al semiplanoe x > 0

dy
a0
solucidn:
dy v
R — A s
Z 2 T m L m
(%o, 0 )

De (1) se deduce que:
Fix.y)=x+y: Fescontinua en la totalidad del plano xp

i =1: dfi{dy es continua en la totalidad del plano xy.

B

Conclusién: para cada punto (x,.),) del plano xr existe una Unica solucidn de (1)



S, (4-yhyt=x

Solucidn:
2
-yt =2 @y=—"
4-y ()

(Xg.Yp)

De (1) se deduce que
2 2
Flxvi= i 2 - f es discontinuaen {—2, 2}

4yt (2-02+y)
) 25 . .
i = X—‘J;g: Ff fev ez discontinuaen — 2 yven 2
ACESD.

Conclusién: por cada punto (x,,y,) que se encuentre en alguna de las regiones

ye<—2, denyx2 den —2<y <2 pasauna solucidn Gnica del problemna con valor inidal (1),

6. (14+y"1y'=x*

moluctdn
3 2 x?

l+y" )y =x" < y'=

(1+x7)y e 1

(7.2 )
De (1) se deduce que:

2

Filxyi= 1-fy3 - f es discontinuaen —1

¥ __ 32y o idv es discontinuaen —1

F 4+t '

Conclusién: por cada punto (x,.¥,) que se encuentre en alguna de las regiones

y<-=1,4 eny >-1 pasaunasolucidén dnica del problema (1)

(x4 y iy = )

Solucidn:
2
1 1 u}?
Ii.'J'E2 +.}’2).}’ =.}?2<‘t}.}? = ]
x4y (1
(Xg.p)

De (1) se deduce que:

2

HERIE 2"::_ = f es continua en todo el plano, excepto en el punto (0, 0.
Ty
2
ﬁ = %: af { &y continua en todo el plane, excepto en el punte (0, 0
F o (x" ¥

Conclusién: existe una solucidn Unica del problema con valor inicial (1) en cualquier regidn del plane xy g
no contenga el punto (0, 0)



8. (y—nxy'=y+x
molucién:

y+zx
y—

(y—xy =y+rx=y'=

o

(1
(Zg.)0)
De (1) se deduce que:

+ . . .
Filxa= yrr F ez dizcontinuast y=x
y—x

3, . . .

i = ig: Ff i v ez discontinuasi y=x

¥ (y-x
Conclusién: existe una sclucién dnica del problema con wal or nicial (1) cuande el punte (x,, ), ) esta ubic
enn cualgquera de las regiones (semiplancs) defimidas por ¥ <x ¢ ¥ > x Esto es, porlaregidn por debajo

delarecta y=x & delaregidn por encima delarecta y= x

dy 3
9 2 _
o X cosy
solucidn:
ﬂf}"_ 3
el e
(xnsylj:l

De (1) ze deduce que:
Fixy)=x"cosy: f es continua en todo el plans xv.

% =—xseny: /3 es continua en todo el plano xy.

Conclustén: para cada punto (x;.),) del plano xy extste una dnica solucidn de (1)

10. - (xo el
%

Solucién:
dy _ yix-1)
ax = (F= Ve (1)
(%g.7)

De (1) se deduce que:

Flxy= (x—ljlé'Mx_h - f esdiscontinuaen x =1

% =t iy ez discontinuaenx =1

Conclustén: para cada punto (x,,»,) uvbicade en alguno de los semiplanocs definidos por

x<1 4 x>1 pasaunaninica solucién del problema con walor inicial {10

En los problemas 11 y 12 determine por inspeccion al menos dos soluciones del
problema dado de valor inicial.



11. y'=3y"", yi0y=0

Solucidn:
yl — 3}‘?2!3
(1)
wi0y=10

Dos seluciones del problema con valor inicial (1), son v =0 & y= 2"

12 xd—y: 2y, »ih =10

&

Saolucidn:
dy dy ¥
A A
D T @ YEy )
wTy=10

Dos soluciones del problema con valor inicial (1), son v =0 & v = z°.

FEnlos problemas 13 a 16 determine s el teorema 1.1 (Teorema de existencia v unicidad) garantiza que la

ecuacidn diferencial y'=./y* — 9 tiene una solucién Unica que pase por el punto dade.



13. (1, 4.

Solucidn:
' 3 9
yly=4

De (1) se deduce que:
Flxyi= ».,flyj -9 f escontinua s v pertenece al intervalo (—00,—3] & al intervale [300)  {2)

ﬁ SN S g es continua s v pertenece al intervalo { —o0,—3) & al intervalo (30 ()
@; . Ilyg -9

El punto (1,4) pertenece alaregién definidapor v = 3, porlo que de acverds con (2) v (3), el teorema 1.1

garantiza que el problema con valorinical (1) tiene soluctén dnica

14, (5, =)

Solucidn:
y'= \/yj—_g} (1)
»35)=3

De (1) se deduce que:
HERIE ,,Hyg -8 f escontinua & v pertenece al intervalo {—e0,—3] ¢ al intervale [300)  (2)
i -2 . i es continua st ¥ pertenece al intervalo ( —o0,—3) & al intervalo (3000 (3)

¥ [SPoo ¥

El punte (5.2 no pertenece a mnguna de las regiones definidas por v <=3 & v > 3, por lo tanto el tecrem

no garantiza la existencia de una solucién del problema con walor nicial (1)

15 (2.-5)
Solucidn:
' 3 _ 9
yie)=-3

De (1) se deduce que:

Flxyi= ».,flyg -9 f escontinua sy pertenece al intervalo (—00,—3] & al intervale [300) {2
F_ ¥

7Y ,II_JJE—Q:

El punto (2,—3) no pertenece a ninguna de las regiones definidas por » <=3 & v =3 por lo tanto el

— ez continua st ¥ pertenece al intervalo [ —o0,—3) & al intervalo (300)  (3)

tearemna 1.1 no garantiza la existencia de una selucidn del problema con valor tnicial {10,



16. (-1 1)

Solucidn:
y= -9 } ()
»-T=1

De (1) se deduce que
Flxv= ».,flyg -9 f escontinua st v pertenece al intervale { —e0,—3] & al intervalo [ 3,000 ()
@’? . II_;],r2 -9 %’?

El punto (=1, 1) no pertenece aninguna de las regiones definidas por ¥ <=3 & v =3 porlotants

es continua st ¥ pertenece al intervalo { —00,—3) 6 al intervalo (3,c0)  (3)

el teorema 1.1 no garantiza la existencia de una selucién del problema con valor inicial (1)

17. &) Determine por inspeccidn una familia monoeparam étrica de soluciones de la ecuacidn diferen cial
x'= y. Compruebe que cada miembro de lafamilia sea una solucién del problema de val or inicial

=y y(0)=0

k) Explique la parte a) determinando laregidn B del plane xy, parala que la ecuactén diferencial x0'
tenga selucidn tnica que pase por un punte (x,,»,) de &

o) Compruebe que lafuncién definida por tram oz

B 0, 51 x <0
r= {x, g ox=10
satisfaga la condicidn w{0) = 0. Determine s la funcién también es una selucién del problema de w
imcial en la parte a).
molucidn

xy'=}f@y'=§ (1)
a) Lasolucidn general de laecuacén diferencial (1), es

y=cx (2
bty De (13, se iene que:

Fixyi= % - f escontinua en B — {0}

& :
i = l ; i es continua en B — {0}
¥ x
Detal modo que el problema de val or thicial
y'= 2 | tiene un solucidn Unica que pasa por el punto (x,.¥,) st dicho punto se
" |halla en uno de los semiplancs definides porx <0 dx = 0.
(Xg. )

Ejercicios 1.3



1. Con base en las hipdtesis del modelo de la ecuacidn &F/ &t = &P, determine una ecuac én diferencial
que describa la poblacién, P(f), de un pais, cuando se permite una inmigracidn de tasa constante ».
Solucidn:
Sea

Figy: poblacién del pais en el tiempo £ (f en afios)

% . rapidez de cambio de la poblacién

k. constante de proporcionalidad
7. poblacidn que ingresa al pals anvalmente en fortma constante

Bajo la hipdtesis de que larazdn de cambio de la poblacidn en cuakeuier instante £ es proporcional ala
cantidad de poblaci én prezente en ese instante, la ecuacidn diferencial asociada a este fendmeno ez

3. TTnamedicina se inyecta en el torrente sanguineo de un paciente a un flujo constante de » gfz. A1 mism
tiempo, esa medicina desaparece con una razdén proporcional ala cantidad x(2) presente en cual quier motr
£. Formule una ecuacti én diferencial que describala cantidad x(f) .
soluctédn:
x(£): cantidad de medicina, en g2/, en el torrente sanguines en el tiempo £
{t en segundos)

r: cantidad constante de medicina que ingresa al torrente sanguineo del paciente
continuamente
dx

— rapidez con la que varia la cantidad de medicina en el torrente sanguineo del

i

paciente
k. constante de proporcionalidad, k=0

suponiendo que la cantidad de medicina disminuye proporcionalmente ala canti dad
presente en cualgquier instante de tiempo £, la ED que describe esta situacidn es

adx
i —kx+r.



5. Suponga cue un tanque grande de mezclado contiene 300 galones de agua en un inicie, en los que e
disclwieron 50 libras de sal. Al tanque entra agua pura con flugo de 2 galfmin v, con el tanque bien agitade
el misme fluge. Deduzca una ecuacidn diferencial que exprese la cantidad A{#) de sal que hay en el tanque

cuando el tempo es i,
mea

Ay cantidad de zal presente en el tanque en el tiempo £ (£ en segundos)

7 rapidez de cambio de la cantidad de zal en el tanque

K¢ rapidez con que entrala zal en el tanque

R, rapidez con que la sal es desalojada del tanque

De tal manera que

A
EzRI_RE (1)

=e tiene que

R =0: no esta ingresande sal al tanque (entra agua pura)  (2)
- TR = A b
R, =13 galimin [300 11bs"ga1] =300 libimin  (3)
Asi

A I . | I .
i D_ﬁ libfmin @E =~Z80 libfmin.



7. Porun agujero circular de area A, en el fondo de un tanque, sale agua Debido alafriccion vala

contraceién de la cornente cerca del agujero, el flujo de agua, por segunde, sereduce a o, J2gh |, donde
0 «e <1, Deduzcauna ecuacidn diferencial que exprese la altura & del agua en cual quier momento £, qu
en el tancue cibico dela fig. 1. El radio del agujero es de Ppulg. v g =32 piefs?,

Solucidn:
SEA

Foowolumen del tanque

A, base cuadrada del tanque}: 4 =100
{=10: arista del cubo Y
ko altura del agua en el tiempo £

De tal modoe que:
F=100k (1)

Derivande, respecte al tiempo £, ambos miembros de la ecuacidn (1), se halla la relacidn

entre las razones de cambio del volumen v la altura del tanque:

dv dh . dh_ 1 dV
dt mﬂﬁﬁm 100 dt (2)
Fero

dim g — 2 f
—r = cdyflgh =clmr® | 203200 = ol (2 pulg)” |f64k,
% [ [ pie] JS«,.'{_—CFT—KS-\J{_— —CJ’T‘\.-'{_ (3)

sustituyendo (3) en (27, se obtiene:

dk £
TR G A
Como la altura estd disminuyendo se razén de cambio es negativa. Por lo que:

dh __em o

.::i'.ﬁ 450



11. Enlateoria del aprendizaje, se supone que larapidez con que se memonza algin tema es proporciona
cantidad que queda por memorizar. Suponga que M representa la canti dad total de un tema que se debe
memonizar v que A(#) esla cantidad memorizada en un tempo £ cualgquiera Deduzca una ecuact én diferes
para determinar la cantidad Al
Con

Ay cantidad del tema memorizada en el tiempo £

M cantidad total del tema que se debe memorizar

M — A5 cantidad del tetna que falta por memorizar

A

——: rapidez con que se memoriza

i

k=0 constante de proporcionalidad
De tal modo que:

A

2 kM- A
dt

Ejercicios 2.1(a)

la mayoria de las soluciones de las integrales (o similares) que aparecen en los
siguientes ejercicios se encuentran en la pagina Célculo integral en el apartado
"Técnicas de integracion”, bien en los ejercicios resueltos de la seccion correspondiente
o bien en alguna de las miscelaneas de ejercicios de ese apartado. En este momento del
proceso de aprendizaje de los métodos de solucion de ecuaciones diferenciales es
aconsejable que se dedique algin tiempo a repasar los métodos de integracion.

En los problemas 1-40, resuelva la ecuacion diferencial dada, por separacion de
variables.

1 d—y =zendx
o
soluciédn
v .
- =sendx < dy = sen Dxdx {separando variables},
%
= [cfy = fsen Sxdx {aplicando la integral en ambos miembros},

Y= —%cos Sx+c {integrando}.

dy 2
2. ={x+1

= (x+1)
Solucidn:

j_y =(x+ 1)3 Sdv=(x+ 1)2&‘;{ {separando variables},
%

= [cfy = f{x +13%dx {aplicando la integral en ambos miembros};

Y= %(I +1)% +¢ {integrandao}.



3. drteFdy =10

solucidn

.::t’x+é'3x.:fy =0= é'hdy =—dx S dyv = —e ¥y {separando variables},
= |dy=-—| ey {aplicando la integral en ambos miembros},

= y= _(_%E‘EX +.:1] {integrando};
{e=—e).

d.dx—-xtdv=0
Solucidn
dr—xdv =0 xdv =dr < dy= x 2 dx

{separando variables},
= fcfy = fx_zcix

[aplicando laintegral en ambos miembros});

{integrando}.
5 (x+1)d—y =x+6
dx
=molucidn:
(x+1}d—y:x+6 <:>ci’y:x+6.:fx {separando variables},
odx +1
r ~x+6 _ : :
= | dy=| ) dx {aplicando laintegral en ambos miembros},
. v ox
= [dy: fx+1+5dx: [ JH-1+ : dx = [ 1+ : dx {separando fracciones};
. + x+1 Shix+l x4+l . x+1
y= x+51n|x +1|+c {integrande}.
62" d—y =2x
dx
solucién:
x Ay -x .
2 d— =2x S dv=2x “dx {eeparando variables},
x

= fcfy = fEXQ_Idx {aplicando laintegral en ambos miembros};
y=-2xe " —2g +c [integrando}.



T.xp'=4y
Solucidn:

' =4y & xj—y =dy & yldy = dx7ldx {zeparando variables},
x

= fy_lcfy = [4x'1dx {aplicando la integral en ambos miembros},

= Iny=4lnx+4lne, {integrando},

= ny=4nx+lne) Shy=4lheax Slny= ln(clx]l4 =y = {clx}4 =3 =cl4x4;

dy
8. —+2x=0
dx v
Solucidn:
d_y t2xp =0 d_y = —lxy &< yldy = —Zrdx {separando variables},

ax ax

= |y Yy = | —2xdx {aplicando la integral en ambos miembros},

= lny=-x%+ o {integrando},

. — 2
= y=ex+q¢>_}f=eqex'
-2 ’ ol
y=ce . le=et.
g & _Y
do——=
dx  x
Soluciédn
Y _Y et { do variables)
iy yody = x""dx separando variables},
= fy'Edy = fx'gdx faplicande laintegral en ambos miembros},
_ 1 =2 - + . d
= Ey =-x + [integrandol,

= y_z =ox7 - 2eq;

y'ﬂ =25t +o :"c = —2-:71;: .



dy _y+l

10, —
ol x
solucidn
+

d—y _r*l = ! dy = l.:f:Jf: [separando variables},

ax x y+1 x
= [%1 iy = [ldx {aplicands la integral en ambos miembros},

. ¥ . X

= In |y + 1| =1In |x| +1n |c| [integrando},
= 1n|y+1|=1n|cx|@y+l=cx;

y=ex-1.
2,2
1, &E_x
dy 1+x
Solucidn:

d 2.2 1+
X_Xy{‘t} X

- ol {separando variables},

1+
dx = ygc:t’y = ygc:t’y = zx
x

E 1+x x

1+ . . .
jxdx {aplicande laintegral en ambos miembros},

= I}fgcfy=|
. < X

= Iychy =| (.fz + x_ljlai'x,

1 :
= §y3 =zl +lnx+ £, {integrande},
¥y ==+ 3nx+e
2
1, &1y
gy veen x
solucidn:
dx _1+2y* 1+ 2)° .
& Y o sen xdx = i dy < [y~ + 2y dy = sen xdx {separando variables},
dy  ysenx
= fly'l + 2y ldy = fsen xdx {aplicando la integral en ambos miembros},

fintegrando}.



13 d_y =é|3x+2;u
dx

Solucidn:

d d _ .
d—y =T = d_y = oo 2-”.:1:}: = o dx {separando variables},
% x

= [E_zydy = feExcfx {aplicando laintegral en ambos miembros de la1gual dad},
1 - 1 -
= —Eé' - gcsh to, & 3 oo™ e, {integrando};
— 374 =2 4

14 E;yd_y =) 4T

dx
molucidn
) - Iy ) - R - -
exyd—y=e Yoy @exy£=e Yil+e 2x|¢>ye~y.:fy=e Tl+e 2xl.:i:ir,
x x

= yeldy =i e \dx {separando variables},
= fyey.:fy = f| e "+ | dx {aplicando laintegral en ambos miembros de laigualdad),

P .
= ye' - =-¢7" _EE g integrando};

15. {4y +yxydy - (2x + o )dx =0
Solucidn:

4y +yx3dy - (2x + 3 )dx = 0 & p(4+ x2)dy = x(2+ y dx,

¥ _ X :
= 2+ y pyp cfx {separando variables},
c¥

dy = f r_dx {aplicando la integral en ambos miembros de laigualdad},

= | 3

+2+}:2 dAd+x
1 2ydy 1 2xdx

- T == - {transformando adecuadamente},
2e2+yt 2444+

= %111(2 +yiy = %111(4 + x4y + %lnc e n2+y =lne(4+x*)  {integrands);

2tyi=c@+a ey =cdr -2



16. {1+ x* + y* + 28y*1dy = y dx
Solucidén:
(1+x% +y* + 2% Ndy = yldr o (1+ 2% + y (14 2% )dy = yldx < (1+ 27+ y* (1+ 2y = y*d

+_}’2 ]_
4 I:1!:}}:1+x

= (1+ x99+ yHidy = yidr < ! —dx {separando vanables},

=1+ 2
= | ';J

¥

= fl ! - dx {aplicando la integral en ambos miembros de laigual dad},
« 1+ x

dr < -y l+y=tan " x+c {integrando};

= fly'2+1|cfy=f 12
J s 1+x

y—y'l =tan ' x +oc.

17, 2yix+ Dy = xedx

Solucidn:

2y(x+ Ny = xdx = Zwdy = il lr:ix [separando variables},
xr+

X

= ny.:fy = f ldx {aplicando laintegral en ambos miembros de laigualdad),
* * x+

3 =x—1n|x+l|+c {integrando}.

18. x*y dy = (v + Ddx
Solucidn:
]

yidy = (y+Ddr = y+1 dy = x 7 dx {separande variables},
by

2

= [ 24 1ciy = [x_zdxdx {aplicando la integral en ambos miembros de laigualdad},
* },r—'— -

*

= I*[y—1+i]dy: fx'gdxdx;
y+1 .

[integrando}.



2
192, ¥in :J:E = (y+1]

v x
Solucidn:
2 2 2
vln xﬁz["}:-ﬂ] = x% n xdx = U+ dy¢>(y+1) dv = x°n xdx {eeparando variables},
dy x y y
s (417 . 4 . . . .
= | = | x° ln xdx {aplicando laintegral en ambos miembros de la1igual dad},
* l}? *
- 2 - - -
= deyzllenxdx@||y+2+y'1|dy:|x21nxdx;
* l}? * * *

%yz + 2y +ln ly|: %flnx—%f +c {integrando}.

o D _(+3 :
dr \4x+5
Solucidn:
2
d_y:[2y+3] = 22 - = ax - {separando variables},
dx \dx4+5 (Zy+ 3 (4x+5)
s dy s dx

{aplicando laintegral en ambos miembros de laigualdad);

| = |
J2y+3E J 4x 498
= —%(2.}’4' 3™ =—%(4x+ 5 i —%c {integrande};

202y +3 7 = (dx+ 57 +o

21 @ _ i
dr
solucién:
E=k§ @E = fadr {separando variables},
dr Ry
sy . : : .
= | — = | kdr {aplicando laintegral en ambos miembros de laigualdad];

= In |S| =k +e & 5= B B {integrando};

S=ceh.

2 % o-T0

i



Solucidn:

@ =kil-7Th & ﬁ = Jadt {eeparando vaniables},
dt 0—70
- 40 ¢ .
= | ﬂ = di = In(Q -7 =k+e {integrando},
= O-T0="" =0=2%" 170,
0 =ce™ +70
23, & - pop?
ot
Solucidn: 1 _ 1
_ E_Pl—
jsz_ e d;zdﬁ’ ' 1P fq P)B
- B == = 1= A1-Fy+BP
= [ a Bi-F) P -
i it H 1= A-AP+BP = 1= A+(B-4P
= f(l+L]dz:fdz, A=1
¥ —Es B-A=0
= InF-ln(l-F=it+e, B =1
= lanP=z+.::, 1,1
P‘ P 1-F
— Lt
1-F
= i=cef@P=(1—P)cefC?»P=cef—Pc£f@P+Pcef=cef@P(l+cef)=cef;

T
"



24 an | N o= Nea™
dt

Soluctdn:
dN +2 "iN 1+2 dN t+2 dN 2
—+ N = A} =M -No — =N -1 —={ - Tyadt,
at ¢ a A
= f% = (™ -Ddt o 1a N = [&™di-t+e (1)
Para calcular laintegral en (1), hacernos
=i = du=4di
dv=etdi = v=g"
Detal modo que
fﬁé‘”jcﬁ - fé‘H-z _ I‘Fé'Hchf. = i‘f£!+2df =£EI+2 _é‘t+2 (2)
sustituyends (2) en (1), se obtiene:
In N =™ —2™ —f+e.
25, sec? xdy + cscydx = 0
molucidn
2 _ 2 _ dy _ dx _ 2
sec” xdy +oocydy =0 S zec” xdy = —oscydr & = ——=— & senydy = —cos” xdx,
cacy SECT X

- - - -
2 2 2
= |sen vy = —|cos” xdx & —cosy = —|cos” xdx < cosy = |cos” xdx,
L3 - L L3

cosxsenx +x
2

doosy =senzx+2x +o.

=  cosy= teo S doosy =cosxsenx+xte Sdoosy = 2eenxcosx +2x + o

26. senZxdx + 2ycos 3xdy =0

solucidn:
sen 3xdx + 2voos® 3xdy =0 < 2ycos® 3xdy = —sen3xdx < 2ydy = - sen%;{ ax
cos” 3x
= |2y.:f = | sen3xd =0 |M<¢y2 —llu P lu=cosix = 1du——sen3x,
Y cos® 3x J cost3x 3. |
= y'= —éu'ﬂ +g eyt = —é(msBx}'ﬂ +o eyt = —%SEEE (3x) +c;

y==x | —%secgh.



17, e? zen Zxdx + cosx(e®® — yidy = 0

Solucidn:

_SEN2X
COSX

e” sen2xdx +cosxie™ —Vidy =0 < e (¥ - ydy = dz,

_ 23ENXCOS X
COSX

= (¥ —ye7)dy = dx < (e* —ve ™ Vdy = —2sen xdx,

= f(e"’ -y ldy = - I*ESEnx.:fx e’ —(—e -y =2cozx +o;

g’ +e™ +ye™ =Zrosxte

28, secxdy = xcotydx
solucién:
secxdy = xootwdx < tan vy = xcosadx,

= | tan ydy = | xcosxdx < In(secy) = cosx + xsenx < secy = g o007 0L

* *

_ COSX +X 51y
Y = aFcseclg l.



29, (2" + 1 e dx+ (e + 1 e Tdy =0

solucién:
» ¥
(e” + 1 e dx+(e" + N e dy = [:]{:}('”ET)E y——l;dex {zeparando vanables},
% o re -yttt e et iyt o et o 1a
L i G s e e 2 3¢ <3 5

"+ -2z + 107 =2

30 ;if_}’_ {1+ }_m(l+y2}m
Solucidn:

[separando variables],

.}’ﬂf}’ -1/2 24142 y _ X

o =1+ 1+ M = 14y dy = 1+ 207 dx

- ¥ -
= | —— v = I—

J (1+y2':|1."2 “}? J (1+x2:|1."2

= A+ 2 = [+ 287 2xdx

dx = I(1+_y N2 Dy = I(1+x V2 2,

12

= 21+ = 2014+ 20 4 2e = (140 = (14 2D g

(l_l_yﬂjl."ﬂ_(l_l_xﬂ)lﬂ =

31 (- )Y = (1
ax

solucidn:

(y—yxﬂjd_y:(yﬂf@y(l—ﬁdy:@ﬂfdx@ Y —dy = 12.:;?;; {separando variabl

dx (y+1) (1-x%)
1
—| dx  (a

orr?=lama® @
Integracidn del miembroizquierdo de (&)

oy

| ———d

oY
sea

w=y+1, = du=dv, v y=u-1
asi

c "1 —1 "1 2 -1

-y I .:i’u—l—.:fu—lu du = lnp|+u? =Inly+ 1+ (y+1 1

\omr? =10 bl p+1+o+n™ (D)
Integracidn del miembro derecho de (a):

- 1 1

| ————d

=T x
sea

r=zend, = dr=rcosfd8



asi

f ! = a!'x:f cosﬂdﬂﬂ = I‘cosﬂ;ﬂ?: f a9 _ fsecﬂdﬂzln(sec5+tan5j ()
S{l-x9 Y(1-sen*d ¢ cos’d  ~cosd

A partir de lafigura de la derecha, se deduce que:
7 Z
secd = 1 y tand = —2— sec&+tand= L+x :\’(H_X:I =\/ (1+x) ey

_ 2 2 1.2 1-x° (1- 21+ x)

Sustituyendo (3) en (27, se obtiene:

=1 _ (1+x* 1 (1+x)°
e G Ty _Eln‘(l—x](l+x)

Poraltimo, al sustituir {17 v (4) en (a) v adicionandoe una constante de integracidn, se
obtiene la solucidn implicita:

(4)

—lln 1+x
B 1-x

2

_1_1 1+=x
Inly +1+(y+1) —Eln‘l_x+c.
37 9@ _1_2x
dx ¥y ¥
soluecidn
dy 1 2x .
2%—;: ?@ 2vdy—dx = 2xdx = Zyvdy = (2x+ Ddx [separande variables},

= I+2y.:;t’y: f(2x+1]dx<:‘>y2 =x*+x4c

33 d_yz y+3x—y-3
dx  xy—Z2x+4y-8
soluc1dn
cf_yz y+3x—y-3 _ iy +E—(y+3) _ (¥+3izx-1) @y—?dyz x_l.:fx
dx xy-Zx+dy-% xiy-2+4iy-2 (y-20(0x+4) y+: x+4 7

Jy+37  lx+d +3 +4

= (2 i [lae f(l—i}f}*:f[l—ijdx‘@ y=5Slnly+3[=x-Sln|x+4[+.
L » . X
2.1(b)

En los problemas 41-48, resuelva las ecuaciones diferenciales dadas sujetas a la
condicidn inicial que se indica.



41. (27 +1izen xdx = (1 +cosxidy, y(0) =0

wolucidn:
=0 (1)
_ 1 SENX r
» _ _
(e +1]senxc1’x—(1+cosx)cfy<:>e_y+1dy—1+Eosx ﬂ:}JE_y_H
£l » *_
= gy = [T o ne? il = tne —In(l 4 cosx) & In(e? +1) =
U | « 14+cosx
= ¢+l=—" == 1 @
1+cosx 14+cosx

susttuyvendo la condicién inicial (1) en la solucién general (2, se obtiene:

0 c e e
= -l=l=—-l=d=r=e=4 (3
® T T cos0 1+1 7Ee= 0O
sustituyends (30 en (2), se obtiene la solucidn particular
g? = S
l+cosx

42 A+ xhadv+ 21+ ™dx =0, y(D=0

Solucidn:
yily=0 (1)
1 x
1+xNadv+x(l+dyfdr =0 —— _dy=——2_4x,
( Jay+x(1+4y7) (1+4y3jy RS
" 1 coox 1 -1 1 ., 1, 1 412 -1
——dv=—| dre Stan” 2y=Stan” x* +Ztan o= tan T Sy =tan” x® +tan” o,
T T IS 2 772 2 4

= 2y=tanitan™ z' +tan"c| Sy =

1 tan (tan > x° |+ tan ! tan e
2l 1—tan(tan 7 x? | % tan(tan "¢ |

4o
=—F (2
Y ey
sustituvendo la condicién inicial (1) en laselucidn general (2), se obtiene:
1+¢
0= m e =-1 (3)

sustituyends (20 en (2), se obtiene la solucidn particular

2
X —c

TSI

vy =

n]

™

SENX
i

4 1+cozx

1

2

l

e
1+cosx [

2
x4+

3
1— x% e

},



43, yay = Az 1Y, v =1
solucidn:
»=1 (1
vy =4x(y* + 0 dx = OF + 107V 3y = dadi,

= %ffy? 1Y 0 ydy = | dxdr = %xz(f 1Y 2227 4o e (0 4DV = 227 4,

izttt ey =0 et -1

susttuyvends la condicidn inicial (1) en la selucién general (23, se obtiene:
1=t} -le=e=%2 (D

sustituyends (2) en (2], se obtiene la sclucidn patticular:

4 Pispmy ) =3

dt
Solucidn:
yly=3 (1)
dy dy _ dy _ dy _
E*'f.}’ .}’@E J’+Q’@E .}’(1*'5)‘:’? (1+&)dt,

= fd—y= f(l+z).:£z<:>1ny=z+%z:‘ +%c 2y =2+ o lnyt =28 +£7 4o,
u}? -

*

2 2
yﬂ =€2f+f +i @_}?2 =c€2f+f (2}

sustituvendo la condicidn tnicial (1) en la selucién general (2, se obtiene:
9=l =% 3
sustituyends (2 en (), se obtiene la soluctén particular:
3, =3 2f+fd 1 . fR+3fs
=% =g =S .

¥ =¥
2.2(a)

En los problemas 1 a 24 determine si la ecuacion dada es exacta. Si lo es, resuélvala.



1L (2x-Ddx+ Gy +TNdy =10
Solucién:

(2x—Ddx + Gy +Tdv =0 (1)
En este caso se tiene

Mizwi=2x-1 v Mzxy) =3y+7

Cotl
N _02x-1) _ 0 v 9N _ dGy + 7 ~0
e e dx ax
esto e3
aM  aN
E = A (<)
De (2) se concluye que la ecuacidn (1) es exacta. Por lo que existe una funcidn f(x,») parala que
a i

~ =2r—1 2 =3v+7 (3
e Fay v ()

Integrando la primera ecuacidn en (3) respecto a x (manteniendo a ¥ constante), se obtiene:

Sy =x'—x+g() ),

dr _

= E—gbﬂ (2]

Ioualamos a (5) con MN{x, ) =3v +7:
giy)=3y+1,

3
= g()f}=§y2+?y (6,

= S =@ -x 2y Ty (O en ()
Por lo tanto, la seluctén general dela ED (1) es
x* —:Jr:+%;u2 + 7y =z
. (2x+ydx—(x+ 6y =10
solucidn:

(Zx+yidx—(x+éyidy =0 (1)
En este caszo se tiene

Mizwi=2x+y v Nxyi=-(x+éyi=-x—-6y

Cof
M _3Q2x+y) AN _ 316
I Ty Y T x
ast
aM AN
ERE

De (2) se concluye que la ecuacidn (10 no es exacta,



3. (5x+dy)dx +(dx -8y Hdy =0
Solucidn:

(Sx+d43)dx + (4x—-8yNdv =0 (1)
En este caso ze tiene

Mixy)=5x+4dy v Nizy) =4x-8y°

Cotl
aM _9Gx+4y) _, ; av _ 84z -8y _4
e e ax dx
esto es
aM _ N
E = A (<)
De {2) se concluye que la ecuacidn (1) es exacta. Por lo que existe una funcidn f(x,») parala que
i i

 =5x+dy y = =4x-8" (3
dx ihy
Integrando la primera ecuacidn en (2) respecto a x (manteniendo a ¥ constante), se obtiene:

Sap) = 2a v g0) @),

= Z-200 0
>

Igualames a (5) con Wiz = 4x-8y%
g'y) =4x-8y",

= gl =4 -2y (8),
=  flxy = %xz +dzy - 2y {(6) en (43}

Por lo tanto, la selucién general dela ED (1) es

gxg +4x - 2}:4 =,



4. (seny —veenx)dx +{cosx + xcosy — yidy =10
Soluctdn:

(seny —vesenx)dx + (cosx + xocosy —widv =0 (1)
En este caso se tiene

Mixyvi=seny-—vsenx v Mx ) =cosx+xcosy—y

CoL
AN _ d(seny— ysenx) _ cosy —senx v AN _ d{cosx + xcosy — ¥) _ —senx +cosy
v e dx dx
esto es
aM AN
—=— (2
> ax ()
De (2) ze concluye que la ecuacidn (1) es exacta. Por lo que existe una funcidn #ix,v) parala que
a7

—— =geny-wysenx y ——=cosx+xcosy—y (3
dx dy
Integrando la primera ecuacidn en (2) respecto a x (manteniendo a ¥ constante), se obtiene:
Jlxy) = xseny+ ycosx+gly) (4),
df .
= $=xcosy+cosx+g(yj )]
Toualatmoes a (5) con AM(x, ) =cosx + xcosy — 3.
xoosy +toosx+ g'ly) =cosx +xcosy —y = gly) = -,

1
= g0)=-»" (6
= flxy = XSEII_}“'F_JJEOSX—%_}?E [6) en (401
Por lo tanto, la solucidn general de la ED (1) es:

1 4
Xseny + yoosx ——y =g

2



S, (2yin - dx+ (2yxt + Ddy =0
Solucidn:

(2y%x—Rdr+ (2yx* +Nav =0 (1)
En este caso ze tiene

Mixy)=2y*xz-3 v Nxy) =2yx" +4

Com
aM _3(2y*'x-3) an _ 3(2px +4)
= =4 — = =4
s B R e £
esto es
aM _ AN
— = (2
De (2) se concluye que la ecuacidn (1) es exacta; por lo que existe una funcidn f(x, ) parala que
& _ 2 & _ . 2
Eny3y$2yx+4 (=)

Integrando la primera ecuacidn en (2) respecto a x (manteniendo a ¥ constante), se obtiene:

Sy =y =3+ gl @),

= Toomegt) ©
4

Igualamos a (0) con M{x,») = 2yx2 +4
2y’ + gy =2’ +4 2 glly) =4,
= g =4y (&)
= Sy =y'x’ “3x+dy {(B)en @)
Por lo tanto, la solucidn general de la ED (1) es:
xiy? -Zx+dy =



G [Ey—l+c053xjdy %—4){3 +3ysen3x=10
dx x

solucion:

[2}?— —+c053x]§—‘y+%—4x3 +3ysen 3x =10,

¥ 3
= [x_2_4x +3ysen3x]dx+ 2y——+c053x]dy 0 (1

En este caso se tiene

Mix = %—41’3 +3vsendx v MNxyi= 2};—%4.,:0531-

con
Yo a3 1
9| 5 —4x" +3ysen3x Bl 2y——+cos3x
oM _ _\x =—+3zEn3x vy oN _ al = — —3zen3x
@.}‘ a_}? xg 2 (58 xj
esto g3
M | AN
—— (2
% * o ()

De (2) se concluye que la ecuacién (1) no es exacta

(x+yiix—yidet x(x—2yidy =0
Solucidn:
(x+ 33z - Yedx + x(x—20)dy = 0 (x° -y )dx + (x* - 20y =0 (1)

En este caso ze tiene

Mixy)y=x'-y* y Nxy)=x' -2

con
M-y av _ Az -2n)
Y Y 2y ¥ = a 2x — 2y
esto es
dAdd AN
ERCE

De (2) se concluye que la ecuacidn (1) no es exacta.

En los problemas 25 - 30 resuelva la ecuacion diferencial dada sujeta a la condicion
inicial que se indica:



15, (x+y) idr+ Qo+ xt —Ddv =0, y(1h=1

Solucidn:
(x+y)dn+ Quy+z" Dy =0 (1)
¥l =1 (2

Laecvacién (1) es delaforma M {x, v)dx + M xvidv =0, con:
M) =(x+y) v Nay)=2m+x -1

por lo que
M _ Ax+y)=2x+2y ¥ @=2y+2x
ay dx
esto g8
aa _ AN
— == (2
> ox ()
De (&) se concluye que la ecuacidn (1) es exacta; porlo que existe unafuncidén f(x,») parala que
LG =st eyt g Lozl @

Integrando la pritnera ecuacién en [3) respecto a x (manteniendo a v constante), se obtiene:
S S TP 4
Jay)=zx +xy+ttgly) ()

= Yo iamgy) O
dy

Igualames a (5) con Wiz = 2xp +x° -1
et g =+t -1e gy =-1,
= gi=-y (&)
1
= Jflxy) = §x3 +xiy+pi-y  {(E)en (@)
Por lo tanto, la solucidn general de la ED (1) es:

%x“xzyﬂyj-yﬂ 7

Ahora, sustiuyende (2) en (1), se obtiene:

L rormront-1me s liirimiccse- 2 @

Por altime, al sustituir (8) en (7) se encuentra la seluct én particular que contiene al par ordenade (1, 13

%x3+1':2;1;+xy:4 —y=%¢>x3+3xgy+3xy2—3y=4.



26, (g" +y)dx+ {2+ x+yeMidy =0, y(0) =1

Solucidn:
(e" +3ldx+(2+x+ye’idv =0 (1)
Wy=1 ()

Laecuacién (1) es dela forma M (x, vidx + M xyvidy =0, con:
Mxyj=e' +y v Nixy)=2+x+ye’

por lo que
My MW
E_IFE 1, estoes > O )

De (2) ze concluye que la ecuacidn (1) es exacta; por 1o que existe una funcidn Fix, ) parala que
%=é‘x+_}? i %=2+x+y€” {3

Integrando la primera ecuacidn en {3) respecto a x (manteniendo a ¥ constante), se obtiene:

Jlxyy=e’ +xy+gly) @,

%=x+gm 5)

Igualamos a (5) con M{x, ) =2+ x + ye’
xtg'y)=2+x+ye’ & g'y)=2+ye,
= gl =2y+ye’ -2’ (6),
=  Sfixy)=e'+amp+2y+ye’ —2¥  {(6) en (4}
Por lo tanto, la solucidn general delaED (1) es:
gt +ay+iy+rye’ -2t =0 (7
Ahora, sustiuvendeo (2) en (73, se obtiene:
' (MM +2(N +1let el = = c=2 (D)
Por dltime, al sustituir (3) en (7) se encuentra la seluct én particular que contiene al par ordenade (0, 13

g +xy+2y+ye’ - =2



27 Ay +2x-Ndx ity +dx Ny =0, ¥(-1) =2

Solucidn:
{dy+2x-Ndx+ by +dx-Ddv=0 (1)
yi-Ti=2 (Z)

Laecuacién (10 es de la forma M (x, vidx + Nz yidv =0, con:
Mixyi=4y+2x-5 v Mzxy=ty+4x-1

por lo que
M aN 2
—=4 — =4 est —=— (2
Y ¥ 5 . estoes & ax )
De (2) ze concluye que la ecuacidn (1) es exacta; por lo que existe una funcidn 7z, ) parala que
Y oegyron-5y Lagpraz-1 3
dx ihy

Integrando la primera ecuacidn en {2) respecto a x (mantentendo a y constante), se obtiene:

Sy =4+t -5x+g(ly) (@),

= Zowxigr) ©
dy

Igualamos a (20 con AMix, v =6y +d4x -1
drxtgiyi=ty+tdz-lo gy =ty -1
= g =%"-y ©,
= Fflxy) =dp+x’ -5x+3yt -y ({6 en (4))
Por lo tanto, la solucidn general de la ED (1) es:
dpy+xt -Sx+3i-y=c (D
Ahora, sustiuvende (2) en (1), se obtiene:
AN+ (D2 =5(-D+3UD* -2=c <=8 (B
Por dltime, al sustituir (3) en (/) se encuentra la solucidn particular que contiene al par ordenade ( =1, 23
dlx;y+1':2 —5.7'f+3;u2 -y=8
2.2(b)

En los problemas 31-34 halle el valor de k de modo que la ecuacion diferencial
correspondiente sea exacta:



31, (O +hxyt - 2xdx+ (Gay® + 202°yPdy = 0
Soluctdn:
(y* +kxyt —2x)dx+ G + 2025 dy =0 (1)
Para que (1) se una ecuacidn diferencial exacta, debe suceder que el miembro 1zquierde

corresponda a una diferencial exacta, esto es, que exista una funcién F{x,») tal que:

ﬁ=J!’lai'r(;r,;u]|=u:u3+»3.7x;1;4 -2x v %=N(x,y)=3xy2 +20x%y7
dx Ay
Ademas, se debe cumplir que:
a(y’ +kxy' -2x) _an _ 33xy® +20x7°)%)
B_y dy Bx dx ’

— Iyt + iy =3 + 40yt S db=40< =10,

32, (2x—ysenxy + iy idx - (20xy" + xsen xm)dy = 0
Soluctdn:

(2x— ysenzy +ip)dxr —(20xy® + zsenzy)dy =0 (1)
Para que (1) se una ecuacidén diferencial exacta, debe suceder que el miembro 1zquierde
corresponda a una diferencial exacta, esto es, que exista una funcién F{x,») tal que:

% =Mixyi= 2x—ysenxy+ﬁcy4 ¥ %
Ademas, se debe cumplir que:

_d(Zx- ysenxy+@) AN _ d(- 20xy° —xsenxy}
B_y dy Ax ax

= N(x,%) = —(20xy® + zsenxy)

= —senxy—xycosxy+ 4’ = -20y° —senxy —xyrosxy S dk=-20 & b= -5,

33, (2xy® + vt idx+ (2xiy + ke —Ndy =10
Soluctdn:
(2xy® + ye"ldx + (2x°y +ke™ - Ndy =0 (1)
Para que (1) se una ecuacidn diferencial exacta, debe suceder que el miembro 1zquierde
corresponda a una diferencial exacta, esto es, que exista una funcién F{x,») tal que:
aF
ax
Ademas, se debe cumplir que:
8(2xy +ye ] AN B(Ex y+ie® 1)
B_y iy Ax dx '

= Mix,y)=2xy'+ye* 5 §i=NEx,yJ=2x3y+ke”—1
y

= dxy+e’ =dxy+the” Sk =k S =1



35 Obtenga una funcidén M(x,») tal que la siguiente ecuacidn diferencial sea exacta:

M(x,y}dx+[xe’°’ +2xy+ljdy =0

X

Solucidn:
M(x,y}cix+[xe“}' +2xy+l]dy =0 (1)
x
se debe cumplir que:

A AN B[xé"‘:" oyt l] A 1

X
_— = = = = g + ity —+ 2 _ 2
gy &x tx v e TarE Y e (2)

Integrande a (2) respecte a ¥ (x representa una constante), se obtiene:

1 4 xy—1 1 . 1
M (x) = 1e” + B Dom - Dy g() @ 0(50) = e 5t = )

Fn los problemas 3742 resuelva la ecuacidn diferencial dada verficando que lafuncidn &%) esun

factor de integracién:



37, Exvdr+ (dy+9x8dy =0, uixy)=y*

Solucién:
Gxydx + {4y +9xdy =0 (1)

La{l)es una ecuacidn diferencial de la forma Mix»idx+ Nz »)dv =0, con
M(zy)=6xy y N(xy)=dy+9x

Con lo que
ai di _ AN

M _ bx v —=18x, esto ez — = ——; de donde se concluve que la (1) no es exac
dy dx by x

Sin embarge, al multiplicar la (1) por 4fx ) = ¥* se obtiene:
Gry dx + (dy” +9x %y dy =0 (2
Lhora

3 3 2.3
W) g0 B4V +92%)
dy dx

()

De (%) se comprueba que al multiplicar la (1) por el factor de integracidn w(x,») = ¥* se obt

la ecuaci én exacta (2). Por lo que existe una funcidn fix, ) parala que

ﬁ=t":§x;u3 v E=4;u3 +9xtyt ()
ax dy

Integrando la primera ecuacién en {(4) respecto a x {manteniendo a ¥ constante), se obtiene

Flay) =3 + 200 = %ﬂ;ﬁf +g'0) (5)

Esto es
9xy? + g =4y® + 92y & g'(y) =47 figualande (4) v (3) v reduciendo},
= g =yt (),

= flryy =327+t {(6) en (3)}
Porlo tanto, la selucidn general de la ED (2) vy por ende de la (1) es:



39 (—zyvsenx + 2ycosxidx + 2xcosxdy =0, ulx ) =zxy

Soluctién:
(—zvsenx + 2ycosx)dx + 2xcosxdy =0 (1)

Lai{l) es una ecuacidn diferencial de la forma Mix»idx+ Nz »dv =0, con
Mix,v)=-—zxvsenx +2ycosx v MNx ) =Zxcosx

Con lo que

dM A dM AN

——=-zxsenx+2cosx ¥ ——=2cosx—Z2xsenx=-2xsenx+Zcosx, esto gs —— F ——;
dy dx e dx

de donde se concluye que la (1) no es exacta.

sin embargo, al multiplicar la (1) por 2(x,09 = xyv se obtiene:
(—x®y®senx+ 2xy cosx)dx + 2x yeosxdy =0 (2)

Ahora

di-x*yisenx + 2xyicosx) - oxysenz+dxyrosx = A2x yoosxdy)

dy dx )

De (2) se comprueba que al multiplicar la (1) por el factor de integracidn y(x,y) = xy se obt:

la ecuactién exacta (2); por lo que existe una funcién Fix,») parala que

df 2.2 2 df 2
=~ = + -~ =
i Xy'senx+2xy cosx ¥y Ay 2x%yoosx  (4)

Integrande la segunda ecuacidn en (4 respecto a ¥ (manteniendo a x constante), se obtiene

Sxyy=xiylcosatg(x) (3),
af

= a—=2xy2cosx—x2yzsenx+g'(x} (&)
x

Ezto es
2xyvicosx—xiyicenx+g'(x) = —xiyisenx+ Zxyicosx f1gualande {4 v (&7,
= glx)=0w=glx)=kt (),
=  fxy)=x'ycosxtk {(7) en (33}
Porlo tanto, la selucidn general de la ED (2) vy por ende de la (1) es:
Pyirosx k= £, = xiyirosx = 0, ko “yirosx=c.

Ejercicio 2.3

En los problemas 1 a 40, determine la solucién general de la ecuacion diferencial dada.
Especifique un intervalo en el cual esté definida la solucion general.
Nota: las soluciones, paso a paso, de las integrales (o de formas equivalentes) que
surgen en los siguientes ejercicios las pueden hallar en mi pagina "Calculo integral"
en la seccidon correspondiente.




dy _
1 E—ﬁy

Solucion:

dy dy
sy e o5y=0 (1
PR i e (1)

La{l)es una ecuacidn diferencial lineal de primer orden: j_}f+ plxiy=gix), con plx)=-5
x

de tal modo que el factor integrante es:
4z = expl-5dx=e  (2)

g y'= 527y =0 [multiplicande cada términe de (1) por el factor integrante (21}

Como el miembro izquierdo en (3) es el desarrollo de la derivada del producte e ™y, se tien

(e pi'=0 & e Fy=¢ {integrando ambos miembros de la ecuacidn},

y=ge™ {multiplicando cada lado de la ecuacidn por ™} ()

Loz coeficientes de (1) son funcienes constantes, esto es, continuas en todo x|/, v de (4,

se concluye que la selucidn general de la ecuacidn diferencial v su intervale de solucidn es:

y=ce’*, xe(-m, m

- iy Ix

-] - 4+ =

S = y=g

Solucion:
D yy=e ()
dx

. . . . d
La{l)es una ecuacidn diferencial lineal de primer orden: d—y+p(x}y =g(x), con pi{x) =1, de
x
modo que el factor integrante es:

piz) =expldr =2 (2)

g y'tety =¥ {multiplicande cada términe de (1) por el factor integrante (23} (3]

Comeo el miembro izquierde en (3) es el desarrolle de la derivada del producte ey, se tiene

1
dx *;}é‘x.}*’=zé‘4x +

le*yi'=eg £ {integrando ambos miembros de la ecuacidn};

= %egx +ee” " {multiplicando cadalado de la ecuacidn por 7} (4

Como, pix)=1: domp =R v g(x) =% domg =R, los coeficientes son continues en todo

¥

xellE; v de (4), ze concluve que la solucidn general de la ecuacidn diferencial v su intervale

de solucidn es:

1 -
y=—c33x +ee™', xe(—wm, o)

4



8. y+2xy=1x"
soluctdn:
y+2my =xt (1)
Lai{l)es unaecuacidn diferencial lineal de primer orden: y'+ p(xiy=g{x), con p(x)=2x,

de tal modo que el factor integrante es:
- 2
Hix) =exp | 2xdx =27 ()

MMultiplicamos cada términe de (1) por el factor integrante (20
2 2 2
g’ y'+ 2aye’ =xe” (=)

. . . . 2 .
Como el miembro izquierdo en (3) es el desarrolle de la derivada del producte e y, se tien

’ _xg

2 2 2 g
X 3_x X ]
lg" y| =x78" Se y=T|x -li+e

{integrande ambos miembros de la ecuacidn};
2

2
¥ =%II2 —li+ce™” |multiplicando cada término de la ecuacidn pore © | (4)
Como, p(x) =2x: damp =R v g(x)=x": domg = los coeficientes son continuos en todo
xell;, v de (4), se concluye que la soluctén general de la ecuacidn diferencial v su intervalo

de solucién es:



11. (x+4y*idy + 2vdx =0
Solucidn:

(x+430)dy + 2pdx = 0 & (x +4p) +2y§—; -0 @E+2ix=—2y (1)

dy 2y
Lai{l)es una ecuacidn diferencial lineal de primer orden: z'+ plyiz = g(¥), con piy) =2i;
F
de tal modo que el factor integrante es:

: 1
M) = exp | oody = M= e a) =y @)

MMultiplicamos cada términe de (1) por el factor integrante (20

1
i T — (3

Como el miembro izquierdo en (3) es el desarrollo de la derivada del producte ¥ x, se tien

(Wi = -2y o iy = _%ym te
lintegrande ambos miembros de la ecuacidn’};
_ 4 2 -1/ ST Lo 4 -1z
X=zy +eoy imultiplicande cada términe de la ecuacidn por v Y

Como, ply) =2L: domp =R - {0} v gy =-4y*: domg =R, los coeficientes son continuos
¥

en todo xR’ excepto en 0; v de (4, domy = (0,2, se concluye que la solucidn general de la

ecuacidn diferencial v su intervalo de solucidn es:



13, xdy =ixsenx-yidx

soluctdn:
_ _ dy 1. _
xdvy=(xsenx—yidx = —+—v=zenx (1)
dx  x

La(1)es una ecuacidn diferencial lineal de primer orden: ¥+ plxly=g(x), con p(x) = l',
x

de tal modo que el factor integrante es:
H(xY = exp fldx = o = 5 (23
« N

IMMultiplicamos cada término de (1) por el factor integrante (2
'+t y=rxzenx (3

Como el miembro izgquierdo en (3) es el desarrollo de la derivada del producte xy, se tiene:

!
(xw)| =xsenhxo Xy =senx—xcosx+o

fintegrando ambos miembros de la ecuacidn},

y=xlsenx -cosx +ecx! (multiplicando cada término de la ecuacidn por x4 (4}

Coma , p(x) =l: domp=HK-{0} v g(x)=senx: domg=H; loz coeficientes son continuos
x

en todo x| excepto en 0, v de (43, se concluye que la selucidn general de la

ecuacidn diferencial v su intervale de solucidn es:

-1 -1
y=x senx-cosxtex , xe(0,m)

d

18. ¥ +yootx=2cosx
dx

solucidn:

dy _ dy _
Eﬁycotx 2cosx<;‘>ﬁ+(cotx}y 2eosx (1)

Lai{l)esunaecuacidn diferencial lineal de primer orden: '+ pixiy = g(x), con plx) =cotx;
de tal modo que el factor integrante es:

™

Hix)y =explcotxdx = elnFEMI =genx (2]

*

Multiplicamos cada téermine de (1) por el factor integrante (2

senx% +{cosx)y =Z2senxcosx (3)

Como el miembro 1zquierdo en (3) es el desarrolle de la derivada del producte ysenx, se tie

'

2
lyvsenxl =dsenxcosx & ysenx=sen” x+C

{integrando ambos miembros de la ecuacidn};
y=senx+Ccscx imultiplicando cada términe de la ecuacidn por cscxi (4)
Comao, pix) =cotx: domp =R—:\'kﬁ;:, kel v g(x)=2cosx: domg =IE, los coeficientes son
continues en todo xR excepto en los x=km, k&, v de (4), se concluye que la solucidn
general de la ecuacidn diferencial ¥ un intervale de solucidn es:

v=senx+cecx, xe (0,7



13, cost xsenxdy + (veos  x—Ddx =10

Solucion:

3
cosgxsenxdy+{ycos3x—1}dx=D@E+ £os X ¥ ! =0

k]

2 2
X rcos”xsenx Cof XSEnNX

dy cosx 1 dy ,
= — + = Pt ; _ i
dx senxy Cosdrsent i (cotxiy =sec” xcscx (1)

Lai{l)esunaecuacidn diferencial lineal de primer orden: »'+ pix)y = g(x), con plx) =cotx;
de tal modo que el factor integrante es:

Hix) =exp fcotxa!’x = elnlﬂml =genx (2}
IMMultiplicamos cada términoe de (1) por el factor integrante (2
senxd—y+{cosx}y=sech {3}
dx

Como el miembro tzquierdo en {(3) es el desarrolle de la derivada del producte ysenx, se tie

'

2
(vsenx) =sec”x S ysenx=tanx+_
{integrando ambos miembros de la ecuacidn };

y=szecx+Ccscx imultiplicande cada términe de la ecuacidn por cscxi (4)
Como, pix) =cotx: domp =R—::k?T;:, ked v

kL

| :
5 kj'rl, Led

g(x) =sec zcscx: domg =R - :.fc.ﬂ',

- . LT
los coeficientes son continuos en todo xR’ excepto en los x = :.fc.ﬂ', §+kﬂ':, ke d, v de (4,

se concluye que la solucién general de la ecuacidn diferencial v un intervalo de solucidn es

v=gecxcscx+ Coscx, xe (0,502,



29, ydr—d(x+yPidy =0
Solucion:

ydx—4(x+yHdy =10 @yi—i—-ﬂx—f-‘r}fﬁ =0 @%—;F@j (1)

Lai{l)es una ecuacidn diferencial lineal de primer orden: 2™ p(yix =gy, con piy) = —;;
de tal modo que el factor integrante es:
' 4 -4 -4

H(y) = exp | —;dy e =y ()

Multiplicames cada términe de {1) por el factor integrante (2
—Adx -3
— -4 =4 3

oy T y (3]
Como el miembro tzquierdo en (3) es el desarrollo de la derivada del producte y_4x, se tien

|y_4x| =4y @y_4x= 2}:2 +e {integrande ambos miembros de la ecuacidn};

x=2y" + oyt :Imultiplicando cada términe de la ecuacidn por y"": (4

Como, ply) = —i: domp =IR-{0 v gi(y)=4y": domg =B, los coeficientes son continuos e
v Bd

tode xelR—{0}, v de (4),2e concluye que la solucién general de la ecuacién diferencial v ur
intervalo de solucidn es:

x= Eyﬁ +c:y4, ye (0, o)



=%
31, Py 1o
&x g +e"
Solucidn:
dy 1-g™
St y=—— 1
dx 7 EREE (D

La(l)esunaecuacién diferencial lineal de primer orden: y4 p(xly = glx), con pix) =1,
de tal modo que el factor integrante es:

Hix)=exp f.:f;{ =" (2)

MMultiplicam os cada términe de (1) por el factor integrante (2):

) -y g ¥k
é‘x—y-l-é‘xy:é‘x 1= @Ex_}’_l_é‘xy:u {3}
x g" +eg™" dx g +e7"

Como el miembro izquierdo en (3) es el desarrollo de la derivada del producte 2%y, se tiene

] X -%
¥ g —& X ¥ -x
le"y| =———%¢ y=lnle" +e " |+
g" +e
fintegrande ambos miembros de la ecuacidn};

e ™ imultiplicando cada términe de la ecuacidn pore * | (4

y=¢ "lnle" +e”
—1x

Como, p(xi=1: domp=R ¥ g(szl_L_:
" +e"
los coeficientes son continuos en todo xR v de {4, se concluve que la solucién general

de la ecuacidn diferencial v un intervalo de solucidn es:

domg =R,

y=g "lnie"+e ¥ i+ce ", xe(—00,00).



39 ¥'={10-ycoshx
moluciédn:
v ={10-yicoshx < yv+coshx(3)=10ceshzx (1)

Lai{l)es una ecuacidn diferencial lineal de primer orden: ¥+ p(x)y =gi(x), con p(x) =coshzx;
de tal modo que el factor integrante es:

Hix) =exp ft:osh xdx = 5o =y
Multiplicames cada términe de {1) por el factoer integrante (2

Esen.hx | genhx

y'+coshxe senhx (3

y=10coshxe

Como el miembro izquierdo en (3) es el desarrolle de la derivada del producte esenhxy,

se tiene:

senhx senhx gsenh xy _ 10£senhx +p

¥ ¥ =10cosh xe =

fintegrando ambos miembros de la ecuacidn},

—zenhx

—aenh x
Se .1’.: (4)

y=10+ce multiplicande cada términe de la ecuacidn por @

Como, p(x) =coshx: domp =R v g(x) =10coeshzx: domg =],
los coeficientes son continues en todo xeE ; v de (4, se concluye que la solucién general
de la ecuacidén diferencial ¥ su intervale de solucidn es:

¥ = 10+ce_senhx, xE(—w o)

En los ejercicios 41 a 50 resuelva la ecuacion diferencial respectiva, sujeta a la
condicion inicial indicada:



41 I:JE—“F+5;|;=2[J; w(y =2
&%
Solucion:
I:f—“:u+5;_u=2lil (1
dx

=2 (2
La(1)es una ecuacidn diferencial lineal de primer orden: ¥+ p(xiy=g(x), con p(x) =15
de tal modo que el factor integrante es:

u(x) = exp |5dx =& (3)
MMultiplicamos cada términe de (1) por el factor integrante (3
e 1550y 22055 (4)
ax
Como el miembro izquierdo en (4) es el desarrollo de la derivada del producte e?jxy, se tien

Ié'jxyl = 202> @ejxy =4’ +¢ {integrando ambos miembros de la ecuacidn};

5x

imultiplicando cada término de la ecuacidn por é‘_jx: {59

y=d+ca
{2 es lasolucidn general de la ecuacidn (1) Al sustituir (2) en (3, se obtiene:
2=dtee U en-g+ =0=-2 ()
Al sustituir (6) en (4), se obtiene la solucidn del problema con walor inicial dado por (1) v |

y=4- e 0%

45, y'+{tanxiy =cos’z yp(0)=-1
soluctdn:
¥+ (tanxly =cos x (1)
»ly=-1 1(2)

La{l)es una ecuacidn diferencial lineal de primer orden: '+ p(xiy=g{x), con p(x) = tan x,
de tal modo que el factor integrante es:

Hixi=exp ftanxd’x = Elnlsec:ﬂ =secx (3)

Multiplicamos cada términe de {1) por el factor integrante (30

(secx)y'+ (secxtan xly = secxcos® x < secxy'+ (secxtanx)y =cosx  (4)

Como el miembro izquierdo en (4) es el desarrolle de la derivada del producte (secx)y,

se tiene:
i (secx)y| =cosx < (secx)y =senx+c¢ {integrando ambos miembros de la ecuacié
¥ =senxcosxteocosx :"multiplicando cada términe de la ecuacién por cos x;: =)

(5% es la solucidn general de la ecuacidn (13, Al sustituir (23 en (37, se obtiene:
—l=cgen(Dcos(M+ecos(l S -1=0N+e(l=e=-1 (&)

Al zustituir (6) en (3), se obtiene la solucidn del problema con valor inicial dade por (17 v |



49 (x +1)d_y +y=lnx »(1)=10
dx
soluctdn:

dy 1 lnx
-~ + = 1
dx x+1y x+1 (1)

(x+1}d—y+y=lnx<;‘>
ax

yi=10 (2)

Lai{l)es una ecuacidn diferencial lineal de primer orden: ¥+ pixiy=g(x), con p(x) =

1

x+1’

de tal modo que el factor integrante es:
LX) =exp I“Ld;{ = = g (3
- x+1
MMultiplicamos cada términe de (1) por el factor integrante (3
(x+1)d—y +y=Ilnx (4
ax

Como el miembro izquierdo en (40 es el desarrolle de la derivada del producte (x + 1y,
se tiene;

|(x+1}ylf =lnx S x+ly=xlnx—x+c¢
{integrande ambos miembros de la ecuacidn},
_xlnx-x+c
x+1
(5% es la solucidn general de la ecuacidn (13, Al sustituir (27 en (27, se obtiene:

(Dln(l-1+e _0-1+c _
e 10 s Sc=21 (6)

|dividiendo cada miembro de la ecuacién por (x+1)}  (3)

10=

Al zustituir (6) en (3), se obtiene la solucidn del problema con valor inicial dade por (17 v |

_xlnx-x+c
x+1

En los problemas 51 a 54, obtenga una solucién continua para cada ecuacion
diferencial de modo que, ademas, la solucién obtenida satisfaga la condicion inical
dada. Emplee una graficadora para trazar la curva solucion:



- dy 1, 0=x=3
Sl ——+2y=JFx), flx)= oy =0
&% 0, z=3
solucidn: y
Fix)es discontinuaen x=3 (Fig. 1) T2
Vamos aresolver el problema en los dos
intervalos en que esta definida la funcién: 1
1) D=x =3 - .
dy 1] 1 2 3 4 5 B
——+2y=1 plx)=2= ux)=e™, (Fig. 1)
— Eﬁxd_y_'_zgﬂxy:éﬂx ‘ﬁ'szJ}lr:é‘zx,
ax v
= ehy:%eh +c @y:é+ce'2” (1) 0.5
Sustituyendo w0 =0en (1), se obtiene:
U:%en +ceu<:>c:—% ey
—oze® (e (1) (3)
7733
1) x>3 . .
0 1z 3 4 5 & 7
I:;l?—‘y+2;v‘:ll:I<{;‘>E:—2.cix, _
dx ¥y (Fig.2)

= lny=-2x+c=y=ce ™ (4
Die (1) v {11) se tiene que la solucion es:

1 1 -ix
=———g ", D=x=3
y=177T272 (5)
y=ce ¥, x =3
Ahora, con el objeto de que ¥ sea una funcién continva se deben cumplir los criterios de
continuidad, para lo que:
. . . - . ]. 1 ¥ - ]- ]- -6
lirn = lim = limce™ :11m(——— ]@ =———g"
x—>3+y|:x:| x—}E‘y(x:I x—>3+6€ ¥—=3- EE “¢ 2 22
= c:%eﬁ —% (6). Sustituyendo (6) en (2, se obtiene:
1_1 -ix
N 2°
y:[% ‘ —%]e'zx, =3

La curva zolucidn se obzerva en la (Fig. 2).

¥= , D=x=3



3. o= f(2), f(x)={x’ EEEL 0
&% 0 x=3

solucidn:

Fix) es discontinuaen x=1(Fig. 1)

Vamos aresolver el problema en los dos

intervalos en que esta definida la funcién: 1
1) D=x <1 . . . . X
dy _ _ o of 12 3 a4
d—+2xy—x. plri=2r= uxi=e" (Fig 1)
= 22§y+2xe y=zxe" ¢>|exjyl :xexj
v
2 1 »2 _ 1 —x2 ‘2_
= & y—Ee +c¢>y—§+ce (1)
sustituyendo w0 =2 en (1), se obtiene:
2=%+62D<:}c=% (2) |
1 3 ;2 Il
y=stze {(2)en (1)} (3)
2 2
1) x=1
I:;|!1—+2:Jr;|; Clat}d———Exdx : ; . x
dx F 0 1 2 3
2
= 111;1;:—;{2 ‘e y=ce " (4 {Fig.2)

Die (1) v (11) se tiene que la solucion es:
1y3,7 0=z«
y=1% 2 (5)
ce ", x=1

Ahora, con el objeto de que ¥ sea una funcién continua se deben cumplir los criterios de
continuidad, parale que:

-xd . 1,3 2 a 1,3 4
llmy(x) 1my(x)<:> 11‘1‘11.:"2 —;14{.1‘111(5+§£ ]C:»r:cs —§+§e
= c:%e+% (6. Sustituyendo (6) en (3}, se obtiene:

: g 0=z <l

2
[ e+ ] x=1

La curva solucidn se observa en la (Fig. 2).

Ejercicios 2.4

En los problemas 1 a 10, determine si la funciéon dada es homogénea. Si lo es, indique
su grado de homogeneidad.



L 2 +2n® —ytix

solucidn:

Flayy=x+2n' - ytix,

Flenon = ()7 + 200000 — o0 im = + 2y -yt im =g v 2t -5yt i,
Flaoy) =2(x" + 29" = y* i 2

Flexi) =8 7z ) flry)=x"+20" —ytix:

2 ﬂf]x + v(dx+33)

Fxy) = frtyidx+3y),
=  flny) = Joto 40 +300) = Mty tldx 3y,
= Flny) =%+ y(4x+3y);

Fleno) =77 (x0): Fxy) = x+y(@x+3y):

Ul

3 2.1
. XTYoFY

(x +8y)°
molucidn:
2y - xlyt
XY= —
="
NP i oM DR 3 e A 5 AL G 30 00 DR 30 Ut S 00 )
’ (tx +80)° x4+ P x+80° (x +83)°
U SO I
flxg) =2 xy) flayy="2" 2
(x+5y)
x
4
yz +-\f1'f4+y4
solucidn:
x
Jzy) = ———.
N S
= Jlwp)= 2 ﬁx-; T 23 ff-* T4 2.3 f:'f4 5. 22 2§x4 1
O+t F o)t TR DT AR Y At B
£x x x
= flny) = . e -,
£2|y2+m| £|y2+ x4+y4| |y2+ x4+y4|

—_ . —_— x .
Flxp) =7 Flx ) flxy) = m



2
- X
S of o

i+

Solucidn:

F(x) = cos——,
ity

(nglﬂ zﬁxﬂ ng xﬂ

=08 = Cos FEiCos i
£x iy x4+ x+¥ x+y
2

Flxy)=cos il
x+¥

= fl&x.n) =cos

G. zen

Solucidn:

x
X, = sen
Fxy)=sen—

ix ix x 0
= flix.ty)=sen—— =3zen =sen =1 sen =¢ sen
e A x4+ x+y x+y x+

Sy =e"Fxy):

Inz* - 2lny
moluctdn:
Fixyi=lnx? -2y,
= Fime) =1ln(x)? - 2lnis) = 2o - 2lnis) = 2000 — Inlo)) = 2(0n +1lnx — Inf — In ).

=  flxp)=2inx—Iny)=1U2lnx—2lny) =¢"(n 2" — 2ln »);
Fleyy =" Fixy):

o lnx®
In y*
molucidn
Inz® 3Zlnx lox
Fxy)= Iny® 3lny loy’
In(éx) lné+lnx
= tx,87) = =
Jiny) Inity) Inéi+lny
Inz*
Flxy) =

Iny*



2
9. (x4
Solucidn:

2
Fayy=(x"+y70,

= flmy) =@+ =t ey = P a ) s ),

= Fflany) =7 Flxy)
Flxyy =izt 4y

10, (x+y+1)°
Solucidn:
Flx) = (x+y+107°,

=  flae) =i+ +1 =2 (x+ v+

JFlxy) =-;r+y+1|2 ;

En los problemas 11 a 30, resuelva la ecuacion diferencial dada usando una sustitucion

apropiada:

11, (x—y)dx+2dv =0
Solucidn:

(x—vidx + xfy =0 ecuacidn diferencia homogénea de grado unoe,

N SN UL A, DN Bk, DN A O
dx dx x dx  x
Eea
v = E = ¥ = VX,
* (2)
dy v
= E =v+ .TE
v+x@—v—1 (Zen (10}
dx ’
= x@ =-1l=dv= —ldx = |+a!’v: — fldx,
dx x J X
= wv=-lnx+c (3,
= §= “lnx+e [sustituyendo el valor cotrespondiente de () en (37,

yv=—xlnx+cx

2



12, (x+3yida+ zady =10
Solucidn:

(x4 ¥idx+ zdy =0 ecuacién diferencial homogénea de grade uno,

= (x+yj+xd—y:0<:»d—y:—x+y@d—y:— 21|
& ax x ax x

Sea
v:E@y:vx,
x
()
dy v
= E_v-'_xdx
v+x@——|v+1|{I}v+xﬁ——v—1¢>x£——(2v+1) {sustituyendo (2) en (1)}
dx dx dx ¥ ’
— dv ——E{:}lf ey :_I*E

Sv+l x 2l2v+1 ) x]

= %1n|2v +1|= —1n|x|—1nc {I}ln|2v+1|= —21n|x|+1nc {I}ln|2v+l| =-lnx®+lne <:>1n|2v +1|= In %
x

= w+l=5 (3

x
= 2241= iﬂ {sustituyendo el valor correspondiente de (&) en (207,
X x
y_<© _ _c_ 1
= EE—xg I@y—zx 2;{,
¥= l. ex - x|
2



13, mdx+(y—2x0dv =10

Solucidn:

=

Sea

xdx+ (v — 2x)dy = 0 ecuacidn diferencial homogénea de grade uno,

dy dy x dy x dy 1
+iy—n—=0=2=- = —= =—=— (1
T xjl.:;!i'p': dx y—2x dr  Z2x—y  dx o o
x
v:E{i}y:vx
x
()
ax &%
dv 1 -
v+ r—= {sustituyendo (&) en (137,
dr 2—v
dv_ 1 dv _ 1-v(2-v) dv _ v —2v+l 2—v 1
i —_ =y = T s = — dv = —d
x.:fx 2—v v x.:fx 2—v x.:fx 2—v L | v xx’
I‘_ﬂ?—v .:I’v:fldx@—lf—zj_z_zdv:fldx@—lf 221}_2 .:;t’v+f ! —dv = fldx,
<yt = 2v+1 - X 2d 9% — 2+ - X 24y =2y +1 < v—1) - X
—%In|v2—2v+1|—#:1n|x|+cat}»—%ln(v—l)j—ﬁzlnhhc¢>—1n|v—1|—$:1n|x|+c
—In Y 1‘ -1 = 1n|x|+-:: {eustituyvendo el valor correspondiente de (20 en (307},
X K
=—-1
x
S Py P 1 :1n|x|+c<:>—1n}u—1nx: X +c<:>—1nly—x|+1n|x|—1n|x|: +e,
x y-x x y—x y-x
x

—lnly—xlz }%x%: <:>—(y—x}1nly—x|: x+({y—xe,

(x—_:u]lln|x—y|: x+cix—yl



14, vz = 2{x+ y)dy
Solucidn:

yadx = 2{x+ widv . ecuacidn diferencial homogénea de grade uno,

dy ¥ @afy_ x

_ dy
= YA e S R Gy E‘m W

SEA
v:E@y:vx
x
3 . (2)
= = =vyv4+rx—
dx xc;t’x
v+ % Elliv- {sustituyendo (2 en (10},
dv v c;t’v v—2v— 2yt c;t’v —y— 2’ 2+ 2y 1
ax 2+2v | tdx | 242 Tax T 242 etz
S kLA _11.::? oA o [l ljltdvt3,, _fla?x
J s Dt 2 e Oy O x 2yt 2t
10 1+4v 20001 1 1 2
= - dv— dv=|—dx = —=lnp+ 2v° |- ZInp|+ =In|l + 2v|= In|x|+1
2+Iv+2v 2]1}4—21;2 v ,Ix * 2n|v ‘P| 2ﬂ|‘b‘| 2ﬂ| ‘P| I1|x| ne,
= ——1n|v(1+2v}|——1n|v|+—1n|1+2v|:1n|x|+1nr:,
= ——1n|v| 1n|1+2v|— 1n|v|+ 1n|1+2v| 1n|x|+1nr:<:‘> 21n|v|+1n|'l+2v| 1n|x|+1nr:
_ 1n‘1+2v_1 H@sz G)
1+22
= :‘f =X [sustituyends el valor correspondiente de (20 en (33},
¥
)
2v+x
= xj :ﬂx@M:
F

2
xﬂ



15. O +yx)dx—x'dv =0
colucidn:

(v* +yx)dr— xdy=0: ecuacién diferencial homogénea de grade dos,

2
dy _yityx _ dy {g] Y

dy
= yim-xrEo=0eXo = +Z
FomIET A o dx X2 drx L x x
SER

V= 2 = ¥ =,

x
(2)

dy dv
= Eoyx&

ax v x.::fx

dv a2 :
vir—=vity {sustituyendo (2) en (1)},
x
= x% =y =y iy i = fv'jcfv= fx'ldx@—v'l =In |x|+r: {3
-1
— _[E] = 1n|x|+c {sustituyendo el valor correspondiente de (23 en (331,
x
= —£:1n|x|+c¢>—x:|1n|x|+-:?|;u‘;
&
x
I:]_.? =

_1n|x|+r:'



16. (¥ +yx)dx+x dy =0
Solucidn:
(y* +yx)dr+ xdy =0 ecuacién diferencial homogénea de grado dos,

2y d 24 d ’
= y+yx+x— taP oY T B _[y] -2

(1)

dx dx P cdx x x
Sea
v:E@y:vx
x
(2)
dy v
= E—v+xdx
v 2 .
V+IE=_V -y {sustituyends (23 en (13},
dv 1 cdv "1 1! 1 "1
= =——dr & =—|—-dxr &= || — - dv=—|—-d
v 4 Oy x d .Iv(v+2} Jx A J|:2v 2(v+2}:| v Ix *

= 1n|v| —1n|v+2| —1n|x|—1nc<:>11n|v+2| 1n|v| In|x|+1ne < 1n}i‘_1 e,

= a2t 2‘ = 2lnfex| = 1n +2‘ —ln(en)? < “”_;2 = (e (3
L2
= X = (cx)* feustiuvendo el vaor correspondiente de (21 en (307},
F
x
Yoo 2x+y
= d =(ex) = —2 =¥
Y Y
x x

2x+

= (ex)*,



17 dy  y—x

E_y+x
solucidn:
b >l
~=I_ (1
21
x
Sea
v:E@y:vx,
x
()
dy v
= E—V"F.TE
sustituvends (23 en (1), se obtiene:
gy _vol o odv vl o odv v-l-viow | odv v+
dx v+ dr v+l dx v+ 1 dx v+1’
e +1 x vi+1l vt 41 x Syt 41l Svt 41 L X
Lr2vedy podv  pdx, 1 2 S
= 2«'1:2+1+~I1.=2+1_ ..Ix <:’;>21n(v +1+tan v=—lnx+e,

=  In('+D+2tan v+ 2nxr=¢, (3

sustituyendo v= Y en (3, =& obtiene:
x

2 2 2
ln[[z] +1]+Etan'1£+21nx=261@1n(“y -:x ]+1nx2+2tan'1£=c,
x x x x
2.1 2
= ln[L;_I:IJ+21:E:11_1£:::'<i:‘>1nn:Jr2 +y2|+2tan_1£:c.
x x x



12 —ycfx+lx+.\/"x;lcfy= ]
Solucidn:

—vdx+lx+ JE lgfw =0 ecuacidn diferencial homogénea de grade une (1)
Sea

I } @

=  dv =udx + xdu
sustituyendo (20 en (10, se obtiene:

— uxdx + | x4 Jxux ((udr + xdi) = 0= —uxdx + | x +ux’ | (wdx+ xdi) = 0,

—uxdx 4+ x4+ x\.'"zzl{mfx+ xdu) =0 = —uxdx + x| 1+\."'z:l(u.:ix+ xd) =10,

U

—uc:fx+|1+-.,.'{z:|(mfx+xcfuj =0 < —udx +u +HJE:I(I1X+XI1+\!I:I§H =10,

U

= (—mtutuafuldr+xl 14 du = 0= P dr 21+ u du =0,

152 142
= & e D«{:}E+[%+%}m S U<:>E+(u_3m +lj.:x‘u= 0,
A 7 X 7y 7 x i

= fE+f[u'3i2+l]du:D@1n|x|—?ix'm+1n|u|:c¢}1n|ux|:2u'm+c =
4 x 1

De (2) se deduce que u = % ()

sustuyendo (<) en (3), se obtiene:
y -1/2 1/2

=2 = to=nl|=22 teenhl=2 |2+
(B remmpt=f3] resmii-2f;

21, 2xiwdx = (3x7 4+ 37 dv

L x
X

lnn

Soluctdn:
2x2_;m!'x = (3% +;_u3 i@y ecuacidn diferencial homogénea de grade tres (1)
Sea

I } @)

= v =udx + xdu



sustituvends (2) en (1), se obtiene:
o xundx = | 35° +(ux) \(udx + xdi) < 2x7ux = (327 407 27 | (udx + xdu),
= 2xmdx=x" 34w |(udr+ xdu) < 2udx = (34 | (udx + xdu),

Pudx = (Gu +u dx+x 3+ \dy = Sudx — | Gu+ut idx = 103 40 \du,

U

=  (Zu—Zv+utlidr= 234 ldu = 2u—3u—utdx = x(34u \du,

=  —ludu’idr=z3+u’ du & - dx _ 3+u4¢fu,
Lot
. . . .3
R - S RS O b P Ry E)
dx g+t o Yuin’+0D

Parahallar laintegral en el miembro derecho de (3), expresamos el integrande com o una
suma de fracciones parciales:

3 ]
w3 A I ACIHD 32 At 1) + (Bt +Cu+ D,
™+ u 17 +1

= wi izt AL B O Dy e nt (A B O D+ A
A+ B=1
=0 A=73
; Detal manera que:

D=0 B=-2
A=73

3 2
e+ 3 3 Zu
=2- @

i+ w w4+l
susttuvends (4) en (2), se obtiene:

- - 2 - 2 - 3 ]
—IE I[E— 23u ].:i @IE_I[?H;_E}:? |E_|[EM_EJ@
. uo+1 ] x

- R cx Nt 3’ 41 u
= 1ﬂﬂ+%hcr:%MP3+ﬂ—ﬂnM¢$ﬂnM+hwl:Emp3+ﬂ—mnhL
2
= 1n|x3|+1n61:1n(u3+1} lnlu |¢>1n}: 3| 1n (e’ +1:' ‘{:} X3 (H ';1]
i

=  cxu = D (5

Y

De(2) ze deduce quen = - )]

sustiuyendo (6) en (20, se obtiene:

9 3 2 0 3 2 oy R 2
(2] [[E] +1] mlx{f_ng_Eﬂ} = [ y ]
x x x x x x

9 3 3.2

C (x74+»7)
;’:; = G @clyg:(x3+y3)2 @yg:c(x3+y3)2,czc
1

=




23, —==—+4+=
dx x ¥
Solucidn:
-1
a_ E.;_[E] (13
dr x \x
Sea
V= R =
* 2)
dy v
— = =yt r—
dx Y xc;t’x
Sustituyends (20 en (1), se obtiene:
v+xﬁ:v+v_1 <:>xd—v: vy = E@ fvci’v: I‘rE <:>lv2 :lnx+lr:,
dx dx x . ‘X 2 2
= v'=2lnzxt+ec (3
susttuyendo v = L oen (3}, se obliene:
x
2
[E] =zZlnx+e.
x
- dx ~2xiy
‘I‘-\.' =
25 ydy x+4dye
solucidn:
B xS B Iy gy
dy dy ¥
SEA
v = x = X =,
F
dx dv ®
) —=v+ yv—
&y
sustituyends (20 en (1), se obtiene:
v+;v‘ﬁ =y+4e72 @,}’@ =de ™ =Py = 4.:1!'_3: & |e?av = 4[d—y
dy &y y oo -y

1 1
= ze¥ =dapltze o =anpl+e ()

sustituvendo vzﬁ en (), se obtiene:

EM‘P = Eln [y| +e



27 [y+;{|::ot ]dx xzh =10

Solucidn:
y+xcot dx— xay = U@y+xcot£—xd— 0= = 4 =Y eatd
x dx dx  x x
Sea
V= Ed = ¥ =,
x
(<)
dy dv
= X opyxZY
ax -v dx
sustituvendo (2) en (1), se obtiene:
v+xd——v+cotv@xd—— cotv@tanvdv—ﬁﬁ} Itanvc;t’V— fﬁ
fx fx x x

= Inisecvi=ln |x|+1nc = Inisecvi :lnl':x| rsecv=cx  (4)
sustituyendo v= Y en (3, se obtiene:
x

seclwix) =cx.

3.1(a)

(1)



1. Ze zabe que lapoblacidn de cierta comuni dad aumenta en una razdn proporcional ala cantidad de
personas que tiene en cualgquier motmento. 51 la poblacién se duplicd en cinco afies, j en cuanto tiempo se
tnplicara v cuadruplicara?
solucidn:
Sea

P poblacidn de la comunidad en el tiempo £

Ao poblacidn inicial, en £=0

£ tiempo, en afios

E: rapidez con la que aumenta la poblacidn

dt

k=0 constante de proporcionalidad

De tal manera que;

%:kf’@%:kdf@lnf’:kﬁ+cl s P=ce® (1)
F=rF0)y (2)

Sustituyvendo (2) en (1), se obtiene el valor del constante o
B=ce™ oc=p (3
P=FRe™  {(Ben ()} @
t=5
p==LFk

= 2P, =Re" (63} en (11},

= 2= o5k=In2< k=0 13863 (6

Lafuncidn que dala poblacidn en funcidn del tiempo £, se obtiene sustituyendo (6) en (4):
PR 013863 (7

Cuande la peblacidn se triplica, (7) queda:

}: la poblacién se duplicéd en cinco afios (2],

1.05861

_ 0.132a3fF _ D 13Ea3f _ _ _
iF = Fe =3=e @0.138635—1113@5——0.13863@5 7.9
Cuande la peblacidn se cuadrulica, (7) queda:
48, = B 13803 o g = 013863 s 13863 = 1n4 @z:%@z:m

Eespuesta: la poblacidn se triplicara, aproximadamente alos 7 % afios; v se cuadruplicara
ales 10 afics.



4. En cualouier momento dado la cantidad de bacterias en un cultive crece auna tasa proporcional alas
hacterias presentes. Al cabo de tres horas se observa que hay 400 individuos. Pasadas 10 horas, hay 2000
especimenes ;Cudl erala cantidad inicial de bacterias?

Solucidn:

Sea
x: cantidad de bacterias en el tiempo £
{: tiempo, en horas
xy, o cantidad inicial de bacterias

E: rapidez con la que aumenta el # de bacterias en el cultive

di
k=0 constante de proporcionalidad

De tal manera que:

E=fﬁf<@ﬁ—k}f=0@é‘_hﬁ—k€_hx=G@IE‘_M-XI :D@e_hx:c,
dt dt di
= x=ce™ (1)
xy = x(0): cantidad inicial de bacterias (en £=0) (2],
= X = o™ Sx,=c ((2Yen (1) v operando} (3},
= x=xe" ((Zren (1)} (4
£=13
o al cabo de 2 horas hay 400 individuos (07,
x=400
= 400= e e o200 g 200 1300 sy e )y )
X, Xa 3 0x,

£=10
- al cabo de 10 horas hay 2000 individuos (7},
x= 2000
= 2000= xe! 0% o l0k _ 2200 @10;::1112200 @k:%m 20000 7y en (4} ()
ul 1] 1]

Igualemos (60 ¥ (B

173 1710 173 1710
L4001y 2000 (40017 (2000)" (4001 _ (20001
2 ox; 10 X,

i A i A
_ (400)° _(2000) _ 400" _125x400° _ 400" _ . _ _ 400 _ 400 _
ol B e T e 25 ~ ™ T T 15577 T 1.93235

Eeszpuesta la cantidad inicial de bacterias era de individuos, aproximadamente.



5. EIPB-20%, 1sétopo radiactive del plomo, se desintegra con una razdn proporcional ala cantidad presen
en cual quier maomento v tiene un periodo medio de vida de 2.2 horas. 51 al principi o habia un grame de
plotno, jcuanto Hempo debe transcurtir para que se desintegre el 20%7

Soluciédn:

Sea

A cantidad de plomeo PB-209 presente en el tiempo &

£ tiempo, en horas

d—f: rapidez de desintegracidn del PE-209

k=0 constante de proporcionalidad

Detal manera que:

%:—M: hipotéticamente la rapidez de desintegracidn es proporcional
ala cantidad presente
dA

T:—chzﬁlnﬂ:—kz+cl@ﬂzé_kﬂclﬁﬂ:ce_h (1)
Ay =A(0)=1: cantidad de PB-20% en =0 (2},
= lz=ee ™ o1 {((Den (1)) (),
= A=e™™ 3 en {1y (D
A3 3=05 ent=373se desintegra la mitad del PBE-20% {5,
-0.693147

= D.S:e-_k@jj@—B.Bk:InD.Sﬁk:Tﬁk:U.El ((5)en (41} (6)

sustituvendo (6) en (4) se obtiene la funcidn para la cantidad de PBE-209 en el tiempo £
HMNecesitamos averigiiar cuanto tiempo se necesita para que se desintegre el 90% de PE-09,

es decir para que la cantidad presente sea el 10% <= 0.1{10% de 1) de la original,
sustituyendo este valor de A en (7)), se obtiene:

012202 o 021 =1n0 1= 23911

-0.21

Eespuesta: para que se desintegre el 20% de PE-09, ze necesitan, aproximadamente, 11 h.



9. Cuando un ravo vertical de luz pasa a través de una sustancia transparente, el grade con que su

intenstdad f disminuye es proporcional a fY), en donde t representa el espesor del medio, expresado en pie
En agua de mar limpida, laintensidad a 3 pres bajo la superficie es el 25% de laintensidad 1nicial Jp del
rayo incidente, jcual es laintensidad del rave a 15 pies bajo la supetficie?

solucidn:

df

E=—H: laintensidad del raye de luz distninuye con una rapidez proporcional a
la intendsidad presente

k=0 constante de proporcionali dad
£ espesor del medio, en pies

De tal modo que:

%:—m@mf:—kﬁcl@f:e‘m“l o T=ce™ (1)

Hy={, intensidad del rayo en 6=0 (2]
sustityendo (2) en (1) v operando, se obtiene ¢ =/,; reemplazmos este valor de ¢ en (1)
I=Ie™ (3
£=73
I=258%1, < 1=025]
sustituvendo (40 en (3, se obtiene:

}:3 pies bajo la superficie la intensidad es el 25% de J;  (4)

0.250, =i F = =025 -3k=1n0.25=k= ﬂ =k=04621 (9),

= 1O=Le"T () en (3)) (6)
H(15)= 104021030 7 5789 — 0 0014, &0 1%,

Eespuesta aproximadamente, a 15 pies bajo la superficie del agua la intensidad del rayvo de
luz es de solo el 0.1% de laintensidad en la superficie.



11. Enun trozoe de madera quemada se determind que el 83 2% de su C-14 se habia desintegrade.
Determine la edad aproximada de lamadera (la vidamedia del C-14 es de 5600 afios). Estos son

precisamente los datos que usaron los arquedlogos para fechar los murales prehistdricos en una caverna de
Lascanuz, Francia

Solucion:

Hipotéticamente el C-14 se desintegra con una rapidez que es proporcional ala cantidad
presente en el tiempo £, la ecuacidn diferencial asociada a este tipo de fendnmenos es:

A= 4™ k=0 (1)

%: A, . 14 vida media del C-14 es de 5600 afios,
1_ 5600k 1 -0.693147

= == 5600k =lns k=221 e k000012378 (2
2= ° "2 5600 (2)

— A =AGE—D.DDDIEETET (2)
Como va se ha desintegrado el 85.5% del C-14, resta por desintegrarse el 14 3% del C-14
original en el trozo de madera; de donde:
A=145%4, = 0.1454, (4
Al reemplazar (4) en (3) se tiene:

0.1454, = dye " PIZITE o 145 2,70 000123780 o 00012378 =1n0.145,

_—1.93102154
000012378

Eespuesta: la madera hallada en la caverna de Lascaux tiene una edad aproximada

de 15600 afios.

=15600,




13, Tn term émetro se saca de un recinto donde la temperatura del aire es de 70°F v se lleva al exterior,
donde la temperatura es de 10°F. Pasado medio minute el termdmetro indica 50°F. jCuél ez la lectura
cuando £=1min"? jCudnto tiempo se necesita para que el term dmetro llegue a 15°F7

molucidn:

Laley de enfriamiento de MNewton establece que en un cuerpo que se enfria, la rapidez con que la
temperatura de cuerpo 7 camnbia en el tietnpo § es proporcional ala diferencia entre la temnperatura del

cuerpo ¥ la temperatura constante 7, del medio ambiente que lo redea. Es decir, a1 X es una constante de

proporcionalidad,
dT
—=k(T-T
L KT-F) @)
Pero, en el presente problema se tiene que:
T, =10
Ahora
dT dT kf+e
— =kT-10 o ——=kdt = In(T-10=kt+c, =T-10= 1
sl DR n(T-10) = kt+c, L

=  T=cT+10 (1)
En t=0,T=70 (23, porlo que, al sustituir (2) en {1}, se tiene:
=™ 0= =80 (3,

— T = 60" +10 {Zyen (1)} (4) =50=60""% +10  {(5) en (47}
T0.57=50  (9) |

—0.40547
0.5

sSustituyendo el valor de & dado por (6) en (4), ze obtiene:
T=60.""310% 100 (7
Tl = 602031094 Lo =600, 44949 +10= 36 67

Para calcular el tiempo en que la temperatura sea de 15°F, se sustituye F=153en (71

15 = 6D€—D.81094f +10 = 602—0.810941' — 5@2—0.8109-’# — [:'.[:'8?,

—2.48491
-0.81094
Eespuesta: al acabo de un minuto la temperatura del term émetro es de 26 &7°F,
El termémetro llega a 12°F en 3 06 minutos.

= =0 Sk=ln0bek= =k=-0.81094 (6)

= —~0.81094 =100 083 = ¢ = 206,

Ejercicios 4.1.1



1. Dado que y=c2” +c,e”" &s unafamilia de soluciones a dos pardmetros de y"—» =0 en el intervalo
{—oo.e0), encuentre un miembro de la familia que satisfaga las condiciones tniciales w0 =0, w0 =1
solucidn;
y=c' e ()
= y'=cg'—cet (a)
y0y=0 (1)
y(=1 (2
Al sustituir (1) en (&), se obtiene 0= cleu +|:.‘2.a=,'IJ oy to, =0 (3)
Ahora, al sustituir (2) en (&), se obtiene 1= cle:'u —czeu =op—oy=1 (4)
sumande, termine atérmine, (3) v (4), se obtiene 2o, =10, =12 (D)
sustituyende (5) en (2) v despejande, obtenemos e, =-1/2  (8)
Asi,un miembro de la familia que satisface las condiciones iniciales dadas se obtiene al sustituir

() y (5) en (a):

.}? =lé|x —lé!_x
2 2

1. Hallar una solucidn de la ecuacién diferencial del problema 1 que satisfaga las condiciones de

frontera w0 =0, »(1) =1
solucidn;
y=cp o (A
yi0y=0 (1)
yii=1 (2
sustituyendo, alternativamente, {10 ¥ (2) en {a), se obtiene:
O=ce" +ce” Se +e, =0, =—; (3
i =gt +ee S, =a—cpe’ (1)
Tgualameos (2) v (4) para obtener:

_ 2 2 _ __ ¢
—op=e-cEl oo o =e oo = — (o

g

7 @

Finalmente, al sustituir (20 v (6] en (4], se obtiene la solucidn particular:

l:'g:_

= 4 = -¥%
V= e ——5—¢ |
gt =1 g” =1




3. Dado que y :cle” +eqe” esunafamilia de solucienes de dog parametros de y"—3y'—4y = Oen el
intervalo (—eo,co), encuentre un miembro de la familia que satistaga las condiciones iniciales
y(=1 y(0)==2
molucién:
y=ce tee™  (a)
= y'=s 4.:'1:3” —ec,e (&)
yi0y=1 (1)
=2 (&
Al sustitar (1) en (a) ¥ (2) en (&), se obtiene:
l=ce" +ee” ey +te, =1 (3 3
. . DS =38 =2 {sumande (2 y () ()
2=dce’—ce’ Sdo -, =2 (@) 5
sustituyends (00 en (2), despejando v reduciends, se obtiene:
2
G=% ©

De tal manera que al sustituir (00 v (6) en (4), se obtiene el miembro de la familia buscado:

4. Dado que y =c; +c,cosx+egsenxes una familia de soluciones de tres parametros de y"+y'=0en

el intervale {—oo.o0), encuentre un miembro de la familia que satisfaga las condiciones iniciales
ylmy =0, yim=2, y'(m=-1
molucién:

y=c¢,te cesxt+egsenx (1),

= y'=-cysenxtegcosx (2,

= y'=-c,cosx—cysenx  (3)
ym=0 )
yim=2 (3
yim=-1 (&)

Al sustituir () en (10, (S en (22 v (67 en (2) se forma el siguiente sistema de ecuaciones de 33
O=c)toyooeMteoeenT e, —e, =0 (/)
2=—o et cosT S e, =2 (8)
—l=—,cosm—c zenT e, =1 ()

= =1 {(Fen D} (10

De tal modo que una solucidn particular que cumple las condiciones iniciales (4) a (6) se obtiene al
sustituar (2), (9 v (107 en (1)

y=1+1lcosx)+2(senx) <= v=1+cosx+Zeenx



6. Dado que y =g +.:73:Jr:2 ez una familia de soluciones de dos pardmetros de xy'"— y' =0 en el intervalo
(—to,00), demuestre que no es posible encontrar constantes », y ¢, detal manera que un miembro de la

familia satisfaga las condiciones iniciales (0 =0, ¥ (0 =1, Explique por que esto no contradice al
Teoremad. 1.

moluctén:
y=cl+cjxj (17,
= y'=Z2c,x  (Z)
=0 (3]
yi=1 (4
Al sustituir (3) en (10 v (47 en (2], se obtiene:
O=c,+e, (0 S =0 (5)
l=20,(0)=1=0: contradiccidn (&)
Delo anterior se demuestra laimposibilidad de encontrar constantes o) v ¢, para (1) que
satisfagan la ecuacidn diferencial xy"—3"'=0 sujeta a las condiciones iniciales (3) ¥ (4).

Esto no contradice el Teorema 4.1 porque el coeficiente de ' es cero cuando z=0 v
0ei{—cooo: intervale de solucidn.

Ejercicios 4.1.2

Fn los problemas 15 a 22 determine s las funciones dadas son linealmente independientes o
dependientes en {—co,o0).

15, (R =x f(x) =77, fy(x) =4x—3x
soluct dn:
SHlxr=4f(x)-3f(x)=4x- Ix?

Cotne f5(x) se puede expresar como una combinacion lineal de /] (x) v/, (x), se concluye que las
funciones dadas son linealmente dependientes.



16. fiix)=0, fi(x)==x fix) =g
Solucidn:
Paralasz constantes o), ¢, ¢y serealizala siguiente combinacién lineal
ey D4eoyxteoe’ Soxtoe’ (1)
=e establece la siguiente 1dentidad
caxtee’ =00 (2)
Dando los walores arbitratios parax . —1, 1, 2; se obtienen las siguientes ecuaciones:
O—e, +e_lc3 =10
O4e, +eoc, =0 (2
0+2¢, +ec, =0

El detertninante del sistema (3) es

0 -1 ¢
0 1 e|=0{e*-2e)+ (042 {0) =0 lasfunciones son lincalmente dependientes,
0 2 &

17, fitxi=5, fix= cos” x, Jlxi= sen’ x
solucidn:
A =54 (x)+5F(x)=5cos* x+9sen’x = Sfcos® x+sen’ x) = 5(1) =5
Cotnoe f(x) se puede expresar cotne una combinacién lineal de 7, (x) v S (x), se concluye que las
funciones dadas son linealmente dependientes.

18, fitxi=coslx, fi(x)=1, f3(x)=|::osgx_
solucidn:
f1'(x:'=Efz(x]l—fg{x:l=Ecoszx—1=c052x

Cotnoe f(x) se puede expresar cotne una combinacién lineal de 7, (x) v S (x), se concluye que las
funciones dadas son linealmente dependientes.



19. fitxl=x, fi(x)=x-1 f(x)=x+3
Solucidn:
Paralas constantes ¢, ¢,, ¢, serealizala siguente combinacidn lineal
ox+e, (x—1+e(x+3) (1)
e establece la siouiente 1 denti dad
cxte, (x—N+e(x+3)=0 (2
Dando los walores arbitranios para x: 0, 1, —3; se obtienen las siguientes ecuaciones:

O—e, +3, =0

g+ 0+4e, =0 {3
=3, -4, +0=10
El determinante del sistema (3) es
o -1 3

10 4 =0016+{04+1214+3{-4) =0 las funcicnes son linealmente dependientes
-3 =4 0



