CAPITULO CINCO

LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

5.1 Introduccion

El concepto de transformar una funcion puede emplearse desde el punto de vista de hacer un
cambio de variable para simplificar la solucion de un problema; es decir, si se tiene un problema en la
variable X, se sustituye X por alguna otra expresion en términos de una nueva variable, por ejemplo,
X=seny, anticipando que el problema tendrd una formulacién y una solucion madas sencillas en
términos de la nueva variable y; luego de obtener la solucidon en términos de la nueva variable, se usa el
procedimiento opuesto al cambio previo y se obtiene entonces la solucion del problema original. El
logaritmo es un ejemplo sencillo de una transformacion a la que ya nos hemos enfrentado; su virtud es
que transforma un producto en una suma, que es una operacion mucho mas sencilla. Efectuando la
operacion inversa, el antilogaritmo, obtenemos el resultado del producto.

En el Capitulo 3 se estudi6 la Transformada de Fourier. Sin embargo, esta transformacion esta
restringida a funciones que tienden a cero lo suficientemente rapido conforme t — oo de modo que la
integral de Fourier converja. Ahora se removera esa restriccion. También queremos extender el
teorema de la integral de Fourier a aquellos casos donde deseamos la respuesta de un sistema lineal a
una excitacion que comienza en t = 0, es decir, se definen condiciones iniciales, y luego desarrollar
ciertas propiedades de la transformada modificada resultante, la cual identificaremos como la
transformada de Laplace.

Una transformacion que es de gran importancia en el calculo es la de integracion,
H{f (O} =[f()dt=F(x)
0

El resultado de esta operacion es una funcion F(x), la imagen de f(t) bajo la transformacion. Obsérvese
que la operacion inversa a la integracion es la derivacion; si se designa por D la operacion de derivar,
d/dt, entonces

D{F(x)}=f(x)

Con frecuencia es necesaria una transformacion mas complicada. Si se tiene una funcion f(t) de la
variable t, se define una transformada integral de f(t) como

Transformada integral de f (t) =T { f (t)} :_[ f (1)K (s,t)dt (5.1)
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La funcion K(s, t), la cual es una funcion de dos variables, se denomina el nlcleo de la transformacion.
Obsérvese que la transformada integral ya no depende de t; es una funcién F(S) de la variable s, de la
cual depende el nucleo. El tipo de transformada que se obtiene y los tipos de problemas para los cuales
es de utilidad dependen de dos cosas: el nucleo y los limites de integracion. Para ciertos nucleos K(s, t),
la transformacion (5.1) al aplicarse a formas lineales en f(t) dadas, cambia esas formas a expresiones
algebraicas en F(S) que involucran ciertos valores de frontera de la funcién f(t). Como consecuencia,
ciertos tipos de problemas en ecuaciones diferenciales ordinarias se transforman en problemas
algebraicos cuya incognita es la imagen F(s) de f(t). Como ya se menciond, si se conoce una
transformacion inversa, entonces es posible determinar la solucion y(t) del problema original.

En general, recuerde que una transformacion T {f(t)} es lineal si para todo par de funciones f;(t) y fa(t)
y para todo par de constantes C; y C,, ella satisface la relacion

T {C1 f () +c,f, (t)} =cT { f, (t)}+C2T { f, (t)} (5.2)

Es decir, la transformada de una combinacion lineal de dos funciones es la combinacion lineal de las
transformadas de esas funciones.

Para la seleccion particular del nacleo K(s,t)=e * y los limites de integracion desde cero hasta
infinito en la Ec. (5.1), la transformacion definida asi se denomina una transformacion de Laplace y la
imagen resultante una transformada de Laplace. La transformada de Laplace de f(t) es entonces una
funcion de la variable S y se denota por F(S) o £{f(t)}. La transformacion de Laplace es probablemente
la herramienta mas poderosa para estudiar los sistemas lineales descritos por ecuaciones diferenciales
con coeficientes constantes. Como un proceso, la transformacion convierte un problema en ecuaciones
diferenciales en uno que involucra una o mas ecuaciones algebraicas.

5.2 Definicion de la Transformada de Laplace

Dada una funcioén f(t) definida para todos los valores positivos de la variable t, se forma la integral
j f (t)e dt=F(s) (5.3)
b
la cual define una nueva funcion F(S) del parametro S, para todo S para el cual converge la integral. La
funcién F(s) asi formada se denomina la transformada de Laplace unilateral de f(t). Normalmente se
omitira el término unilateral y la transformada se denotara por F(s) o L£{f(t)}. Es decir, la definicion
formal de la transformada de Laplace es

L{FM®}=F(s) = I f(t)e dt (5.4)

El limite inferior de la Ec. (5.4) se escogié como 0 en vez de 0 o 0" para incluir casos donde la funcién
f(t) pueda tener una discontinuidad de salto en t=0. Esto no debe considerarse una restriccion, ya que
en los estudios usuales de transitorios, el origen del tiempo siempre puede tomarse en el instante t = 0 o
en algin tiempo finito t > 0. La funcion en el lado derecho de la Ec. (5.4) no depende de t porque la
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integral tiene limites fijos. Como ya se menciond, la transformacion de Laplace es un proceso que
reduce un sistema de ecuaciones integro-diferenciales simultaneas lineales a un sistema de ecuaciones
algebraicas simultaneas lineales. La transformada de Laplace asocia una funcion en el dominio del
tiempo con otra funcidn, la cual se define en el “plano de frecuencia compleja”.

La propiedad mas sencilla y mas obvia de la transformacion de Laplace es que es lineal. Esta
afirmacion es facil de demostrar ya que ella esta definida como una integral. Es decir, si f;(t) y fa(t)
poseen transformadas F;(S) y F2(S) y C; y C; son constantes,

ci{c f()+c, f, (D)} =¢F(s)+c,F,(s) (5.5)

La notacion
f(t) < F(s)

significara que las funciones f(t) y F(t) forman un par de transformadas de Laplace, es decir, que F(S)
es la transformada de Laplace de f(t).

En general, la variable S es compleja (S = ¢ + jo) pero, por los momentos, se tomara como real y mas
adelante se discutiran las limitaciones sobre el caracter de la funcion f(t) y sobre el recorrido de la
variable S. Puesto que el argumento St del exponente de € en la Ec. (5.3) o (5.4) debe ser adimensional,

entonces las dimensiones de s deben ser las de frecuencia y las unidades de segundos inversos (s!).

Ahora se obtendran las transformadas de algunas funciones elementales. La mayoria de los ejemplos
estan basados en la integral

< 1
je‘mdt:——, p>0 (5.6)
0 p

cuya demostracion procede de la identidad

;
ety
!e dt )

1—e FT

En efecto, si p > 0, entonces e P — 0 conforme T — o0 y se obtiene la Ec. (5.5).

Ejemplo 1

(a) Se determinara la transformada de Laplace de la funcion f(t) = 1, t > 0. Insertando esta funcion en
la Ec. (5.3), se obtiene

o0 o0 1
L{1}=[ (e *dt=[e"dt=—
0- 0 S
para s> 0. En la notacion indicada,
1
Il o —, s>0 (5.7)

S

(b) Considérese ahora la funcion f(t) = e®" t>0, donde c es una constante. En este caso,



284

Li{e"}= OTe“e‘“dt = je‘(s‘c)‘dt

La ultima integral es la misma que la de (5.6) con p =S —C; por lo tanto, es igual a 1/(5 —C) , con

tal que s—c > 0. Se concluye entonces que

1
e o —, s>c¢ (5.8)
s—cC

Con la ayuda de métodos elementales de integraciéon se pueden obtener las transformadas de otras
funciones. Por ejemplo,

1 5 2
t & 0 " o -
S S
(5.9)
senat < , cosat &
s’ +a’ s’ +a’

para s > 0; mas adelante se estudiaran procedimientos mas sencillos para obtener estas transformadas.

Ejemplo 2

Usando la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace se obtendra la transformada de la
funcion f (t)=senhat.

Usando la identidad

entonces

1 at 1 —at 1 1 1 1
L{senhat}=L<—e" ——e R —
2 2 2s—-a 2s+a

cuando S >ay s> —a; es decir,

a
senhat <« Faial’ (s>|a|)

Como la ecuacion de definicion de la transformada de Laplace contiene una integral en la cual uno de
sus limites es infinito y por la propiedad de linealidad, una de las primeras preguntas a responder se
refiere a la existencia de la transformada. Un ejemplo sencillo de una funcion que no tiene una

transformada de Laplace es f (t)=exp [exp(t)] Por ello, a continuacion se daran algunos teoremas

concernientes a la convergencia de la integral de Laplace.
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5.3 Condiciones para la Existencia de la Transformada de Laplace

5.3.1 Funciones Seccionalmente Continuas

Se dice que una funcion f(t) es seccionalmente continua en un intervalo acotado a < t < b, si es
continua excepto en un numero finito de puntos t, <t, < --- <t, de (a, b) y si en cada punto de

discontinuidad posee limites finitos conforme t tiende a cualquier extremo de los subintervalos desde el
interior (si X; = a, el limite por el lado derecho existe en t;, y si ty = b, el limite por el lado izquierdo
debe existir en ty). Se usan los simbolos

F), ()

para denotar los limites por el lado izquierdo y por el lado derecho, respectivamente, de f(t) en t;. La
funcion f(t) que se ilustra en la Fig. 5.1 es seccionalmente continua en (a, b). Tiene solo una
discontinuidadent=1t; y

f(t)=A, f(t)=B

f(t) f(t)
B
A /
t t
a t] b a tl b
Figura 5.5 Figura 5.2

La funcion que se ilustra en la Fig. 5.2 no es seccionalmente continua. Posee s6lo una discontinuidad
en t;, pero el limite por el lado derecho de g(t) no existe en t;.

Teorema 1. Sean las funciones f(t) y g(t) seccionalmente continuas en todo intervalo de la forma
[c,T], donde c es fijoy T > c. Si |f(t)] < g(t) parat >C y si la integral

Tg(t)dt

converge, entonces la integral
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]Ef(t)dt

también converge.

Mas adelante se usara el Teorema 1 para establecer un conjunto de condiciones de suficiencia para la
existencia de la transformada de Laplace de una funcidén. Sin embargo, primero se introducird la
notacion

f(t)=0[g(t)]

la cual debe leerse “f(t) es del orden de g(t)”. Esta notacion significa que existen constantes M y N
tales que

| £(t) [< Mg(t)

cuando t > N. En particular, si f(t) = O|e®!| para alguna constante o, se dice que f(t) es de orden
exponencial.

Teorema 2. Sea f(t) una funcidon seccionalmente continua en todo intervalo de la forma [0,T], donde
T>0y sea f (t) = O[e‘“] para alguna constante o. Entonces la transformada de Laplace

L{ f (t)} = F (s) existe, al menos para s > a.

Demostracion: De acuerdo con las hipotesis del teorema, existen constantes M y tp tales que

| f(t)|<Me™ cuando t>t,. Entonces ‘ f(t)e™ |<M e cuando s > t,. Puesto que la integral

IM e 9t gt

t0
converge cuando S > a, la integral
_[ e Sdt
t0

también converge (Teorema 1). Puesto que

00

to 0
je‘“ f (t)dt =je‘5I f (t)dtJrje‘St f(tydt, s>a
0

0 t

la transformada de Laplace £ {f(t)} existe paras> a.
Como una aplicacion importante del Teorema 2, se demostrara que si f(t) es de la forma

n at

t"e* cosbt, t"e* senbt (5.10)

donde n es un entero no negativo, entonces £{f(t)} existe para s> a > 0. Primero obsérvese que
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t"=0 [ e’ ]
para todo numero positivo €. Como | cos bt | <ly | sen bt | <1 para todo t, tenemos que
f (t) _ O|: e(a+s)t:|

Por el teorema 1, L{f(t)} existe para S > a+e para todo niimero positivo €. Por consiguiente,
L{f(t)} existe paras>a.

El resultado anterior es importante en el estudio de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes. Considere la ecuacion homogénea

P(D)x=0

donde D = d/dt y P(D) es un operador polinomial. Toda solucion de esta ecuacion es una combinacion
lineal de funciones de la forma (5.10). Cualquier derivada de una solucién es también una combinacion
lineal de funciones de este tipo. Por lo tanto, se puede decir que toda solucion de la ecuacidn, y toda
derivada de una solucion, es de orden exponencial y posee una transformada de Laplace.

Teorema 3. Sea f(t) una funcion seccionalmente continua en todo intervalo de la forma [0, T] y sea
f(t)= O[ e™ ] para alguna constante a.. Entonces la funcion h(t), donde

h(t):j'f(u)du

es de orden exponencial. Si o> 0, h(t)= O[e‘“] y sia <0, h(t)=0[1].

Demostracion: Existen constantes positivas ty y M, tales que ‘ f (t) ‘ <M, e parat>t,. También existe

una constante positiva M, tal que [f(t)| < M, para 0 <t <t,. Puesto que
ty t
h(t) :'[ f(u)du +'[ f(u)du
0 t)
para t > ty, se tiene que

) t
|h(t)|s|v|2jdu+|v|1jf(u)du
0

t

M
[h(t)[<M,t, +71( e e )

Si o > 0, entonces
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Ivl] at
[h(t)[<] Myt +— [, t>t,
a

y h(t)=0[ e |.

Ejemplo 3
La funcion escalon unitario (previamente definida en el Cap. 1)

0 cuando O<t<t,

uﬁ—%):{

1 cuando t>t,

es un ejemplo de una funcion seccionalmente continua en el intervalo 0 < t < T para todo numero
positivo T (Fig. 5.3). Observe la discontinuidad en t = t;:

limu(t—t,)=0 limu(t—t,) =1
toty

toty

La transformada de Laplace de esta funcion es

00

Tu(t_to )eistdt = TeStdt = _le*St

0" t S t

Asi que, siempre que S > 0,

S

g

L{u(t—t,)}=

u(t —to)

t

Figura 5.3

Aqui se debe sefialar un punto importante. La transformada de Laplace esta definida solamente entre
0" y +oo. La conducta de la funcion f (t) para t < 0 nunca entra en la integral y por tanto no tiene

efecto sobre su transformada. Por ejemplo, las funciones f (t)=1 y u(t) (t, =1en el Ejemplo 3) tienen
la misma transformada 1/s.

Las condiciones mencionadas en los teoremas para la existencia de la transformada de una funcion
son adecuadas para la mayoria de nuestras necesidades; pero ellas son condiciones suficientes y no
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necesarias. Por ejemplo, la funcion f(t) puede tener una discontinuidad infinita en, por ejemplo, t = 0,
es decir |[f(t)| —> o conforme t — 0, con tal que existan nimeros positivos m, Ny T, donde m < 1,
tales que |f(t)] < N/t™ cuando 0 <t < T. Entonces, si en cualquier otra forma, f(t) cumple con las
condiciones mencionadas, su transformada todavia existe porque la integral

¢
Ie‘ST f (t)dt
0—

existe.
5.3.2 Region de Convergencia de la Transformada

El recorrido de valores de la variable compleja S para los cuales converge la transformada de Laplace
se denomina la region de convergencia (RDC). Por ejemplo, sabemos que la sefial x(t)=e *u(t), a
real, tiene como transformada la funcion X (s)=1/(s+a), siempre que Re(s) >—a, puesto que

lime "' =0

t—>o
solo si Re(s+a)>0 o Re(s)>—-a. Asi que la RDC para este ejemplo la especifica la condicion
Re(s) >—a y se muestra en el plano complejo como lo ilustra la Fig. 5.4 mediante el area sombreada a

la derecha de la linea Re(S)=—a, para el casoen que a>0.
jo

al>0I

Figura 5.4
5.4 Teoremas de la Derivada y de la Integral

Se desea expresar la transformada de Laplace
j f'(t)e *dt
e

de la derivada f'(t) de una funcién f(t) en términos de la transformada de Laplace F(s) de f(t).
Integrando por partes se obtiene
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@ T —st
. +s_[ f(t)e ~dt

0

L{f’(t)}:T f'(t)e dt=f(t)e ™

Sea f(t) del orden de €* conforme t tiende a infinito y continua. Entonces, siempre que S > a, el primer
término en el lado derecho se convierte en —f(0) y por tanto

L{F' (1)) =5F ()~ f(0) (5.11)

Asi que la diferenciacion de la funcion objeto corresponde a la multiplicacion de la funcién resultado
por su variable S y la adicion de la constante —f(0). La formula (5.11) da entonces la propiedad
operacional fundamental de la transformaciéon de Laplace; ésta es la propiedad que hace posible
reemplazar la operacion de diferenciacion en una ecuacion diferencial por una simple operacion
algebraica sobre la transformacion.

Ejemplo 4

Se desea resolver la ecuacion
y'(H)+3y(t)=0, t>0 (5.12)
con la condicidn inicial y(0) = 2.

Multiplicando ambos lados de la Ec. (5.12) por e ™ ¢ integrando de cero a infinito, se obtiene
T[y’(t)+3y(t)] e dt=0 (5.13)
I8
Del teorema de la derivada, Ec. (5.11), se obtiene que
T y'(t)e *dt=sY (s)—y(0)=sY(s)-2
e
donde Y(s) = £{y(t)}. Sustituyendo en la Ec. (5.12) da
sY(S)-2+Y(s)=0 (5.14)

Asi que la transformada de Laplace Y(S) de la funcién incognita y(t) satisface esta ecuacion.
Resolviéndola, se obtiene

2

Como se observa, la fraccion anterior es la transformada de la funciéon 2e™'. Por lo tanto, la solucion
de (5.12) es

y(t)y=2e>", t>0
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5.4.1 La Transformada de Laplace Bilateral

La transformada de Laplace F(S) de una funcion f(t), como se definio en (5.3), involucra los valores de
la funcion f(t) para todo t en el intervalo (0—, o). Es decir, el intervalo adecuado en la solucion de
ecuaciones diferenciales que son validas para t > 0. En la teoria de circuitos eléctricos, sistemas de
control lineales y otras aplicaciones, algunas veces es deseable considerar los valores de f(t) en todo el
eje real y definir a F(S) en consecuencia. Esto conduce a la funcion

F(s)= T f(t)e *dt (5.16)

conocida como la transformada de Laplace bilateral de f(t). Si la funcion f(t) es causal, es decir, si
f(t) =0 parat <0, entonces la integral en (5.16) es igual a la integral en (5.3). En este texto no se usara
la Ec. (5.16). La notacion F(s) se reservara sélo para las transformadas unilaterales.

5.4.2 La Funcion Impulso

Un concepto importante ya presentado en el Cap. 1 es el de la funcion impulso. Esta funcion, también
conocida como la funcion delta de Dirac, se denota por §(t) y se representa graficamente mediante
una flecha vertical, como en la Fig. 5.5. En un sentido matematico estricto, la funcién impulso es un
concepto bastante sofisticado. Sin embargo, para las aplicaciones de interés es suficiente comprender
sus propiedades formales y aplicarlas correctamente. Las propiedades de esta funcion ya se estudiaron
en el Cap. 1 y no se repetiran aqui. Su transformada se derivard mas adelante.

S(t)

Figura 5.5

5.4.3 El Teorema de la Derivada

Al comienzo de esta seccion se demostro que si F(s) = £{f(t)}, entonces
L{T' ()} =sF(s)—f(0) (5.17)

Ahora se revisara el significado de f(0). Si f(t) es continua en el origen, entonces f(t) tiene un
significado claro: es el valor de f(t) para t = 0. Suponga, sin embargo, que f(t) es discontinua y que

F(0+)=lim f (+&), f(0-)=limf(-e), &>0 (5.18)
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son sus valores en t = 0+ y t = 0—, respectivamente (Fig. 5.7a). En este caso, el nimero f(0) en la Ec.
(5.17) depende de la interpretacion de f'(t). Si f'(t) incluye el impulso [f(0+) —f(0-)]d(t) debido a la
discontinuidad de f(t) en t = 0 (Fig. 5.7b), entonces f(0) = f(0-). Si f'(t) es la derivada de f(t) para
t>0 solamente y sin el impulso en el origen (Fig. 5.7c), entonces f(0) = f(0"). La primera
interpretacion requiere aclarar el significado de la integral en la Ec. (5.3) cuando f(t) contiene un
impulso en el origen.

Como se sabe, la integral de 5(t) en el intervalo (0, ) no esta definida porque d(t) es un impulso en t
—st

= (. Para evitar esta dificultad, se interpretara a F(S) como un limite de la integral f(t)e ™ en el
intervalo (—¢, «):
F(s):lit(l)lj f(t)e‘“dtzj f(t)e *dt (5.19)
e o
donde ¢ > 0. Con esta interpretacion de F(S) se deduce que la transformada de o(t) es igual 1:
3(t) « 1 (5.20)

porque

[3(tyedt=1

f(t) fity t>0 fity t>0

A
0 N~ f(0+) — f(0=

N \_ /"

0 t o] \ t o] \. t

’\/ f(0-)

(a) (b) ©

Figura 5.7

Ademas, el término f(0) en la Ec. (5.29) es el limite f(07) de f(—¢) conforme € — 0. Si F(S) se
interpreta como un limite en el intervalo (&, o), entonces f(0) = f(0"). En resumen,

T f'(t)e Mdt=sF(s)—f(0) (5.21)

T fr(tye dt=sF(s)—f(0") (5.22)
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La diferencia f(0") —f(0") entre estas dos integrales es igual a la transformada de Laplace del impulso
[f(0") —f(07)]8(t) en el origen y causada por la discontinuidad de f(t) en ese punto.

Si la funcién f(t) es continua en el origen, entonces debe quedar claro que f(07) = f(0") = f(0) y las
formulas (5.17), (5.21) y (5.22) son equivalentes. Si f(t) es continua para t > 0 excepto por un salto
finito en to, es facil demostrar que la férmula (5.17) debe reemplazarse por la formula

L{ f '(t)} =sF(s)—f (0)—[ f(t, +0)—f(t, —0)] g %

donde la cantidad entre corchetes es la magnitud del salto en t,.

Derivadas de Orden Superior. Sean f(t) y f'(t) continuas para t > 0 y de orden exponencial y
también sea f'(t) seccionalmente continua en todo intervalo acotado. Entonces, como f"(t) es la
derivada de f'(t), la transformada de f'(t) menos el valor inicial f'(0) de f'(t), es decir

L{f"(t)}=sL{f'(t)}-f(0)
= S[SF(S)— f (0)]— f'(0) (5.23)
=s’F(s)-sf (0)- f'(0)
La aplicacion repetida del argumento anterior produce la relacion

L{H™ (O] =8"F(5)=s" £ (0) =" £ 1(0)— - £ (0) (524

donde se supone que f(t) y sus derivadas de orden hasta n— 1 son continuas para t > 0 y de orden
exponencial.

Aplicando (5.24) al impulso 5(t), se obtiene
L{3" (1)} =s"

porque la transformada de d(t) es igual a 1 y los valores de sus derivadas en t = 0 son iguales a cero.

Ejemplo 5
Se desea obtener la transformada de f(t) = sen(at) a partir de la transformada de cos(at).
Si f(t) = cos(at), entonces f (t) = —asen(at) y aplicando (5.17), se obtiene
L{-asenat}=sL{cosat}—1

s | a
s’ +a’ s’ +a’
y por tanto
L {sen at} = -
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Ejemplo 6
Determinese la transformada de f(t) = tu(t).

Solucion: La funcion f(t) =ty f'(t) son continuas y f(t) es de O(e“‘t ) para cualquier . positiva. Por lo

tanto,
LIF' (O} =sL{f(DO}-F(0) (5>0)
0
{1} = scit)
Como £{1} = 1/s, se tiene entonces que
Lith==  (s>0)

Ejemplo 7
Determinese la transformada de Laplace de f(t) =t", donde n es cualquier entero positivo.

Solucién La funcién f(t) = t" cumple con todas las condiciones del Teorema 2 para cualquier o
positiva. En este caso,

f(0)=f'(0)= - £V (0)=0
" (t)=n!
£ (t)=0
Aplicando la férmula (5.24) se obtiene
L{f (n+1)(t)} —=0= S””L{t“}—n!

y por tanto,

5.4.4 El Teorema de la Integral

Usando el teorema de la derivada, se obtendra la transformada F(S) de la integral definida por

f(t)= j y(t)dt (5.25)
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de una funcion y(t) en términos de la transformada Y(s) de y(t). Se supone que f(t) es seccionalmente
continua y de orden exponencial.

La funcién f(t) en la Ec. (5.25) es continua y f(0) = 0. También se tiene que y(t) = f'(t). Por lo tanto,
la transformada Y(S) de y(t) es igual la transformada SY(S) —f(0) y, puesto que f(0") = 0, se concluye
que Y(S) = sk(s). Entonces,

F(s):ﬁ{jy(r)dr}zéY(s) (5.26)

Ahora bien, la formulacién de las leyes de Kirchhoff para una red, con frecuencia incluye una
integral con limites de —o a t. Estas integrales pueden dividirse en dos partes,

o

jy(r)drz j y(t)dt+jy(r)dr

—0

en donde el primer término de la derecha es una constante. Cuanto Yy(t) es una corriente, esta integral es
el valor inicial de la carga, q(0"), y cuando y(t) es un voltaje, la integral es el enlace de flujo

WY(0 )=Li(0"), donde L es la inductancia. En cualquier caso, este término debe incluirse en la

formulacion de la ecuacion; la transformada de una constante (0™ ) es
~y_9(0)
L{g(0 )} =—
S
Y se puede escribir una ecuacion similar para W (0™ ).

5.4.5 Traslacion Compleja

Ahora se expresara la transformada

0 e 2 f (1) e‘“dt:wf(t)e‘(“a)tdt a>0
Il ] J (2>0)

del producto e f(t) en términos de la transformada F(s) de f(t). La wltima integral en la ecuacion
anterior es la misma integral de la ecuaciéon de definicion de la transformada, siempre que S se
reemplace por S —a. Por lo tanto, es igual a F(s —a) y se obtiene el par de transformadas

e f(t) & F(s+a) (5.27)

Esta propiedad nos dice que la transformada del producto de €™ por una funcion de t es igual a la
transformada de la misma funcién con S reemplazada por S + a. Como herramienta para hallar
transformadas inversas, esta propiedad afirma que si S + a es reemplazada por S en la transformada de
una funcion f(t), entonces f(t) es igual al producto de €™ por la inversa de la transformada modificada.
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Ejemplo 8

(@)

(b)

1
Se desea evaluar £ ——-
S(s”+4)

Suprimiendo el factor 1/s, obtenemos Y (S)= 1/ (s’ +4)= %[2/ (s* + 4)] cuya transformada
inversa es igual a +sen 2t. Integrando esta ecuacion y usando la Ec. (5.26), tenemos que

. 1 t sen 2t cos 2t
L > = dt=-
S(s”+4) 2 4
0

Ahora se usaran las Ecs. (5.25) y (5.26) para evaluar la integral

' l—cos2t 1 5
= =—sen" t
4 2

0

t
g(t)zje’a‘dr
0

Este es un caso especial de la Ec. (5.26) con Y(t) = e@'. Usando (5.26) con f(t) = 1, se tiene que
F(s) = 1/s y entonces

Usando(5.26) con Y(s) = 1/(s+a), se obtiene
1 la Ja

G(s)=

Cs(s+a) s s+a

y por tanto,

I 1 _
g(t)=—-—e"
a

Aplicando la Ec. (5.26) a las transformadas de sen(bt) y cos(bt) se demuestra facilmente que

s+a
(s+a)2 +b?
b

s+a)’ +b?
(s+a)

e *cosht ©

e senbt ©
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5.5 El Problema de Inversion

Si F(S) es la transformada de Laplace de una funcion f(t), entonces f(t) se denomina la transformada
de Laplace inversa de F(s). El problema de inversion es la determinacion de la transformada inversa
f(t) de una funcién F(s) dada. Este problema es basico en las aplicaciones de la transformada de
Laplace. Considere, por ejemplo, la ecuacion diferencial

y'(t)+3y(t)=6, y(0)=0 (5.28)

Transformando esta ecuacion, se obtiene

sY(s)+3Y(s)=g

puesto que Y(0) = 0 y la transformada de f(t) = 6 es igual a 6/s. Por lo tanto,

Y(s)=

s(s+3) (529)

Asi que para determinar Y(t) se debe hallar la transformada inversa de esta fraccion.
En general, hay dos métodos de inversion fundamentales diferentes:

1. El Método de la Formula de Inversion. En este método, la funcion f(t) se expresa directamente
como una integral que involucra la funcién F(s). Este resultado importante, conocido como el de la
formula de inversion, se discute usualmente en el contexto de lo que se conoce como transformadas
de Fourier (topico fuera del alcance de este texto).

2. Tablas. En este método se intenta expresar la funcion F(S) como una suma de transformadas

F(s)=FR(s)+F,(s)+ --- +F,(9) (5.30)

donde F, (S), ... ,F, (s) son funciones con transformadas inversas f (t), ... ,f (t) conocidas y

tabuladas. De la propiedad de linealidad de la transformada se determina que si F(s) puede ser
expandida como en la Ec. (5.30), entonces su transformada inversa f(t) esta dada por

f)=~fM+f )+ - +f (1) (5.31)

Como una ilustracion se expande la fraccion (5.29) como una suma de dos fracciones con
transformadas conocidas:

6 2 2
= = (5.32)
S(s+3) s s+3

Y ()

Esta muestra que la transformada inversa y(t) de Y(s) es la suma
y(t)y=2-e>", t>0
(Esta técnica también se uso6 en el Ejemplo 8).

La identidad en (5.32) proviene de la conocida técnica de expansion de funciones racionales en
fracciones parciales, la cual se discutira mas adelante.
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En el problema de inversion se deben considerar las siguientes preguntas:

1. Existencia. ;Posee toda funcion F(S) una transformada inversa? Hay funciones que no poseen
transformadas inversas. Sin embargo, esas funciones tienen un interés principalmente matematico.
Todas las funciones consideradas en este texto poseen transformadas inversas.

2. Unicidad. ;Pueden dos funciones fi(t) y fo(t) tener la misma transformada F(s)? Si dos funciones
tienen la misma transformada, entonces ellas deben ser iguales para esencialmente todos los valores
de t. Sin embargo, pueden diferir en un conjunto discreto de puntos. Si las funciones son continuas,
entonces ellas deben ser idénticas.

5.5.1 Inversion de Transformadas Racionales (Fracciones Parciales)

Ahora se determinara la transformada inversa f(t) de la clase de funciones racionales, es decir, de
funciones de la forma

N(s)

STEy

(5.33)

donde N(S) y D(s) son polinomios en S y no poseen factores comunes. Aqui se supone que F(s) es una
fraccion propia, es decir, que el grado de N(S) es menor que el de D(S). Las fracciones impropias
involucran funciones de singularidad y se consideraran posteriormente.

Primero, supdngase que todas las raices S;, i = 1, 2, ... , n, del denominador D(S) son distintas. De
acuerdo con la teoria de fracciones parciales, F(S) puede entonces expandirse como una suma, es decir,

N(s) ¢ c, c
= = +

= = + o +— (5.34)
D(s) s-S, S-5, S—s

F(s)

Para determinar el valor de cj, se multiplican ambos miembros de la Ec. (5.34) por S —S; para obtener la
ecuacion
N(S)_Cl(S—Si)+ c,(s-s)

= © G+ o+
D(s) S-S, S-S

(s—s;)F(s)=(s-s;)

n
es decir, se remueve del denominador el factor s —S;j; evaluando ahora el resultado en S = S;, se obtiene

N(s)|  N(s)
D(s)|,. D'(s)

¢ =(s=s)F(s)_ =(s-s) (5.35)

s=s; s=s;

donde D'(s;) =[dD/ds ]S:S_ =[D(s)/ (S—Si )l:s. . Puesto que la transformada inversa de la fraccion
1/(s—s;i) es igual a €%, de la Ec. (5.34) se concluye que la transformada inversa f(t) de la funcién

racional F(S) es una suma de exponenciales:

syt

f(t)y=ce” +c,e”' + --- ce” (5.36)

n
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Ejemplo 9. Determine la transformada inversa de la funcién

s +29s+30

F(S)=—————
) s +7s*+10s

Solucién: El denominador de F(s) es de mayor grado que el numerador y posee factores reales y
distintos; éstos son: s, =0, S, =—2 y s, =—5. Por lo tanto, se pueden determinar factores Cy, Ca, y C3

tales que

s +29s+30 s +29s+30 ¢ ¢ c,

$*+7s+10s S(5+2)(S+3) S S+2 S+5

y usando la Ec. (5.35) se obtiene
¢, =sF(s)_, =3, ¢, =(s+2)|:(s)L?2 =4, c, :(3+5)F(5)L=,5 =—6
Por lo tanto,

f(t)=3+4e™ -6, t>0

Ahora se consideraran fracciones parciales para el caso en el cual el polinomio D(S) contiene factores
lineales repetidos de la forma (s—s;)". En este caso, la expansiéon de F(S) en fracciones parciales
consiste de términos de la forma

C. C. C.
i —— (5.37)
S=S (s-—s) (s—s)

donde los numeros Cij, j=1,2, ..., m, son independientes de S y vienen dados por

1 d’ m
e = [(5-8) F®)] L r=0. 1w (538)

s=5;

Asi que para evaluar el coeficiente Cim ¢ se remueve el factor (s—S;)" del denominador de F(s) y se
evalua la derivada r-ésima del resultado en S = S;. La componente de f(t) debida a la raiz multiple s; es
la transformada inversa de la suma en (5.37) y viene dada por

C.
c % +c,tett + o 4 tMedt (5.39)

(m-1)!

De lo anterior se concluye que la transformada inversa de una funcion racional F(S) es una suma de
exponenciales cuyos coeficientes son polinomios en t. Los exponentes Sj se denominan los polos de
F(s), es decir, los polos son las raices del denominador D(S).

Ejemplo 10. La funcién
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2
ST +2s+5 C, N C,, Cy,

F(s)= - + .
(s+3)(s+5) S*+3 S+5 (s+5)

(5.40)

tiene un polo sencillo en S; = -3 y un polo multiple en S; = —5 con multiplicidad m = 2. En este caso,

s?+2s+5 s?+2s5+5
Cl :—2 =4, sz = :_10
(s+5) - S+3 |
o - d s°2s+5 _sz+6s+1 ~
" ds s+3 - (s+3) -
= 5=-5

Por tanto,
f(t)=2e7" —(1+10t)e™", t>0
Observe que el coeficiente Cy; puede determinarse sin diferenciacion. Puesto que (5.40) es valida para
toda s, también es valida para s = 0 (o cualquier otro numero). Haciendo s = 0, por ejemplo, se obtiene
L 6 & &

15 3 5 25

Puesto que ¢; =2y €y =—10, la igualdad anterior produce c;; = 1.

Raices Complejas

En los ejemplos anteriores, las raices del denominador de la funcion F(S) eran reales. Se pueden
obtener resultados similares si D(S) tiene raices complejas. Sin embargo, en este caso los coeficientes
correspondientes son complejos y f(t) contiene términos exponenciales complejos. En el analisis de
sistemas fisicos, la funcion F(S) tiene coeficientes reales. Por ello, las raices complejas siempre ocurren
en pares conjugados y, como se demuestra a continuacion, las componentes correspondientes de f(t)
son ondas sinusoidales amortiguadas con coeficientes reales. Se comenzara con un ejemplo:

5s+13

I:(S):s(sz+4s+13)

En este caso, D(S) tiene dos polos complejos, S; = -2 + j3, S, = =2 — j3, y un polo real, s3 = 0. La
expansion directa de (5.34) da

5s+13 C, c, c

= —+ —+
s(s* +4s+13) s—(-2+j3) s—(-2-j3) s

donde ¢; = —(14j)/2, ¢c; = —(1—j)/2 y ¢3 = 1 (determinados en la forma ya explicada). Por consiguiente,

1;(t):_l‘;je(—2+j3)t _%e(—z—w)t_’_l’ t>0 (5.41)
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Esta expresion incluye cantidades complejas. Sin embargo, es una funcion real. Efectivamente,
insertando la identidad e 19" = ¢! (cos3t+ jsen3t) en (5.41), se obtiene

f(t)=1-e"(cos3t—sen3t), t>0 (5.42)

la cual es una expresion real.

Ahora se demostrara que la Ec. (5.42) puede determinarse directamente. El resultado esta en el hecho
de que si F(S) es una funcidén real con coeficientes reales y S; y S son dos niimeros complejos

conjugados, entonces F(s;) = F (s, ) = F *(s,) (donde el asterisco indica el conjugado complejo).

Considere una funcion racional F(S) con coeficientes reales. Como se sabe, si S; = a + jB es un polo
complejo de F(s), entonces su conjugado, S, =a.— jB, también es un polo. Por lo tanto, la expansion

(5.34) de F(s) contiene términos como

+ , s, =a+jpB, s,=a—]jp (5.43)

Los coeficientes C; y C; se expresaran en términos de la funcion

G(s):%(s—sl)(s—sz) (5.44)

De la Ec. (5.35) se obtiene que

_IBGG) g

cle(s)(s—sl)s:Sl = 5
2

puesto que S; —S; = j2p. En forma similar,
1
C, = EG (s,)
La funcién G(s)) es, en general, compleja con parte real G, y parte imaginaria G;, es decir,
G(s,) =G, + jG, (5.45)

Como F(s;) = F*(s1), de (5.44) se obtiene que G(S;) = G*(S1) = G; —jGi, y por lo tanto,

1 . 1 i

¢, =—(G, +iG), ¢,==(G, -iG)

2 2

La transformada inversa de la suma en la Ec. (5.43) es entonces igual a

1 .
—(G, - jG,) el (5.46)

1 .
ce’’ +c,e! :E(Gr +jG; el Pt 4 5

Insertando la identidad e!**®' =g (cothi jsenBt) en la Ec. (5.46), se obtiene finalmente la

transformada inversa f(t) de F(s) debida a los polos complejos conjugados S; y Sy, y la cual es igual a
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e (G, cosPt—G; senpt) (5.47)

En resumen: Para hallar el término en f(t) resultante de los polos complejos de F(S), se forma la
funcion G(S), como en (5.44), y se calcula su valor G(s) para s = S;. El término correspondiente de f(t)
lo da la Ec. (5.47), donde G, y G;j son las partes real e imaginaria de G(S).

El resultado anterior se aplicara a la funcion

5s+13

F =
) s(s® +4s+13)

ya considerada. En este caso,

(s—s)(s—s,)=5"+4s+13, §=-2+j3, a=-2, B=3

5(=2+j3)+13
@ 4 ds 13):55_+13, G(Sl):( +J3)+

G =" i3s i3(—2+j3)

F(s)
5
Por tanto, G, =—1, Gj=-1yla Ec. (5§.47) da

e (—cos3t+sen3t)

Este es el término de f(t) proveniente de los polos complejos de F(S) y concuerda con el resultado
(5.42).

Ejemplo 11
Obtener la transformada de Laplace inversa de la funcién

— Cl . + CZ : + C3
(s*+9)(s+2) s—j3 s+j3 s+2

F(s)=

El coeficiente C; correspondiente al polo real s; = —2 se determina directamente a partir de la Ec. (5.35):

c, :(s+2)F(s)L:_2 -3

Los otros dos polos S; =3 y S, = —j3 de F(S) son imaginarios puros con o =0 y 3 = 3. Puesto que
(s—s;)(s—s,)=5"+9

la funcidén G(S) correspondiente en la Ec. (5.44) estd dada por
( ) S
G(s)=——o ( +9)=—

Por lo tanto,
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i3 2 3

S, ) =———— = i—
(1) i3(j3+2) 13 I3
Agregando el término c;e ' debido al polo real 53 = —2, se obtiene

2 3 2
f(t)=—cos3t+—sen3t——e
13 13 13

5.5.2 Inversion de Funciones Impropias

En la Seccion 5.5.1 se determiné la transformada inversa de funciones racionales propias. Ahora se
consideraran funciones impropias, limitando la discusion a dos casos especiales.

Se comenzara con un ejemplo. Suponga que

F(s)

~ 35 +15s+14

s +35+2
Dividiendo se obtiene
3s* +15s5+14 65+8 2
5 =3+ =3+ —+—-
S°+3s+2 $°+3s5+2 S+1 s+2

y por tanto,
f(t)=38(t)+2e " +4e™"
Considérese otro ejemplo. Sea la funcioén

s’ +3s +5+8

F(s)=
) s’ +4s

Entonces, procediendo en la misma forma que en el ejemplo previo, se obtiene
s’ +3s” +5+8 2 3

> =S—-1+—+—
S” +4s S s+4

y por lo tanto
f(t)=8"(t)-8(t)+2+3e™
En general, para una funcion racional

_N(s)
" D(s)

F(s)

donde el grado de N(S) es mayor o igual que el de D(S), se procede a la division para obtener
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Q) ), 2

F(s)=c, ,s" " +:--+CS+C, +
D(s) D(s)

donde P(S) es el cociente y Q(S) es el residuo; m es el grado del numerador y n el del denominador (m >
n). Ahora el grado de Q(S) es menor que el de D(s). La nueva funcion racional Q(s)/D(S) es propia y
esta preparada para su expansion. Se continua entonces con la expansion en fracciones parciales de
Q(s)/D(s) y luego se obtiene la transformada inversa de F(S). Obsérvese que el polinomio P(S)
producirad funciones singulares. Estas no aparecen con frecuencia, pero son de mucha utilidad en la
solucion de algunos problemas practicos que estan fuera del alcance de este texto.

5.6 Los Valores Inicial y Final de f(t) a Partir de F(s)

A continuacién se demuestra que los valores de una funcion f(t) y sus derivadas en t = 0 pueden
expresarse en términos de los valores de su transformada para valores grandes de S. Este resultado
permite determinar en una forma sencilla la conducta de f(t) cerca del origen. También se determinara
el comportamiento de f(t) conforme t tiende a infinito usando su transformada y bajo ciertas
condiciones.

5.6.1 El Teorema del Valor Inicial

La funcion e™ tiende a cero conforme s tiende a infinito para t > 0 (la parte real de s mayor que cero).
A partir de esto se deduce que bajo ciertas condiciones generales

o0

nnljf(t)e-“dt=() (5.48)

§—0

para todo ¢ > 0. Si f(t) es continua para t > 0, excepto posiblemente por un numero finito de
discontinuidades finitas, y también de orden exponencial, entonces la integral en (5.48) tiende a F(S)
cuando € — 0. Esto da como resultado que

limF(s)=0 (5.49)

Lo anterior podria no ser cierto si f(t) contiene impulsos u otras singularidades en el origen. Por
ejemplo, si f(t) = e®', entonces F(s) = 1/(s — a) tiende a cero cuando S — . Sin embargo,
si f (t) =0(t), entonces su transformada F(s) = 1 no tiende a cero.

Aplicando (5.49) a la funcion f'(t) y usando la Ec. (5.17), se obtiene

lim | f'(t)edt =sF(s)-f(0)=0
)

Aqui se toma a f'(t) como seccionalmente continua y de orden exponencial.
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Entonces se obtiene que
f(0")=limsF(s) (5.50)

este resultado se conoce como el teorema del valor inicial. Se verificara con una ilustracion sencilla. Si
f(t) = 3%, entonces

3 . . 3s
F(s)=——, IlimsF(s)=lim——=3
S+2 s> s> §+2

lo cual concuerda con la Ec. (5.50) porque, en este caso, f(0") = f(0) = 3.

Ejemplo 12
Si
F(s)= 2s+3
7475410
entonces,
) . 25 +3s
limsF (s) =lim——— =2
s so*§° +75+10

y, po tanto, f(0)= 2.

El teorema del valor inicial también puede usarse para determinar los valores iniciales de las
derivadas de f(t). En efecto, como se obtiene a partir de la Ec. (5.24), la funcion

s’F(s)—sf (0)—f'(0) es la transformada de Laplace de f"(t). Por lo tanto [ver la Ec. (5.48)], debe
tender a cero cuando € — o [f"(t) debe cumplir con las condiciones necesarias]. Esto conduce a la
conclusion de que

f”(0)=£i£g[st(s)—sf(0)] (5.51)

En una forma similar se pueden determinar los valores iniciales de derivadas de orden superior. En
todos estos casos se ha supuesto que f(t) es continua en el origen.

Ejemplo 13
Si
2s+3

F(S)=——7——
) s?+7s+10

entonces SF(s) >0, S°F(s) >0 ys’F(s) =1 cuando s — . Por tanto,

f(0)=0, f'(0)=0, f"(0)=1
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5.6.2 El Teorema del Valor Final

Ahora se demostrara que si f(t) y su primera derivada son transformables en el sentido de Laplace,

entonces
ym f(t)= lirr(}sF ()
Ya se ha demostrado que
.[f’(t)e’Stdt:sF(s)—f(O’)
e
Cuando s tiende a cero, se obtiene entonces que
© t
[ frydt= ymj f'(t)dt
0 0

i1~ 1(0)]

(5.52)

(5.53)

Igualando este resultado con el de la Ec. (5.53), escrita para el limite cuando s — 0, se llega a la

conclusion de que

%im f(t)= linoqu (s)

(5.54)

como se requeria. La aplicacion de este resultado requiere que todas las raices del denominador de
F(s) tengan partes reales negativas, ya que de otra manera no existe el limite de f(t) cuando t tiende a

infinito.

Ejemplo 14

Para la funcion
f(t)y=5-3¢e"
es evidente que su valor final es 5. La transformada de f(t) es

5 3 2s+10
F(s)=—- =
S S+2 s(s+2)

y, segun la Ec. (5.54), el valor final de f(t) es

lim f (0) = limsF (s) = lim 20
tgg ()—SILI(')IS (S)_sll;lg)l s+2
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5.7 Teoremas Adicionales

5.7.1 El Teorema de Traslacion Real o de Desplazamiento

Una funcion f(t) trasladada en el tiempo se representa como f(t — to)u(t — ty), donde

f(t—t,), t>t,

5.55
0, t<t, ( )

f (t—to)u(t—to):{
(véase la Fig. 5.8). Observe que la funcion f(t — to)u(t — to) es idéntica a f(t)u(t) excepto que esta

retardada o trasladada en ty seg. Para encontrar la transformada de esta funcion se aplica la Ec. (5.3) a
la Ec. (5.55):

jf(t—to)u(t—to)e’“dt:jf(t—to)efstdt:jf(t) o s(t+) gt

0 ty 0

{_fl/ f(t)u(t) f(t — to)u(t — to)
0 | t 0 | t 0I to t
Figura 5.8

de donde se concluye que
L{f(t-tHu(t—t)}=e"L{f (1)} (5.56)
Aplicando la propiedad (5.56) al par d(t) <> 1, se obtiene
S(t—t,) <> e

Ejemplo 15

De los pares 1 <> 1/sy t <> 1/s% se obtienen los pares

1 — st 1 — st
u(t—-t,) < —e ™, (t-tHu(t-t) < —e ™
S S

Aplicando lo anterior al pulso pr = u(t) —u(t —T). Se obtiene
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1 _
pr =u(H)-u(t-T) & —(1-e"") (5.57)
S

Este ultimo resultado puede verificarse aplicando la definicion dada por la Ec. (5.3) de la transformada.
Puesto que p; (t)=1 para 0 <t<T y 0 para otros valores de t, su transformada es igual a

T —s T -5 1 -5
ipTa)etdtzgetdt:E(l—e ")

acorde con (5.57).

Ejemplo 16

Si se da la funcion
f(t)=6eu(t)+4e " Mu(t-t,)
entonces, aplicando la Ec. (5.56), se obtiene

6 4
F(s)=——+——e™
S+2 S+3

Supongase que Fi(s), Fa(s), ... , Fm(s) son funciones con transformadas inversas conocidas
f (), f,(t), ..., f (t). De la Ec. y la propiedad de linealidad de la transformada se obtiene que la

transformada inversa de la suma
F(s)=F (s)e™ +F,(s)e™™ + - +F, (s)e™™ (5.58)
es la suma
f)="f t-tHut-t)+f, (t-t,Hyut-t,)+ - +f (t—t Hu(t—t,) (5.59)

Esto se ilustrard mediante un ejemplo.

Ejemplo 17

Se desea determinar la transformada inversa de la funcidén

s?+7s+10

Solucion: Esta funcidn es una suma igual que en la Ec. (5.58), donde
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3s
F,(9)=F——— K=

F(S)=—— -
1 (8) s +7s+10 s? +3s+10 s +7s5+10

yt1 =0, =Tyt;=2T. Usando expansion en fracciones parciales, se obtiene
f(t)y=e?'-e>", f (t)=5e""-2e7", f (t)=2e""-2e""

y aplicando la Ec. (5.59), se obtiene
f)="fOut)+f,t-THu(t-T)+ f, (t-2T)u(t-2T)

5.7.2 El Teorema de Escala

Este teorema relaciona los cambios de escala en el dominio de S con los cambios correspondientes en el
dominio de t. El término cambio de escala significa que S o t se multiplican por una constante positiva.
Dada una funcion f(t), se cambia de escala al formar una nueva funcion f(t/ty). Su transformada se
encuentra como sigue: a partir de la ecuacion de definicion se tiene que

L{f(t/t,)}

00

[ £ (1, )edt

0

t, [ f(t/t,)e " d (t/t,)

S ey 8

si ahora se hace t/ty = X, entonces la Gltima ecuacion se convierte en
LT (/) =t, [ £ (x)e "™ dx
0

Obsérvese que la integral define a F(tyS), de tal modo que se puede escribir

L{F(t/t) | =t,F(t,5) (5.60)
La transformada inversa correspondiente es
f(t/t)=t,L'{F(ts)] (5.61)

Ejemplo 18

Para la transformada

F(S):s(s+1)
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el valor correspondiente de f(t) es
f(t)y=1-¢" (5.62)
El teorema de escala indica que la nueva funcion
fi(t)=L"{2F(2s)}=1-€" (5.63)

esta relacionada con f(t) en la Ec. (5.62) por un simple cambio en la escala del tiempo.

5.7.3 Derivadas de Transformadas

Cuando la integral de Laplace

0

F(s)= j f(t) e *dt (5.64)

0—

es diferenciada formalmente con respecto al parametro s, se obtiene la formula

dF(s) 7 .
=|[-tf(t *dt
dt Oj [Ftim]e
lo que implica que
dF
tf(t) o - diS) (5.65)

es decir, la multiplicacion de una funcion f(t) por t en el dominio del tiempo equivale a diferenciar la
transformada F(s) de f(t) con respecto a S y luego cambiar de signo en el dominio de la frecuencia
compleja..

Se debe sefialar que f(t)e™ y su derivada parcial de cada orden con respecto a S cumplen con las
condiciones necesarias para que la diferenciacion con respecto a S se pueda ejecutar dentro del signo de
integracion; se obtiene asi el siguiente teorema:

Teorema 4. La diferenciacion de la transformada de una funcidon corresponde a la multiplicacion por
-t

FO®s)=c{(-t" (1)}, (n=1,2,...) (5.66)

Adicionalmente F™(s) — 0 conforme s — . Estas propiedades se cumplen siempre que f(t) sea
seccionalmente continua y del orden de e |, si s> a en la formula (5.66).
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Ejemplo 19

Ya se sabe que

L{senat} = (s>0)

s’ +a

y, por la Ec. (5.66),

d a 2as
L{—tsenat}=£ Saa =_(Sz Y )2

de donde se obtiene la formula

2as

L{tsenat}= (5.67)

(32 +a’ )2

Ejemplo 20

a

Determinar la transformada de Laplace de f (t)=te * cos5t.

Sise hace f,(t)=cos5t y f,(t)=tcos5t, seobtiene

S

F(s)=
(9) s? +25

Usando el teorema de la multiplicacion por t, se obtiene

F2(s)=—%( S J s’ -25

$2+25)  (s®+25)

y finalmente, usando la propiedad de la traslacion compleja,

F(5)= (s+2)°-25 ' +4s-2I

[(erz)2 +25}2 (32 +4s+29)2

5.7.4 La Transformada de una Funcion Periddica

Considere la funcion periddica f(t) con un periodo T que satisface f(t + nT) = f(t), donde n es un entero
positivo o negativo. La transformada de esta funcion es
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['e]

F(s):[ f(t)e*dt
. . (5.68)
=j f(t)e’“dt+f f(tye Sdt + -

Trasladando sucesivamente cada término de la transformada por €', en donde n es el namero de
traslados necesarios para hacer que los limites de las expresiones integrales sean todos de 0—a T, se
tiene que

F(s)=(1+e " +e™ + )] f(t)e *dt

0

y utilizando el teorema del binomio para la identificacion de la serie, se obtiene

F(s)=

j f(t)e *tdt (5.69)

o

1 _ efTS

La integral en esta ecuacion representa la transformada de la funcion f(t) como si ella estuviese
definida sélo de 0— a T. Denotando esta transformada por F;(S), se obtiene
1

F(s)=1o=Fhi(s) (5.70)

Esta ecuacion relaciona la transformada de una funcién periddica con la transformada de esa funcion
sobre el primer ciclo (o cualquier otro ciclo).

Ejemplo 21

Se desea determinar la transformada de un tren de pulsos con un periodo T, donde cada pulso tiene una
amplitud unitaria y una duraciéon a < T.

Solucion: Aplicando la Ec. (5.70), se tiene

T

F (s)zj' f(t)e *dt

o

i -5 1 —as
:J;e tdtzg(l—e )

y por tanto,
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5.8 Aplicacion de la Transformada de Laplace a Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

En esta seccion se usan transformadas de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes. Se supone siempre que todas las ecuaciones son validas para t > 0 y las
soluciones se determinan para diferentes formas de excitacion.

Una ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes es una ecuacion de la forma
a,y" (O+a,, y" (1)+ - Fay () +a,y () =x(1) (5.71)

donde x(t), la excitacion, es una funcién conocida y ay, ai, ... , @, son constantes dadas.

Una solucion de (5.71) es cualquier funcion y(t) que satisfaga la ecuacion. Como se vera, la Ec.
(5.71) tiene muchas soluciones. Sin embargo, su solucion es unica si se especifican los valores iniciales
de y(t) y sus primeras n — 1 derivadas:

y(0)=y,, YO =y, ... .y"(0)=y,, (5.72)
Estos valores se denominan condiciones iniciales.

Una solucion particular es una solucion y(t) que satisface unas condiciones iniciales especificas. Si no
se especifican los valores iniciales, entonces y(t) es una solucion general. Asi que una solucion general
es una familia de soluciones que depende de los n pardmetros Yo, Y1, ..., Yn-1.

A una ecuacion diferencial se le puede dar una interpretacion de sistema. En esta interpretacion, la
Ec. (5.71) especifica un sistema con entrada (excitacion) X(t) y salida (respuesta) y(t). La salida asi
especificada, y(t), es la solucion tnica de la Ec. (5.71) bajo las condiciones iniciales especificadas.

El estado inicial del sistema es el conjunto (5.72) de condiciones iniciales. La respuesta de estado
cero del sistema es la solucion, y(t) = yq(t), de (5.71) con cero condiciones iniciales:

Y, (0)=y.(0)= -y, (0)=0 (5.73)

La respuesta de entrada cero, y(t) = yp(t). Es la soluciéon de (5.71) cuando X(t) = 0. Es decir, la
respuesta de entrada cero yp(t) es la solucion de la ecuacion homogenea

a y" (t)+a  y"(t)+ - +a y'(t)+a,y(t)=0 (5.74)
La aplicacion de la transformada de Laplace para resolver la Ec. (5.71) comprende los siguientes pasos:

1. Se multiplican ambos lados de la ecuacién por e™ y se integra de cero a infinito. Puesto que la
ecuacion es valida para t > 0, resulta la ecuacion

o0

T[an yO )+ - +a0y(t)} e dt = [ x(t)e *dt (5.75)

0 0"

Se supone que todas las funciones son transformables en el sentido de Laplace. Ello implica que el
lado derecho es igual a la transformada X(S) de la funcién conocida X(t), y el lado izquierdo puede
expresarse en términos de la transformada Y(S) de y(t) y de las condiciones iniciales (5.73).

2. Se resuelve la ecuacion en la transformada Y (s) resultante.
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3. Se determina la transformada inversa y(t) de Y(s) usando fracciones parciales u otros métodos de
inversion.

A continuacion se ilustra el método con varios ejemplos.

Ejemplo 22
Resolver la ecuacion diferencial
ay'(t)+a,y(t)=x(t)
sujeta a la condicidn inicial y(0) =Y.
Tomando transformadas en ambos lados se obtiene
a [sY(s)-Y,]+aY(s)=X(s)
Por tanto,

as+a, as+a,

Asi que Y(S) = Y, +Yp, donde

Y, (8)= X(s)

1 0
es la respuesta de estado cero 'y

1

Y, =———«
s+a,/q

B Yo

es la respuesta de entrada cero. Su inversa es la exponencial
Yp = Yo€"
donde 51 = —ap/a;.
Si, por ejemplo, ap =1, a; = 2, x(t) =8t y y(0) = 5, entonces la ecuacion es
y'(H)+2y(t)=8t,  y(0)=5,

y su ecuacion transformada es

8/52+ 5 4 2 7
S+2 s+2 s s s+2

Y(s)=

La solucion completa es

y(t)=4t-2+7e?", (t=0)
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Ejemplo 23

Resolver la ecuacion diferencial

d’y dy
+4—+5y=5u(t
dt? dt y ®

sujeta a las condiciones

dy
0)=1 — =2
y( ) 2 dt o

La transformacion de Laplace de esta ecuacion diferencial produce

5
[$Y ()= y(0)—y'(0) |+4[sY (5) - y(0)]+5Y (s) =~

y al incluir las condiciones iniciales, se obtiene

Y(s)(s2 +4s+5):§+s+6

s +65+5
Y($)=—5—
s(s* +4s5+5)

Desarrollando ahora en fracciones parciales,

1 r .
Y(s)=—t—3 1
S S+2—J1 s+2+]1

y tomando la transformada inversa da la solucién

y(t)=1+2e"'sent, t>0

Ejemplo 24

Determine la solucion de la ecuacion diferencial
y'(D-y' (H)-6y(t)=2
sujeta a las condiciones
y(0)=1, y'(0)=0

Aplicando la transformacion a ambos lados de la ecuacion diferencial, se obtiene la ecuacion
algebraica
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sY(s)—s—sY(s)+1—6Y(s):E

S
Por tanto,
) $*—s+2
(s —s—6)Y(s):—
(6]
§*—s+2 A B C
YS)=——————=—+—+—
s(s—-3)(s+2) s s—-3 s+2

Evaluando los coeficientes, se encuentra que

11 8 1 4 1
Y(§)=——F——F——
3s 15s-3 5s+2

y la solucioén y(t) es

y(t):—l+ie“+ie’2t t>0
3 15 5 7 -

Ejemplo 25

Determine la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales

~ +20%, —10y, =100u(t)

dy
d—t2+20y2—10y1 =0

sujeto a las condiciones iniciales y;(0) = 0 y y»(0) = 0.

Las ecuaciones transformadas son
100
(s+20)Y,(s)—-10Y,(s)=—
S

—100Y, (s)+(s+20)Y,(s)=0

Resolviendo este sistema, se obtiene
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Y (5)= 100(s+20) 201 5 5 1
T s(s2+405+300) 3S s+10 35+30
1000 1015 51

Y, (8)=— =——— +—
S(s"+40s+300) 3 s s+10 3s+30

y la solucién es

20
Y, (t):?_Seqot_ e t>0

W] L W] W

10
y, (1) =?—5e‘10t +

5.9 La Convolucion

La operacion de convolucion encuentra aplicaciones en muchos campos, incluyendo la teoria de redes
eléctricas y controles automaticos. Una aplicacion sobresaliente es la que permite evaluar la respuesta
de un sistema lineal a una excitacion arbitraria cuando se conoce la respuesta al impulso [respuesta
cuando la excitacion es un impulso unitario d(t)].

Sean las dos funciones fi(t) y f,(t) transformables en el sentido de Laplace y sean F(S) y Fx(S) sus
transformadas respectivas. El producto de F;(S) y F2(S) es la transformada de Laplace de la convolucion
de fi(t) y fa(t); es decir,

L{f(O)}=F(s)=F (s)F,(s) (5.76)

f(t)=f (t)*f, (1) =j f (0)f, (t—r)dt=i f (t—1)f,(1)dt (5.77)

Las integrales en la Ec. (5.77) se conocen como integrales de convolucion y el asterisco (*) indica la
operacién de convolucion. De acuerdo con la relacion f (t)=f (t)* f, (t), se observa que

F(s)=L{f (O*f, (O} =L{f, (O (D)

.78
=K (s)F(s) G78)

Asi que la transformada inversa del producto de las transformadas F;(S) y F2(S) se determina mediante
la convolucion de las funciones fi(t) y fo(t) usando cualquiera de las formulas en la Ec. (5.77)
(obsérvese que la convolucion es conmutativa).

Para deducir estas relaciones, observe que la transformada F(S) = F(S)Fx(S) se puede expresar como
un producto de las integrales que definen sus transformadas de Laplace en la forma

0

F(S)= T f(t)e ™ dt= J{ f(t—-1)f, (r)dr}e_“dt

0—- 0-

la cual puede expresarse como
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F(s)= T[]‘i f(t—-tu(t-1)f, (t)dr}e“dt

0-L0-

puesto que U(t — t) = 0 para 1 > t. Intercambiando el orden de integracion, se obtiene
F(s)= | fz(r){j f, (t—r)U(t—r)e‘s‘dt}dr
0— 0
Definiendo ahora

X=t-1
se tiene que

F(s) =T f, (r)ﬁ f, (x)u(x)e‘s(x”)dx}dr
0 -1
Pero u(X) hace cero el valor de la integral entre corchetes para x < 0, y por tanto
F(s)= T f, (r)ﬁ f, (x)es(x”)dx}dr
0- 0-
la cual puede ser expresada como el producto de dos integrales:
F(s)= ﬁ f, (r)e‘“dr}ﬁi f, (x)e‘sxdx} =F (s)F (s)
0- 0-

o también

FR(RE) © [fit-hx)de (5.79)

la que demuestra la validez de una de las Ecs. (5.77). Si se intercambian f;(t) y f5(t), se puede utilizar un
proceso similar para derivar la otra ecuacion en (5.77).

A continuacidn se mostrard mediante un ejemplo, que la convolucion se puede interpretar de acuerdo
con cuatro pasos: (1) reflexion, (2) traslacion, (3) multiplicacion y (4) integracion.

Ejemplo 26

En este ejemplo, sean Fi(s) = 1/sy F, (s)=1/(s+1), de manera que fi(t) =u(t) y f,(t)=e"'u(t). Se

desea determinar la convolucion de fi(t) y f2(t); es decir, se desea hallar
t

f(t)y=f (t)*f, ()= ju(t—r)e"dr
0

Los pasos para aplicar la convolucion a estas dos funciones se ilustran en la Fig. 5.9, en la cual f(t) y
f(t) se muestran en la (a) y f;(7) y f2(7) en (b). En (C) se han reflejado las funciones respecto de la linea



319

t =0y en (d) se ha trasladado algin valor tipico de t. En (¢) se ha efectuado la multiplicacion indicada
dentro de la integral de las Ecs. (5.77). La integracion del area sombreada da un punto de la curva f(t)
para el valor seleccionado de t. Al efectuar todos los pasos anteriores para diferentes valores de t, se
obtiene la respuesta f(t), tal como se sefiala en (f) de la misma figura.

h® ()

@
fl(r) fZ(T)

(b)

fi() fi(—) fa(-1)

S

0 T T
©
fit—1) fo(t—1)
1 p——
0 t T 0 { T

(d)
fit— (1)

fi(Of(t-1)
1 J 1
0

©)

f(t) = fi()* f2(t)

®

Figura 5.9
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Para este ejemplo, la integracion de la Ec. (5.79) es sencillay da
t
f(t)= J'e‘rdr =1-¢"
0

que es, por supuesto, la transformada inversa del producto F(s)F2(9),

ty=c']— Lol L
t)= s(s+1)[ s s+l

-t

—l-e

Ejemplo 27

Como otro ejemplo, considere ahora la transformada

1
F(s)=———
( ) (82+a2 )2
En este caso se puede tomar
1 a
FI(S)=F2(S)=gsz+a2

de manera que
1
f(t)=1f,(t)=—senat
a

y, por tanto,

! ————— ¢ =—senat*senat
(52+a2) a
1

t
=TIsenarsena(t—r)dr
a 0

e (senat—atcosat)
a
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5.10 Propiedades de la Integral de Convolucion

Ahora se derivaran algunas propiedades de la integral de convolucion.

Propiedad 1 La operacion de convolucion es conmutativa, distributiva y asociativa:

f()*f,O="Ff )= f 1) @)
fO*[fO)+f,O)++f ) ]=FO)*f O+ FO)*f,(O)++f )= (t) (b) (5.80)
f () *[f, (O () ]=[f ()=, (t)]* (1) (©)

Solamente se verificara la relacion (5.80) (C), dejando las otras dos como ejercicios. Sean G, (S)y
G, (s) las transformadas de Laplace de las funciones g, (t)=f,(t)*f,(t) y g,(t)=f (t)*f, (1),
respectivamente. Por el teorema de convolucidon sabemos que

G, (s)=F,(s)F(s), G,(s)=FK(s)F(s) (5.81)

donde F, (s) (i=1, 2, 3) denota la transformada de Laplace de f,(t). Esto da

LI O[O (O]} =L{f, (D*g, (1)} =F ()G, (s)
=R ()R ()R (s)=G,(s)F (S)=L{ g, (t)=* f, (t)} (5.82)
=L{[f, 0=, O]t}

Tomando la transformada de Laplace inversa de ambos lados produce la identidad deseada (5.80) ().

Propiedad 2 Si las funciones f,(t) y f,(t) son diferenciables para t > 0 y continuas para t = 0,
entonces su convolucidn es diferenciable parat > 0:

df (t) Jf( )$dr+f1 (t) f,(0)

Cdt
) (5.83)
B J’ df, (t—1)

BT t>0

0
Para demostrar esto, aplicamos la regla de Leibnitz para diferenciar dentro de una integral, la cual
dice que si

b(t)
h(t) = j g(t,7)dr (5.84)

a(t)

donde a(t) y b(t) son funciones diferenciables de t y g(t,t) y dg(t,t)/ot son continuas en t y T,
entonces
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b(x)

dh(t) [ dg(t,7) db(t)_ da(t)

it —J' ot dr+g(t,b)—dt g(t,a)—dt (5.85)
a(x)

Aplicando (5.85) a la ecuacion de definicion de la integral de convolucion con h(t)= f(t),
g(t,r)=f (1) f,(t=1) o f(t-1)f,(1),a=0"yb=t", se obtiene la relacion (5.83).

Observe que la Ec. (5.83) no necesita realmente la hipétesis de que ambas f (t) y f,(t) sean

diferenciables. De hecho, si cualquiera de las funciones es diferenciable y la otra continua, entonces su
convolucién es diferenciable. Desde el punto de vista de la operacion de convolucion, la Ec. (5.83)
puede escribirse también como

df (t *dfz(t) _df1 (t)*
T f, () e fi (O, (0)= " f, (O+f(0) f, (1) (5.86)
Propiedad 3 Sea
3 . df () *dfz(t) _df1 (t)*
f=1 =1, (t)—Olt = (D i fi (D) f,(0)= it f, (O+f,(0) f, (1)
y escriba
g1 (t) = f1 (t_T1 )u(t_T1 )a T1 >0 (5.87)
g, (t) = fz (t_Tz )u(t_Tz )a T2 20 (588)
gt)=f(t-T,-T,)u(t-T,-T,) (5.89)

donde u(t) denota la funcién escalon unitario. Entonces
g(t)=9,(1)*g, (1) (5.90)

Esta propiedad expresa que si las funciones f, (t) y f,(t) son retrasadas por T, y T, segundos,

respectivamente, entonces la convolucion de las dos funciones retrasadas es igual a la convolucion de
las funciones originales, retrasada por T, + T, segundos. La demostracion de esta propiedad se deja para

el lector.
5.11 Ecuaciones Diferenciales e Integrales

Con la ayuda de la propiedad de convolucion se pueden resolver algunos tipos de ecuaciones integro-
diferenciales no homogéneas, lineales y con coeficientes constantes. Se daran algunos ejemplos.

Ejemplo 28. Determine la solucion general de la ecuacion diferencial

y" (1) +ky ()= f (1) (591
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en términos de la constante K y la funcion f(t).

Suponiendo que todas las funciones en (5.91) son transformables, la ecuacion transformada es
SY (5)—sy(0)-y'(0)+k?*Y (s)=F(s)

donde y(0) y y’(0) son, por supuesto, las condiciones iniciales. De aqui se obtiene

Y(s)= Lk F(s)+y(0) > + y'(o) K
kst 4k YWee Tk sk
y por tanto,
1 '(0
y(t) :E(sen kt)* f (t)+y(0)coskt+ v )sen kt

Esta solucion general de la Ec. (5.91) puede entonces escribirse en la forma
1 t
y(t) :E-[ f (t)senk(t—1)dt+C, coskt+C, senkt
0

donde C; y C; son constantes arbitrarias.

Ejemplo 29. Resuelva la ecuacion integral
t
y(t):at+jy(r)sen(t—r)dr
0

Esta ecuacion se puede escribir en la forma
y(t)=at+y(t)*sent

y, transformando ambos miembros, se obtiene la ecuacion algebraica

a
Y(s)=—+Y (s
) s? ()sz+1

)
Y(S)=a —2+—4
S S
t)=a t+lt3
y(t)= p

cuya solucion es

y por tanto,

La ecuacion integral general del tipo de convolucion tiene la forma
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t

y(t)=f (1)+g(t-7)y(x)de (5.92)

0

donde las funciones f(t) y g(t) son dadas y y(t) debe determinarse. Puesto que la ecuacion transformada
es

Y(s)=F(s)+G(s)Y(s)
la transformada de la funcidn buscada es

_ F(9)
1-G(s)

Y (s) (5.93)

Si la Ec. (5.92) es modificada reemplazando y(t) por combinaciones lineales de y(t) y sus derivadas,
la transformada de la ecuacién modificada sigue siendo una ecuacion algebraica en Y(S).

Ahora se procederd a resolver la ecuacion de estado para sistemas LIT estudiada en el Capitulo 2,
utilizando la transformada de Laplace.

dx(t)

Aplicando la transformacion de Laplace a la ecuacion = Ax(t)+Bu(t), con condicién inicial

x(0), se obtiene

sX(s)—x(0)=AX(s)BU(s)

(6]
X(s)[sI-A]=x(0)+BU(s)
de donde
X(s)=[sI-AT'[x(0)+BU(S)]
=®(s)[x(0)+BU(s)]
por lo que
x(t) =L {[sI-AT"[x(0)+BU(s)] } (5.94)

donde @(s) = [SI — A]™" es la matriz resolvente. Se debe observar que @(t) = £~ ' {®(s)} =e*'. En la

seccion anterior ya vimos que la matriz ®(t) se conoce como la matriz de transicion y mas adelante se
darén algunas de sus propiedades.

Ejemplo 30. Resolver el sistema

[0 6] [o] 0|1
X= -1 -5 X+1 (), X( )_2

Tomando u(t) = 1 y ejecutando las operaciones indicadas en la Ec. (5.94), obtenemos
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[51_A1=SE) ?H—? _56H<S) SH_? —56Hf ;55}

de donde
5 6
1 S+5 6 X5 GReE
O(s)=[sI-A]'=—— { }: e e
s*+5s+6[ -1 S (542)(543)  (s22)(s+3)
y
$+5 6 1 0
(s+2)(s+3) (s+1)(s+2)
X(s)=| . {2} 1
(s+2)(s+3)  (s+2)(s+3) ;
(0]
s +17s+6
$+5 6 1 -
X(s)= (s12)(s13)  (st1)(s+2) L= S(s+2)(s+3)
-1 s
(542)(543)  (5+2)(5+3) 2+ 2s
(s+2)(s+3)

y por tanto,

$+17546 K K, K 1 12 12

XI(S):—:_ = — —
S(s+2)(s+3) s s+2 s+3 s S+2 S+3
= X (t)y=1+12e7" 127"
2s K, K, 4 6
X,(s)= = + =— +
(S+2)(s+3) s+2 s+3 S+2 s+3

= X (t)=-4e?" +6e°"

Ejemplo 31. Resolver el sistema

. -1 0 2 5
x(t)={ 0 _Jx(t)J{J, X(O)=L}

Procediendo igual que en el Ejemplo 30, se obtiene

1

s+1 O s+1

}, [SI-A]" =

s+2
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y
1 2 5s8+2
— 0 ||5+—
S(s+1
X(s)= s+1 s |_|s(s+1)
1 3 S+3
— | 1+=
st+2 S S(s+2)
y por tanto,
5s+2 2 3 L
X, ()= =—+— = X, (t)=2+3e
s(s+1) s s+1
S+3 1.5 05 ot
X,(s)= = = X, (t)=1.5-0.5e

S(s+2) s 542

Ejemplo 32. Resolver el sistema

) —4 2 0 3
x(t):{_1 _2}x(t)+{2}, x(O)z[J

Aqui
L [s+4 -2 T 1 s+2 2
[SI-AT" = =
1 S+2 s’ +6s+10| -1 s+4
y
3 35 +8s+4
1 s+2 2 1 S
X(O)=g —— 1= 2 = S ool @
S +6s+10| -1 s+4||1+—| s +6s+10|s*>+3s5s+8

S
S

3s* +8s+4 K, K, K,
X](S): =—+ *

s(sz+6s+10) S S+3-] s+3+]

K o4 K U 3(B3+j) +8(3+j)+4
T (32

=1.7030 40.236° =K,

= X (1) =0.4+3.406e" sen(t+130.24°)
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s> +3s+8 —K1+ K, .\ K,

X, (8)

:s(sz+6s+10) S S+3—j s+3+]
K, =08, K,=120408524°=K
= X (t)=0.8+2.41e" sen(t+175.24°)

Ejemplo 33

Resolver el sistema

. 0 -1 1 0
x(t):{2 _3}x(t)-{0}t, x(O):{Z}

Procedemos igual que en los ejemplos previos y obtenemos:

S 1 s+3 —1
SI_A{ } [SI-A]" —[(SH);H) (tD(s2) }

— S
2 S+3 (s+1)(s+2) (s+1)(s+2)
543 21 0 1 25> +5+43
(s+1)(s+2)  (st1)(s+2) +— s% (s+1)(s+2
X(s) —{ ) . } s |=
2s +2
(s+1)(s+2) (s+1)(s+2) 2+0 sz(s+1)(s+2)

28> +5+3 1.5 1.75 1.75
Xl (S)Z 2 :—2—_+_
ST (s+1)(s+2) s S s+2

= X (t)=1.5t-1.75+1.75¢"

X.(5) 25 +2 1 15 35
= =——_+—
? s (s+1)(s+2) s° s S+2

= X (t)=t-1.5+3.5¢7"

5.12 Polos y Ceros de la Transformada

Usualmente, la transformada F(t) de una funcion f(t) es una funcion racional en s, es decir,

a,s" +as"" +---+a, ,5+a, a4y (s-2z,)(s-2,)(s-2,)
b,S" +b,s"" 4---+b _s+b b (s—p,)(s—p,)-(s—p,)

F(s)= (5.95)

Los coeficientes ax y by son constantes reales y m y n son enteros positivos. La funcion F(S) se
denomina una funcion racional propia si N > m, y una funcion racional impropia si n < m. Las raices
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del polinomio del numerador, zx se denominan los ceros de F(s) porque F(S) = 0 para esos valores de S.
De igual forma, las raices del polinomio del denominador, pk, se denominan los polos de F(S) ya que
ella se hace infinita para esos valores de S. En consecuencia, los polos de F(S) estan fuera de la region
de convergencia (RDC) ya que F(S), por definicion, no converge en los polos. Por otra parte, los ceros
pueden estar dentro y fuera de la RDC, Excepto por un factor de escala, ay/by, F(S) puede especificarse
completamente por sus polos y ceros, lo que nos da una forma compacta de representar a F(S) en el
plano complejo.

Tradicionalmente se usa una “x” para indicar la ubicacion de un polo y un “o” para indicar cada cero.
Esto se ilustra en la Fig.5.10 para la funcién dada por

2s+4 3 S+2
s +4s+3  (s+1)(s+3)

F(s)= Re(s) > -1

jo

Figura 5.10
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Problemas

1. Determinar la transformada de Laplace de las siguientes funciones:
(a) f(t)=2senit (b) f(t)=3e7"'sen3t
(c) f(t)y=4e"sen5t+t*cos5t (d) f(t)=t’e™ sent

2. Determine la transformada de Laplace de las funciones en las gréficas.

nnr. Ad,
T NN

(@) (b)

(©) (d)

3. Encontrar la transformada de Laplace inversa de las siguientes funciones usando desarrollo en
fracciones parciales.

25 +3s5+4 6s> +10s+4
F(s)=———"" " b) F(s)=—
(@) FO) =G 5o as ® F()= 37 2as s a8
4s* +65+10 25’ +65+8
(©) F(s)=5— d F(s)=———
s +5s" +8s+4 (52+25+5)
25 +55+4 8(s+10)°
F(s)= F(s)=
© F(s) s*+7s* +16s5+12 (0 F(s)

3(32 +103+20)
14s+42 © F(S)— 12s+48
s* +8s’ +14s? +125s 8

(®) F(s)=

s* +65° +16s* +565+80

4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales mediante la aplicacion directa de la transformacion
de Laplace.
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@ a5 atee x(0)=2, x(0)=1
a — = . = =1
dt>  dt ’
d’x _dx
(b) 2—— +12—+10x=6cos4t, x(0)=2, x'(0)=8.
dt dt
d’x _d’x dx . )
(c) FH e g TIX=4 x(0)=1, x'(0)=2, x"(0)=5.
3 2
@ X B (0)=3, x(0)=1, x"(0)=2.

dt? dt? dt

. Halle las transformadas inversas de Laplace de las siguientes funciones:

1+e°° e’ —se”’
b)) ————
S(s+3) S"+6S+5

(a)

. Halle las transformadas de Laplace de las funciones ilustradas en la figura.

fit) f®)

() (b)

. Determine la transformada inversa de las siguientes funciones usando la integral de convolucion.

5
(a) F(S)Zm (b) F(S):S(S+4)2
10s 2
@ I:(S):s3 +68” +13s

(c) F(s)=

s +2s5* +45+8

. Demuestre que la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales
x'(t)=2y'(t)=f(t), x"(t)-y"(t)+y(t)=0

bajo las condiciones x(0)=x'(0)=y(0)=y'(0)=0, tal que f(0) =0, es
t t
x(t) :J- f (r)dr—2J- f (t)cos(t—1)dr,
0 0

y(t):—j f(t)cos(t—1)dt

. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones y verifique su resultado:



10.

11.

12.

13.

14.
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X'(H)+y(t)=f(t), y'(t)+x(t)=1, x(0)=1, y(0)=0.

Resuelva por y(t) y verifique su solucion:
f[ y(t)dt-y'(t)=t, y(0)=2
0
Halle la solucién de la ecuacion integral
y(t)=asenbt +Cj y(t)senb(t-1)dt
0

(a) cuando b* > bc; (b) cuando b =c.

Sea F () la transformada de Laplace de f(t). Demuestre que
fO|_ ¢
L|——|=|F(s)ds
e

Demuestre que para o real y positiva

L eati ﬂe%at — (S_U')n
dt" { n! (s+a)™

Usando la propiedad demostrada en el Problema 12, determine las transformadas de Laplace de las

siguientes funciones:

a) t”' cosm,t (b) t (l—e_O‘t ) (c) t”' (senhat+coshat)
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