Ejercicios serie de Fourier 1

PROBLEMAS RESUELTOS

1.) Serie de Fourier de una funcion periddica de periodo distinto a 2. Hallar la serie
trigonométrica de Fourier para la funcion periédica definida por:

f(t):{t2 if 0<t<2

y tal que f(t + 2) = f(t)

Aqui T = 1. Hallemos en primer lugar los coeficientes. Son:

2 . . . 2
an = [, t2coszjt dt = [ == (2entcosznt — 2sinant + x2n?t2sinznt) |

nota bene: [t2cos(znt) dt = —1 (2zntcos(znt) — 2sin(znt) + 2n?t2sin(znt))

73n3

jztz cosznt dt = —L-(4rncos(2rn) — 2sin(2zn) + 4rx2n?sin(2zn))

73n3
y ya que n es un numero entero...cos(2zn) = 1;sin(2zn) = 0
de este modo...

2 2
jotzcos(nnt) dt = —(4nn) > jotzcos(nnt) dt = = - an =

n2n?

2 .
bn = jotzsn(nnt) dt
[t2sin(znt) dt = = (2cosznt + 2zntsinznt — £2n’t? cosznt)

sin(znt) = 0, para cualquier valor de n, en cambio...

-1 if n=impar
cosznt = _
1 if n=par

. 2
bn = [ﬁ(ZCOSﬂnt+ 2rntsinznt — w2n?t2 cosmt)]o =

L_(2cos2zn + 4rnsin2zn — 4r2n? cos2zn) — —2

73n3 73n3

bhn=—-252-1+47n-0-47%n?.1) - -2 = - (2-4’n?>) - % = - &

”3n3 n'3n3 ”3n3 ”3n3 n
b, = — 4
n— 7n
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Ejercicios serie de Fourier 2

El coeficiente ap se debe calcular por separado, dado que la forma de a, obtenida arriba
no esté definida para n = 0. Calculamos, asi:

2

_Iztzcos tdt—ts =8
_O (p _3 =2

0

ap = fstzdt = £ dado que cos0 = 1
finalmente... la serie de Fourier buscada sera:

npt
f(t) = Z(a cos—+b T J

ftt) = 2 + Z:,il( n24n2 cosnrt — — sinnnt)

Paran=1..4 + X (=& cosnrt - 4 sinnat) = -4 cosnt— 4 sinxt + 4

25T

157

05T

_54,.%y5 (_a _4g
Paran=5 4 + .7 (= cosnrt - -4 sinnt)

25 3.75 5

Paran =100; 4 + 3 % (=2 cosnat — 4 sinnat)
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Ejercicios serie de Fourier 3

2) Aprovechamiento de la serie de Fourier para calcular una serie numérica. Dada

F(t) = -p , —-p<t<O
t , O<t<p

a) Obtener la serie trigonométrica de Fourier de f(t).

b) Graficar la suma de esa serie en [-4r,4r].
c¢) Aprovechar dicha serie para calcular la suma de los reciprocos de los cuadrados de

todos los enteros impares positivos.

SOLUCION

Podemos hacer una extensién periodica de esta funcién, considerdndola como de
periodo 2z. De esa manera tenemos T = 7 y podemos calcular los coeficientes como:

an=ij f () cos et

_ _J~a+2T ; (t) npt

1 10 ()
3 =5 [, f®cosntydt == LD =P cos(nt)dt += [ tcos(nt)dt =

_sennp :ZL cosnp+npsennp % (cosnp —1)
n np n’p np

b, =ij" f(t)sen(nt)olt:ij0 —psm(nt)dulj”tsm(nt)dt:
_ — p 0

_1 cosnp  sennp - Tp COSTP _ (1_ 2cosnp)
n n n’p
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Ejercicios serie de Fourier 4

El coeficiente ao lo calculamos por separado y da:
1 1o 1 p
=—| f(t Ot)dt =—| —pdt+—| tdt=-—
% pjp (t)cas(Ot) pjpp +ij >

De modo que la serie queda:

1
n’p

S(t):—pz+i(

(cosnp —1) cosnt + %(1— 2 cosnp ) sen nt]

1)
A
P
-404 -204‘; D 204 40/ >t
= : !
e e 4+ +
P

Los puntos gordos indican los valores que alcanza la serie en los puntos de
discontinuidad, que son la semisuma de los limites laterales en cada caso.

c) Para evaluar la serie numérica que nos piden, evaluaremos la serie en un punto
adecuado. A todas luces el punto mas sencillo para evaluar la serie es t = 0. Alli tenemos
gue los sen(nt) se hacen todos cero y los cos(nt) se hacen todos unos. De esa manera la
serie quedaria:

S(O)=—pz+i ! (cosnp -1)

—=n°p
El valor de cos(nl) sera -1 cuando n sea impar, y 1 cuando n sea par. Por ende,

resultara que (cos(nl)) - 1) es -2 cuando n es impar, y 0 cuando n es par. De esa manera,

en la serie sobreviven sélo los términos impares, y en ellos reemplazamos (cos(n(]) - 1) por

-2. Asi podemos escribir:

> -2

P -2
SO=-Z7* LG
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p_ p <& -2 Z“’: -2 p:i 1 p_2

_: = — =
2 4 HEen-Dp H@n-)p 4 Z(@2n-1* 8

Pero por otro lado, y de la grafica anterior, es S0) = —Z. Reemplazando esto arriba
gqueda:
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