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INTRO

Las Series de trigonométricas de Fourier, o simplemente series
de Fourier fueron desarrolladas por el matematico francés
Jean-Baptiste Joseph Fourier (21 de marzo de 1768 en Auxerre -
16 de mayo de 1830 en Paris).

La idea que subyace en las series de Fourier es la
descomposicién de una sefial periddica en términos de senales
periddicas bésicas (senos y cosenos) cuyas frecuencias son
multiplos de la senal original.

La idea de descomposicidon es un proceso fundamental en el
area cientifica en general: la descomposicidén permite el analisis
de las propiedades y la sintesis de los objetos o fendmenos.
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e La serie de Fourier de una funcién periédica f(x) de periodo T,
también conocida como senal, definida en un intervalo de

Fourier

D . .
P longitud T estd dada por:
Matematicas
o
a0
Serie de f(x) = > + E (an cos (nwo x) + by sen (nwo x))
Fourier —1

donde
wg = 2% la frecuencia fundamental
a = _,_1/2/Tf(x) dx
ap = 1/ f(x) cos (nwo x) dx
T/2 )t
b, = 1/ f(x)sen (nwp x) dx
T/2 )t
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Para la serie de Fourier de una funcién f(x) periddica definida
en un intervalo de longitud T la k-ésima suma parcial,

representada por Si(x) estd dada por:
Sk

k
Sk(x) = % + Z (an cos (nwo x) + bpsen (nwp x))

n=1
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EJEMPLO 1
Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

|0 para —m < x <
Flx) = T —X para 0 < x <
A
T %
\\
\\\
s 0 n

3 o
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/ f(x)dx =
,X 2y
Tx —

2 Jo

de—i—/oﬂ(ﬁ—x)dx)
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N NN ==

/7r f(x) cos(nx) dx

—T

de—i—/oﬂ(ﬂ—x)dx)



Matematicas
Avanzadas
para
Ingenieria:
Series de
Fourier

Departamento =l
de
Matematicas

a0

Sk

dn

Al oA =N

N\

|
3

™

"rogde= ([ oder [T x)dx
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0dx + /OTF(W — x) cos(nx) dx>
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Al oA =N
3

~
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1
T n?

™

—_—

f(x) cos(nx) dx
0

™

OdX—i—/Oﬂ(ﬂ—x)dx)

0dx + /OTF(W — x) cos(nx) dx>

(msen(nx) — cos(nx) — nxsen(nx))]g
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a0

an

an

;Lr/:rrf(x)dx:i(/iOdX—i—/oﬂ(ﬂ—x)dx)
1 x2]"

)

2

;/_7; f(x) cos(n x) dx

% </_(;0dx+/07r(7r—x)cos(nx) dx>

L ftwsen(n) — cos(nx) — mxsen(n )
=)

m™n

2



b, = %/W f(x)sen(nx) dx

—Tr
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</_i ot /ow(” — x)sen(nx) dx>

[(—7 ncos(nx) — sen(nx) + nxcos(nx))]

2

s
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) - ;Lr</_i0dx+/oﬂ(7r—x)sen(nx)dx>

= — [(—m ncos(nx) — sen(nx) 4+ nxcos(nx))]g
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Algunas sumas parciales:

St
S
S3

S4

Ss

Se

7+ 2 cos(x) + sen(x)

T + 2 cos(x) + sen(x) + 1 sen(2x)
T + 2 cos(x) + sen(x) + 3 sen(2x)+
&= cos(3x) + 5 sen(3 x)

7+ 2 cos(x) + sen(x) + 3 sen(2x)+
= cos(3x) + 2 sen(3x) + +sen(4 x)+

52— cos(5x) + & sen(5 x),

7+ 2 cos(x) + sen(x) + 3 sen(2x)+
= cos(3x) + 2 sen(3x) + +sen(4 x)+

52— cos(5x) + £ sen(5x) + & sen(6 x)
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EJjEMPLO 1
Resumen: Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

0 para —m

< 0
f(X)_{w—x para 0 < 7

X
X

IN A

Las aproximaciones a f(x) mediante las sumas parciales
quedan de la siguiente manera:

A
T

AN

o
3¢
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Resumen: Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

F(x) = 0 para —m < x < 0
T — X para 0 < x < 7
Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:

7r 1—(=1)" 1
=75, an=—5_—"" bn=-

n®m n

Las aproximaciones a f(x) mediante las sumas parciales
quedan de la siguiente manera:

A
IR

AN

AN
N
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Resumen: Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

0 ara —T X 0
F(x) = P DD
T — X para 0 < x < 7
Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:
T 1—(-1)" 1
a =5 anzig )7bn:7
n%m n
Las aproximaciones a f(x) mediante las sumas parciales

quedan de la siguiente manera:

A
IR

AN

N
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Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:
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Resumen: Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

F(x) = 0 para —m < x < 0
T — X para 0 < x < 7
Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:

7r 1—(=1)" 1
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Las aproximaciones a f(x) mediante las sumas parciales
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Resumen: Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

F(x) = 0 para —m < x < 0
T — X para 0 < x < 7
Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:

7r 1—(=1)" 1
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Las aproximaciones a f(x) mediante las sumas parciales
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A
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Resumen: Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

|0 para —m < X
f(X)_{w—x para 0 < x

Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:

U 1—(-1)" 1
R E

< 0
< 7

Las aproximaciones a f(x) mediante las sumas parciales
quedan de la siguiente manera:

A
IR

A\
; I N
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Resumen: Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

F(x) = 0 para —m < x < 0
T — X para 0 < x < 7
Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:

7r 1—(=1)" 1
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Resumen: Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

F(x) = 0 para —m < x < 0
T — X para 0 < x < 7
Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:

7r 1—(=1)" 1
=75, an=—5_—"" bn=-

n®m n

Las aproximaciones a f(x) mediante las sumas parciales
quedan de la siguiente manera:

A
T

N
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Resumen: Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

F(x) = 0 para —m < x < 0
T — X para 0 < x < 7
Los coeficientes de la serie de Fourier quedaron:

U 1—(-1)" 1
R E

Las aproximaciones a f(x) mediante las sumas parciales
quedan de la siguiente manera:

T

™N
.
LN\
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0

-7

iy
—1dx+ 2dx
0



Matematicas
Avanzadas
para
Ingenieria:
Series de
Fourier

Departamento 30

de
Matematicas

Sk

S

/7r Fx)dx = 1

(L

—T

(1-412, + 12x05)

0

—1dx—|—/ 2dx>
0
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/7r f(x)dx:%

—T

(1-412, + 12x05)

(L.

0

—1dx—|—/ 2dx>
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an

/7r f(x)dx:i</_i—1dx+/o7r2dx>

—T

(=12, + 2x5)

I

71r/7r f(x) cos(n x) dx

—T
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-7 0

—1cos (nx dx+/ 2cos(nx)dx>
0
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/ f(x) cos(

—1cos nx)dx+/ 2cos(n )dx>
0

{ sen nx) N [2
—T

—1dx—|—/ 2dx>
0

n 0



Matematicas
Avanzadas
para
Ingenieria:
Series de
Fourier

Departamento

de
Matematicas

Sk

ap

4o

an
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%/:rf(x)dx:;_</_i—1dx+/07r2dx>
— (1412, + 215

1

1

7r/_ f(x) cos(nx) dx

1( ’ —1 cos( nx)dx+/ 2cos(n )dx>
?Lr sen(nx) seon(n "
g({ |+ [2nh>



b, = %/w f(x)sen(nx) dx
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f(x)sen(nx) dx

—1sen(nx)dx + / 2sen(nx) dx)
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f(x)sen(nx) dx

[cos N {_2

cos(n x)
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|

—lsen(nx) dx+/0ﬂ2sen( )dx)
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Algunas sumas parciales:

5=5
S53=5
S5 = S
S5, =S
So = S10
S11 =51

= 1+ %sen(x)
= %—1— %sen(x)—i—%sen(:’ﬁx)
= 14 %sen(x)+ Zsen(3x) + = sen(5x)

= 5 sen(x) + Zsen(3x) + 5% sen(5.x)+
=-sen(7 x)

= 14 %sen(x)+ 2sen(3x) + = sen(5x)+
5 sen(7x) + 22 sen(9x)
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=1 2,=0, b= 1=
A ,\\
2 ““‘ < = . \‘
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CONDICIONES DE CONVERGENCIA
Sea f(x) una funcién periédica definida en un intervalo de
longitud T continua, excepto posiblemente en un nidmero finito
de puntos donde tiene discontinuidades finitas y que posee
derivada continua también excepto en nimero finito de puntos
donde tiene discontinuidades finitas. Entones, la serie de
Fourier para f(x) converge a f(x) en todo punto de
continuidad y en los puntos de discontinuidad la serie de
Fourier converge a

f(x+) + f(x—)

2

donde f(x+) representa el limite por la derecha a x y f(x—)
representa el limite por la izquierda a x.
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tFunc

tLocal i1 =, T,¥,a,b
e FDMﬁlNﬁ?F i
EiFF[n 3] f+I1,21>
I
s 3.b

5
A H i1+r fli,
Thia, 2 sHfifRg,x,a,bid
tEndFor
issLTA22
tEndFunc
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HMAIN

EAD AUTO FAR
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[;riaTI:-:-rf’rz;*al|IFiTD|LF.;F|F1hd M|

itanitt s

tFunc

tLocal i1 =, T

e FDMﬁlNﬁ?F

3 T B FF[l
f
=)

ta,b,9,w
JETT
210
=c05ﬂEn1*m*xh g
f

T2 2mr T
tFor i,
FRIL i1+r

: 5+Ii?*g,
tEncdFor

HEa ) el
i EndFunc

HMAIN

[i1.2]1%a:¥f[1,3]1+b
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EAD AUTO

FAR
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tFunc
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R attralcatc offer pramiojcicon ue| |

a -z -1 ooz -1
1l -1 1 [|+FF 1 -1 1
Qo1 2 o1 2

[0, -2,"1;1,"1,1;0,.1,.21>ff

MAIN EAD AUTO FUMC 1730
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USO DE LAS FUNCIONES

R attralcatc offer pramiojcicon ue| |

a -z -1 ooz -1
1l -1 1 [|+FF 1 -1 1
oo 2 o1 2
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e 1 para 27 < x < -
Matematicas 0 ara —Tr < X < O
F(x) = P =
T —Xx para 0 < x < 7
X —m para < x < 27
4§
O —— 1
TI:Uso } 4 t
27 —T ™ 27
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EJEmMPLO 4
Expanda en una Serie de Fourier la funcidn:

para
para
para
para

Sy

INININIA
X X X X
AN NN A
N = O
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e COSAS A RECORDAR

Ingenieria:
Series de

e e Las funciones sen(x) y cos(x) son funciones periédicas con

Departamento periodo 2.
de
Matemiticas e Si f(x) es periddica con periodo T entonces f(ax) es

periédica con periodo S = T /a: Pues se necesita que
fla(x+S))=f(ax+aS)="f(ax): aS=T. En
términos de la frecuencia, tenemos que la frecuencia de
f(ax) es a-veces la frecuencia de f(x).

e Si f(x) es periddica con periodo T y g(x) es periddica con
periodo S entonces f(x) + g(x) sera periddica sii existen
enteros positivos ny m tales que n- T = m-S. Pues se
necesita encontrar un cierto nimero de veces que ambos

periodos se repitan.

Hechos 1 e Si f(x) es periddica con periodo T entonces para

cualquier entero positivo n, f(x) + f(nx) es una funcién
periédica con periodo T.
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Compacta

FORMA COMPACTA DE LA SERIES FOURIER
La serie de Fourier:

> 2 2
% + nZ::l <an cos (;T_nx> + b, sen ( 7_’r_nx>>

se puede escribir en la forma compacta:

oo
2
Ag + Z A, cos <7_,T_nx + qﬁ,,)

n=1

donde

bn

AO = 30/27 An = 3121 + b%? d)n = _tan_l <a>
n
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f(x)={ e para 0 < x < 05

Intro

Serie de
Fourier

Sk
Convergencia
Tla,

Tl:a,

TI:b,

TI:f

Tl:Uso 0.5

Hechos 1
Compacta
Hechos 2
Complejas

Tlic,
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Problema anterior realizado mediante la calculadora.

- !— Fllgebra Calc. Dther‘ PrngD Clean Up
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o AMPLITUD Y FASE DEL EJEMPLO 5
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Series de

Fourier AO ~ 0787
Departamento ¢
de
Matematicas An

Ay~ 0.125

Intro

Serie de
Fourier

Sk [TTTTT???

Convergencia ‘ 4 87w 127167207 24 7

Tla,

Tl:a, ¢n A

Tl:b,
47w 8w 127 167w 207 247

TI:f
Tl:Uso
Hechos 1

Compacta

—7/2

Hechos 2

Complejas

Tlic,
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Hechos 2

IDEAS
Usando la férmula de Euler e?' = cos(a) + sen(a)i y su
variante e~?' = cos(a) — sen(a) i, tenemos:

ai —ai ai _ ,—ai
cos(a) = % y sen(a) = € e

por tanto, el término
fi(x) = akcos(k wo x) + bysen(k wo x)
puede escribirse como

kwo xi —kwo xi kwo xi__ p—kwo xi
_ e +e e e
fk(X) = adk ( > +bk i

= %(ak — by i) ekwoxi 4 % (ak + by i) e kwoxi
si definimos los coeficientes de las exponenciales ek“o*i y de
e kwoxi como

1
2

—

Ck = (ak — bk I) Yy C_k = (ak + bk I)

2
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oS Entonces la serie de Fourier

Series de
Fourier

Departamento ao e
L f(x) = 5+ Z (an cos (nwo x) + by sen (nwo x))
n=1

podria escribirse como:
oo
f(X) — @_’_Z (Cn e”“"’Xi—i—c_n efnwoxi>
n=1
40 = nwoe xi = —Nwo Xi
= 4D e ) e
2 n=1 n=1

3 00 —00

0 . .

_ 5 +§ :Cnenwom_'_ § : Cnenwom
n=1 n=-1

Hechos 2
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para
T La serie compleja de Fourier de una funcién f(x) periodica

eries de o . i , /

oty definida en el intervalo de longitud T estd dada por la férmula
Departamento

de
Matematicas

+oo
§ : CnenwOX|

n=—o0
donde
w = 2
chn = ;_/f(x)e_”w”idx paran=0,+1,+2 +3, ...

Relaciéon entre la forma compacta y la compleja:

Ap=2lcp| ; ¢n=—tan ((” C—)>

ch,+c_,

Complejas
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EJEMPLO 6
Expanda en una Serie de Fourier la funcién:

0 para —-1/2 < x < -—1/4
f(x)=<2 1 para —-1/4 < x < 1/4
0 para 1/4 < x < 1)2

—1/2 —1/40 1/4 1/2
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Co MEDIANTE LIMITES
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VARIOS ¢;

(A1 etbralc ot ot her Fram1olc1emn Us| |

. [Enl-n]

=in =

B fonl £+ ch TR
B lim ch-<+ad 12
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POTENCIA MEDIA
La potencia media de una sefal periddica f(x) con periodo T
se define como:

o1
Predis = = / 1F(x)|? dx
T

La relacion de Parseval para las series de Fourier en el caso de
la serie de Fourier compleja se expresa como:

+oo

Pmedia: Z |Cn|2

n=—o0

y en el caso de la serie de Fourier real:

1 a2 +oo
Pmedia=§ ?o"i_Z(a%"i_br%)
n=1
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Para poder responder la pregunta:

;cuantos términos de la serie de Fourier se deben
tomar para aproximar razonablemente una funcién
periddica?

La clave puede estar en la potencia media. Se calcula la
potencia media y establece un nivel en el cual se desea
aproximarla. Digamos un 95% o un 99%. Con esto se van
realizando sumas parciales de la férmula de Parseval hasta
alcanzar el nivel de aproximacién deseado. Aunque seria
deseable determinar analiticamente para un nivel de
aproximacién el valor n, en el cual se obtiene la aproximacion,
en general, es muy dificil tener dicho valor.
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Series de .,
Fourier Para la funcién
Departamento
de
Matematicas f(X) = 0 para. —m < X < 0
m—x para 0 < x < 7

determine el porcentaje de la potencia media que aproxima
tomar la 20-ésima suma parcial.

A
T X

AN

N
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DEFINICION DE LA FUNCION
Definiremos la funcién en el formato requerido y
aprovecharemos que cuando aplicamos fa0(f?) entrega

1 1
—— | f(x)?dx=2= [ f(x)?dx = 2 Ppmedi

T
1 Fer Fzvr _ Fur FE FG&r
|~r Ell:llgehr*a Calc Dther‘TPr*ngDTElean Llpl |
E0=llar =,t,w Oone
[EI -m EI] [EI -m EI]
| | > ¥

n—-x 0 n I—x 0O I
e -t 0 [ -t 0
= o + 2 =

(m-1° 0 = [(x=-m)" 0 =

(02, "m0 <{m—x3>"2,.0,.n]1+2
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