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1. Introduccion

Los métodos numéricos ofrecen soluciones aproximadas muy cercanas a las
soluciones exactas.

La discrepancia entre una
solucion  verdadera 'y una
aproximada representa un error.

En la practica profesional, los
errores pueden resultar costosos,
y en algunas ocasiones
catastroficos.

RHITP7/4PEORESNADACOM!

7

Por ello, los errores se deben:

) Identificar
) Cuantificar
° Minimizar

Calculo Numeérico es una materia de Calculo o Matematicas Aplicada, que
muestra como a través de formulas e iteraciones podemos obtener
resultados bastante aproximados para diversos problemas que se pueden
plantear.

Se deben tener conocimientos de Calculo Matematico, Series, Algebra Lineal,
Aritmética y Trigonometria, entre otras cosas.

La presente guia es mayormente un resumen del texto de “Métodos
Numéricos para Ingenieros”, de los autores Chapra y Canale.



2. Conceptos Basicos. Error.

2.1. Algunos conceptos basicos:

e Precision: qué tan cercanos se encuentran los valores unos de otros
e Imprecision: esparcimiento de las mediciones

e Exactitud: aproximacion de un nimero o de una medida al valor
verdadero

e |nexactitud: alejamiento sistematico de la realidad

’765‘ '755‘

Inexacto e Impreciso Exacto e Impreciso

s|7)6]s|a

=

- R \',‘h
Inexactoy Preciso Exactoy Preciso W

Grafico 1. Exactitud y Precision
2.2. Tipos de Errores

e Error por Truncamiento:

o Diferencia entre una formulacién matematica exacta de un
problema y la aproximacién dada por un método numeérico.
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Error por Redondeo:

o Resulta del uso de cantidades con un namero finito de digitos.

o El dltimo digito que se conserva aumenta en 1 si el primer digito
que se descarta es mayor o igual a 5.

o Sies menor a5, el ultimo digito que se conserva permanece con
el mismo valor.

e Error Numérico Total:

e Error por equivocacion

e Error de formulacion

e Error porincertidumbre en los datos
Ejemplo:

Tomemos el valor de m (pi) 2 mn=3,141 592 653 589 793

Por truncamiento Por redondeo

3,1415 3,1416

2.3. Cifras Significativas
Numero de digitos que se pueden usar con confianza. Incluyen enteros y
decimales.

Ejemplos:
a. 2,2-1,768 (2 cifras significativas)
2,2-1,768=0,432=0,4
b. 0,0642 x 4,8 (3 cifras significativas)

0,0642 x 4,8 =0,30816 = 0,31
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c. 945 +0,3185 (4 cifras significativas)
945 +0,3185 =2 967,032 967 ... = 2967

2.4. Foérmulas para el calculo de errores

En la introduccion se menciond que la discrepancia entre una solucion
verdadera y una aproximada representa un error.

El Error Verdadero (E;) viene dado por:
Er = Valor Verdadero — Valor Aproximado

El Error Relativo Porcentual (Ey) se obtiene:

_ ValorVerdadero —ValorAproximado
ValorVerdadero

E, x100%

El Error normalizado a un valor aproximado se obtiene:

_ ErrorAproximado

= : x100%
ValorAproximado

a

En ciertos métodos numéricos, se usan esquemas iterativos para calcular
resultados, y se hace la aproximacion en base a la aproximacién anterior,
para calcular mds y mejores aproximaciones.

_ AproximacionActual — AproximacionPrevia
AproximacionActual

E

a

x100%

En esta ultima, normalmente se repite hasta que su valor absoluto sea
menor que una tolerancia prefijada ES, donde



Calculo Numérico Luis Castellanos

2—n
E. =(0,5x10*™)%,
Quedando entonces definido el criterio de aceptacion:
| Eal < ES
El resultado sera correcto en al menos n cifras significativas
Ejemplos:

a. Se debe medir la longitud de un puente y de un remache,
obteniendo 9 999 y 9 cms respectivamente. Si los valores reales

son 10 000 y 10 cm, calcule para cada caso el Error Verdadero y
el Error Relativo Porcentual.

\ Puente Remache
Er=10000-9999 Er=10-9
Er=1cm Er=1cm
1 1
E, =———x100% E, =-—x100%
10.000 10
E\/ = 0,01% EV =10%

Tabla 1. Comparacion de Error Relativo

b. Calcule la funcién exponencial e empleando la expansidon de
Maclaurin para Series de Taylor, para x=0,5; agregando términos
hasta que |E,| < Es, con tres (3) cifras significativas.

Se halla el valor real de e®°= 1,648 721 271

! Scarborough (1966)
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X x* x®
X g g AT
Sea la Serie de Taylor: ¢ M TRV TRET

Se halla el de tolerancia ESZ(O,5X102_3)%9

E. =(0,5x10™)% > £.= 0,05%

error

Aplicando las férmulas correspondientes, se arma la tabla

siguiente:

Término f(x) Sumatoria f(x) ‘ Ev ‘ Ea
1 1 1| 39,34693403
2 0,5 1,5| 9,020401043 | 33,33333333
3 0,125 1,625| 1,438767797 | 7,692307692
4 0,020833333 1,645833333| 0,175162256| 1,265822785
5 0,002604167 1,6484375| 0,017211563| 0,157977883
6 0,000260417 1,648697917| 0,001416494 | 0,015795293

x =1,648697917 con un error del 0,015795293%
Tabla 2. e* con Series de Taylor, para x=0,5
Ejercicios

Redondee a tres (3) cifras significativas:

al. 8,755 a.3. 4225000,2
a.2 0,999500 a.4.5,555x 10°
Efectue las siguientes operaciones y emplee las cifras significativas

necesarias:

bl. 5068 -2,4 b.3. 8,38x105- 6,90 x 107
b.2 4,68x10°- 8,2 x 10° B.4. (2,06 x 111)/888
Use la Serie de Taylor, expansion Maclaurin, para estimar e* con x=1

y x=1,5, con tres cifras significativas.
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3. Métodos que usan intervalos

, . . e e ;2 N

Son métodos que necesitan dos valores iniciales de la raiz®, para reducir

sistematicamente el tamafo del intervalo y asi converger a la respuesta
correcta.

3.1. Método Grafico

Se grafica la funcidén y se observa donde cruza o corta al eje X. Ese
punto proporciona una aproximacion inicial de la raiz.

Ejemplo:
Obtenga graficamente la raiz de la ecuacidn f(x) = e™ —x

Primero se seleccionan valores inicial y final del intervalo que se va a

graficar.
X f(x) \
0,0 1,000
0,2 0,619
0,4 0,270
0,6 -0,051
0,8 -0,351
1,0 -0,632

Tabla 3. Valores de (x,y) para graficar f(x) =e™ - x

Y luego se grafican los puntos en el eje cartesiano.

? Raiz: valor de x|f(x)=0. Es decir, valor de x que hace que la funcién sea cero (0).
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Grafico 2. Funcién exp(-x)-x. Generado en http://fooplot.com

Graficamente se puede observar que el valor donde la curva intersecta el
eje X esta alrededor de 0,57. Entonces, la raiz sera x = 0,57.

Los métodos graficos tienen un valor limitado, ya que no son precisos.
Pero son utiles para obtener aproximaciones a la raiz.

Los valores obtenidos pueden ser usados como valores iniciales en otros
métodos numéricos.

3.2. Meétodo de Biseccion

O corte Binario, es un método de busqueda incremental, donde el
intervalo se divide siempre en dos. Si la funcién cambia de signo sobre un
intervalo, se evalua el valor de la funcién en el punto medio.

La posicion de la raiz se determina situandola en el punto medio del
subintervalo dentro del cual ocurre el cambio de signo.

El proceso se repite hasta obtener una mejor aproximacion.
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Es muy parecido a cuando buscamos una
palabra en el diccionario. Abrimos el
diccionario y evaluamos si la palabra estara
en las hojas que tenemos en la mano
izquierda o en la mano derecha. Depende de

Ill

esa evaluacion, usamos el “intervalo” donde

se supone que esta la palabra, y abrimos de nuevo. Y asi hasta que

encontremos la palabra que buscamos.

Algoritmo del Método de Biseccion:

Método de Biseccion

v

Grafico 3. Método de Biseccion

1. Escoger valores iniciales X1 y X, de tal manera que la funcién cambie

de signo sobre el intervalo.

2. Se halla el valor real (al trabajar con errores de tolerancia) .

3. La primera aproximacion se determina con la férmula

X+ X,

XI’
2
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4. Se evalla el producto de f(Xq)xf(X,).
Si f(X1)x f(X;) < 0 = la raiz esta en el ler subintervalo 2 X, =X,
Si f(X1)x f(X;) > 0 = laraiz esta en el 2do subintervalo 2 X; =X
Si f(X1)x f(X;) = 0 = la raiz es X,. Fin.

5. Se determina el error verdadero y el error acumulado (éste luego de la
2da iteracion).

6. Se evalua el error acumulado. Si es menor o igual al error de tolerancia,
Fin. Si es mayor, volver al paso 3.
Ejemplo:

Use el método de biseccién para hallar la raiz de la ecuacion f(x) = e™ - x.
El valor real es de 0,567 143 29

Tome un valor inicial de 0y un valor final de 1. Considere un error de tres

(3) cifras significativas.

1 0 1 0,5 1 -0,6321 |0,10653 0,10653 >0 11,8389

2 0,5 1 0,75 0,10653 |-0,6321 |-0,2776 -0,0296 <0 -32,242 | 33,3333
3 0,5 0,75 0,625 0,10653 |-0,2776 |-0,0897 -0,0096 <0 -10,201 20
4 0,5 0,625 0,5625 |0,10653 |-0,0897 |0,00728 0,00078 >0 0,81872 | 11,1111
5 0,5625 |0,625 0,59375 |0,00728 |-0,0897 |-0,0415 -0,0003 <0 -4,6914 | 5,26316
6 0,5625 |0,59375 |0,57813 |0,00728 |-0,0415 |-0,0172 -0,0001 <0 -1,9363 | 2,7027
7 0,5625 |0,57813 |0,57031 |0,00728 |-0,0172 |-0,005 -4E-05 <0 -0,5588 | 1,36986
8 0,5625 |0,57031 |0,56641 |0,00728 |-0,005 0,00116 8,4E-06 >0 0,12996 | 0,68966
9 0,56641 |0,57031 |0,56836 |0,00116 |-0,005 -0,0019 -2E-06 <0 -0,2144 | 0,34364
10 0,56641 |0,56836 |0,56738 |0,00116 |-0,0019 |-0,0004 -4E-07 <0 -0,0422 | 0,17212
11 0,56641 |0,56738 |0,56689 |0,00116 |-0,0004 |0,00039 4,5E-07 >0 0,04386 | 0,08613
12 0,56689 |0,56738 |0,56714 |0,00039 |-0,0004 |7,2E-06 2,8E-09 >0 0,00081 | 0,04305

Tabla 4. Resultados del Método de Biseccién para hallar la raiz de la ecuacién f(x) = e™ - x

La raiz de la ecuacidon es 0,567138672, con un error de 0,04305%, en la

122 jteracion.
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3.3. Método de Regla Falsa
Es una versidon mejorada del Método de Biseccion.

Este método une los puntos

Método de la Regla Falsa

extremos del intervalo con una Ty
linea recta, y la interseccién de la
misma con el eje “X” proporciona
una mejor estimacion de la raiz.

Al reemplazar la curva de la
funcién, por una recta, da una
posicion falsa de la raiz.

También se conoce como /4/
Interpolacion Lineal. Xy % Xy

. YT Grafico 4. Método de la Regla Falsa
El Algoritmo es idéntico al del ' &

Método de Biseccidon. Sélo cambia la manera de hallar X,.
Algoritmo del Método de Regla Falsa:

1. Escoger valores iniciales X1 y X, de tal manera que la funcién cambie
de signo sobre el intervalo.

2. Se halla el valor real (al trabajar con errores de tolerancia) .

3. La primera aproximacion se determina con la formula
. f (Xu)(xl B Xu)
ST (X)) = T(X,)
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4. Se evalla el producto de f(Xq)xf(X,).
Si f(X1)x f(X;) < 0 = la raiz esta en el ler subintervalo 2 X, =X,
Si f(X1)x f(X;) > 0 = laraiz esta en el 2do subintervalo 2 X; =X,
Si f(X1)x f(X;) = 0 = la raiz es X,. Fin.

5. Se determina el error verdadero y el error acumulado (éste luego de la
2da iteracion).

6. Se evalua el error acumulado. Si es menor o igual al error de tolerancia,
Fin. Si es mayor, volver al paso 3.
Ejemplo:

Use el método de Regla Falsa para hallar la raiz de la ecuacién f(x) = e™ — x.

El valor real es de 0,567 143 29. Tome un valor inicial de 0 y un valor final

de 1. Considere un error de tres (3) cifras significativas.

Iteracion f(x1) f(xu) Xr ‘ f(xr)  f(x1)*f(xr) ‘ Condicién Ev
1 0 1 1 -0,63212 0,6127|-0,07081 | -0,07081 <0 -8,03263
2 0 0,6127 1 -0,07081 | 0,57218|-0,00789 | -0,00789 <0 -0,88833 | 7,08139
3 0 0,57218 |1 -0,00789 0,5677|-0,00088 | -0,00088 <0 -0,09873 | 0,78883
4 0 0,5677 1 -0,00088 | 0,56721 | -9,8E-05 -9,8E-05 <0 -0,01098 | 0,08774
5 0 0,56721 |1 -9,8E-05 | 0,56715|-1,1E-05 -1,1E-05 <0 -0,00122 | 0,00976

Tabla 5. Método de Regla Falsa para hallar la raiz de la ecuacién f(x) = e™ - x

La raiz de la ecuacién es 0,567205553, con un error de 0,00976%, en la 5%
iteracion.

Comparacion de Métodos:

El valor real es de 0,567 143 29

Iteracion

Grifico 0,57
Biseccion 0,567138672 0,04305% 12
Regla Falsa 0,567205553 0,00976%, 5

Tabla 6. Comparacion de resultados de los Métodos que usan intervalos
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3.4. Ejercicios
Determine las raices reales, graficamente, por Biseccidon y por Regla Falsa,
de las siguientes ecuaciones:

a. f(x)=-0,874x + 1,75x + 2,627 (x1=2,9; x,=3,1; 3 iteraciones)
b. f(x)=-2,1+6,21x — 3,9x* + 0,667%° (x;=0,4; x,= 0,6; E=4%)

c. f(x)= -23,33 + 79,35x — 88,09x* + 41,6x° — 8,68x" + 0,658x" (x;=4,5;
x,=5,0; Es= 1%)

d. In(x) = 0,5 (x1=1; x,= 2; 3 iteraciones)

1-0,6x
X

e. T(x)=

(x1=1,5; x,=2,0; 3 iteraciones)
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4. Métodos abiertos

En los métodos que usan intervalos, la raiz se encuentra entre un limite
inferior y otro superior. Son métodos convergentes, ya que se acercan
progresivamente a la raiz a medida que crece el numero de iteraciones.

Al contrario, los métodos abiertos se basan en féormulas que requieren de
un solo valor de x, o de un par de ellos que no necesariamente encierran
la raiz. A veces divergen o se alejan de la raiz a medida que aumentan las
iteraciones.

Pero cuando convergen en general lo hacen mucho mas rapido que los
métodos que usan intervalos.

e |teracion de Punto Fijo

e Meétodo de Newton-Raphson
e Método de la Secante

e Raices Multiples

4.1. Iteracion de Punto Fijo

Para aplicar este método se transforma la funcion mediante
operaciones algebraicas.

Algoritmo de Punto Fijo:

1. Dada una funcidn f(x)=0, y un valor inicial X,. De la funcién f(x) se
despeja x para encontrar una nueva funcién de x llamada g(x). Se
puede hacer de dos maneras:

a. Sumar x a ambos términos de la ecuacion

b. Despejar la x del término de ler grado de la ecuacion.
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Evaluar convergencia.

2. Se deriva la funcion g(x). El valor inicial debe cumplir el criterio
de convergencia |g’(x)|<1.

3. Se obtiene una nueva aproximacién evaluando la férmula
general del método X,.1=g(X,)

4. Evaluar la aproximacién relativa | E,| < E

n+l = ““n

Ea = 100%

n+1

‘xx

Si es falso, repetir.

Si es verdadero, Fin. xn+1 €s la raiz.

Ejemplo:

Use el Método de Punto Fijo para hallar la raiz de la ecuacion
f(x) = x* — 2x -3, con un X,=4

lgualamos acero > x> —2x-3=0> x*=2x+3 > X=+/2x+3 >
g(x) =v/2x+3

Se prueba Convergencia:
g(x)= (2x+3)" D> g'(x) = % (2x+3) 72> g'(x) = (2x+3)" >

g'(4) =(11) " > g'(4)= 0,301511345 < 1 CONVERGE
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Iteracion X g(x) Ea ‘
1 4| 331662479 206045378
2 3,31662479 | 3,10374767| ©8°871231
3 310374767 | 3,0343855| 228587211
4 3,0343855 | 3,01144002 | 76194365
5 3,01144002 | 3,00381092| 2>39807
6 3,00381092 | 3,00127004 | 008466022
7 3,00127004 | 3,00042332 | 002822007
8 3,00042332 | 3,0001411| 00940669
9 30001411 | 3,00004703| ©00313556
10 3,00004703 | 3,00001568 | °0104°1
1 3,00001568 | 3,00000523| 0003484
12 300000523 | 3,00000174| 00011613
13 3,00000174 | 3,00000058| 27110
14 3,00000058 | 3,00000019| 2904E0>
15 3,00000019 | 3,00000006| >012E06
16 3,00000006 | 3,00000002| 337600
17 3,00000002 | 3,00000001| 779107
18 3,00000001 5| 1,593E-07

Luis Castellanos

Tabla 7. Método de Punto Fijo para hallar la raiz de la ecuacion f(x) = X -2x-3

Donde la raiz seria x;5=3, con un E, de 1,593x10”

4.2. Método de Newton-Raphson
Dado un valor inicial de X;, se puede extender una tangente desde
el punto [X;, f(X;)]. El punto donde la tangente cruza al eje x

representa una aproximacion mejorada a la raiz.
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Se deriva geométricamente:

rx )= 10
Xi = Xia
Reordenando:
L f(x)
i+1 i fu(xl)
4 " Método de Newton-Raphson

v

Grafico 5. Método de Newton-Raphson
Ejemplo:

Use el método de Newton-Raphson para hallar la raiz de la ecuacion

f(x) = e™ = x, con X,=0.

f(x) =e*=-x>f(x)=-e"-1



Calculo Numérico

Luis Castellanos

Xi+1_xi_ ° _X_X
—-e " -1
Iteracion Xi £(xi) £(xi) Xi+1 Ea
1 0 1 > 05 100
2 0,5 0,10653066 | -1,60653066 | 0566311 | 170929
3 0,566311 | 0,00130451 | -1,56761551 | 0,56714317 | 14672871
4 0,56714317 | 1,9648E-07 | -1,56714336 | 0,56714329 | 2106805
5 0,56714329 | 4,4409E-15 | -1,56714329 | 0,56714329 | ~0897E13
6 0,56714329 | -1,1102E-16 | -1,56714329 | 0,56714329 | -9°76F14
7 0,56714329 0 -1,56714329 | 0,56714329 0

4.3.

Tabla 8. Método de Newton-Raphson para hallar la raiz de la ecuacién f(x) = e™ - x

Se obtiene la raiz igual a 0,56714329, en la 7a iteracién, con un E, =
0%.

Método de la Secante

f{x;) -

Método de la Secante

/
xi+1/

derivada, para aproximar la pendiente.

Grafico 6- M;étodo de la Secante

o) =

Un problema que presenta
de
que existen

el método Newton
Raphson es
algunas derivadas que no

son muy faciles de evaluar.

Por ello se puede aproximar
la derivada mediante una
diferencia.

El método de la secante usa
una diferencia en vez de la

Xia) = F(X3)

Xi—1_Xi
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Reordenando:

. f(xi)(xi—l — X)
F(Xi) = 1(X)

i+1 i

Ejemplo:

Use el método de la Secante para hallar |a raiz de la ecuacion

f(x) = e™=x, con X.1=0y X,=1

f(Xi)
1 0 1 1 - 0,61269984 100 %
0,63212056
2 1 0,61269984 - - 0,56383839 | 63,2120559 | %
0,63212056 | 0,07081395
3 0,61269984 | 0,56383839 - 0,00518235 | 0,56717036 | 8,66586039 | %
0,07081395
4 0,56383839 | 0,56717036 | 0,00518235 | -4,2419E-05 | 0,56714331 | 0,58747239 | %
5 0,56717036 | 0,56714331 | -4,2419E-05 | -2,538E-08 | 0,56714329 | 0,00476984 | %
6 0,56714331 | 0,56714329 | -2,538E-08 | 1,2423E-13 | 0,56714329 | 2,8556E-06 | %
7 0,56714329 | 0,56714329 | 1,2423E-13 0 0,56714329 | 1,3977E-11 | %

Tabla 9. Método de la Secante para hallar la raiz de la ecuacién f(x) = e™ —x

Se halla una raiz de 0,56714329 con un E, de 1,3977x10™"'% de Error,
en la 72 iteracion.

Comparacion de Métodos:

El valor real es de 0,567 143 29
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Iteracion

|

| Grafico 0,57

 Biseccion 0,567138672 0,04305% 12
|

|

|

Regla Falsa 0,567205553 0,00976%, 5
Newton Raphson 0,56714329 0% 7
Secante 0,56714329 1,3977x10 % 7

Tabla 10. Comparacion de resultados de Métodos con intervalos y Métodos abiertos

4.4. Método de Raices Muiltiples
Una raiz multiple corresponde a un punto donde una funcidon es
tangencial al eje x, y varios valores de x hacen que f(x) sea cero’.

Para hallar las raices multiples, se emplea el Método de Newton
Raphson Modificado.

f(X,)f'(X,)
Xi+1: i > I I
[ (X)F - F(X) (X))

Ejemplo:
Use el Método de Newton Raphson Modificado para evaluar:
f(x) = x> =5 x>+ 7x— 3; con un X,=0

(x) = 3x* — 10x +7

f’(x) = 6x— 10

fi(xi) £(Xi)
1 0 3 7 -10 1,10526316 100
2 1,10526316 | -0,02099431 | -0,38781163 | -3,36842105 | 1,00308166 | 10,1867572
3 1,00308166 | -1,8964E-05 | -0,01229817 | -3,98151002 | 1,00000238 | 0,30792753
4 1,00000238 | -1,1343E-11 | -9,526E-06 | -3,99998571 1 0,00023815
5 1 0 -1,4925E-10 -4 1 0

Tabla 11. Método de Newton Raphson Modificado para evaluar f(x) = X -5x +7x-3

* F(x)=(x-1)(x-1)(x-3)
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Se halla la raiz de 1,00 con un error de 0,00023815%, con 4
iteraciones.

4.5. Ejercicios
Hallar las raices de las siguientes funciones:

a. f(x)=-0,875x"+ 1,75 x + 2,725. Xo= 3,1. E; = 0,001%

b. f(x)=-2,1+6,21x -3,9x*+0,667 x’. E; = 0,01%

c. f(x)=-23,33+79,35x—88.09x" + 41,6 x’— 8,68 x"- 0,658 x°
c.1. Xo=3,5
c.2.X0=4,0
c.3.Xo=4,5

d. f(x)=9,36—21,963 x + 16,2965 x> — 3,70377 x°. E, con 3 cifras
significativas.

e. f(x) =x4—-8,6x3—35,51x2 + 464 x — 998,46
e.l. X; = 7 (Newton Raphson)
e.2. Xi.1=7; X; =9 (Secante)
f. f(x)=(1-0,6x)/x
f.1. X; = 1,5 (Newton Raphson)
f.2. Xi.1=1,5; X; = 2 (Secante)
g. f(x)=x>—-100. E;=0,1%
h. f(x)= x3-6x2+ 11x-6
h.1. X; = 3,6 (Newton Raphson)
h.2. Xi.1 = 2,5; X; = 3,6 (Secante)

i f(x)=e?=3x;X,=1,5 E=1%
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j. f(x)= x> +x—18;X,=0,5; E; = 0,5%

k. f(x)=x>—3x"—2400; X, = 15; E; = 5%
. f(x)=x> +4x*-10; X, = 1,35; E; = 0,5%
m. f(x) =x*—5x —e *; X, = 4,9; E; = 0,05%

n. f(x) = x> —30x*-2400; X, = 15; E, = 0,5%
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Ui

Sistemas y Ecuaciones Algebraicas Lineales

2 3 Los métodos numéricos vistos con anterioridad nos sirven
para determinar el valor de x que satisface a una sola

> ° ecuacion, f(x) = 0.

8 9

4 A continuacion se usaran métodos para determinar los

valores de x1, x2, ..., xn, que satisfagan simultdaneamente un conjunto de

ecuaciones.

Est

5.1

[A] =

as ecuaciones pueden ser lineales o no lineales.

. Matrices

Una matriz consta de un arreglo rectangular de elementos
representados por un simbolo simple. [A] es la notacidon abreviada para
la matriz, y a; representa un elemento individual de la matriz.
Normalmente i se refiere a la fila del elemento, y j a la columna.

d11 a1 di3 d1n
do1 d CRE! don
dm1 dm2 dm3 dmn

Suma y Resta de Matrices

Sélo se pueden efectuar suma y resta de matrices, si tienen las mismas
dimensiones.

Al sumar o restar dos matrices [A] y [B], el resultado se mostrara en la
matriz [C], y se calcula: cj = aj;  b;;
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Producto de Matrices

Para multiplicar una matriz [A] por un escalar g, se multiplica cada
elemento de [A] por g.

gXan gXan .. g X ain
[Bl =8.[A] =

gxaml gxamz gxamn

Para muItipIica_rdos matrices [A] y [B], la dimensidn de columnas de [AT
debe serigual a la dimensidn de filas de [B].

n
Cip = Dy i D

Ejemplos:

Sean las siguientes matrices:

I : o —

3 1| B] = 7 2
[A] = 8 6 - -
0 4 cr=| 3 2 ]

o o -1 0
Resuelva las siguientes operaciones: o o

a. [B]+[C]
5 9 3 2 8 11
[D]= + =
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b. [B]-[C]
5 9 3 2 2 7
[D]= - =
7 2 1 0 8 2
c. 4x|[C]
12 8
[D]=
4 0
d. [A] x [B]
3 1] 5 9 22 29 ]
Dl=| 8 6 |x 7 2 = 82 84
0 4 28 8

5.2. Eliminacion Gaussiana Simple
Se usa para resolver un conjunto de n ecuaciones.

d11X1 + a1Xy + ... + d1nXn =C

amlxl + amZXZ + eee + aman = Cn

1. Se divide la 1ra fila entre el coeficiente de la 1ra incdgnita
(Normalizacion)

2. Se multiplica la 1ra fila por el coeficiente de la 1ra incégnita de la
2da fila.
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3. Se resta la 1ra fila a la 2da fila.

4. El proceso se repite hasta que se elimina la 1ra incégnita de las
ecuaciones restantes.

5. Se repite para el resto de las ecuaciones.
6. Se repite para el resto de las incognitas.
La formula general queda asi:

n

i-1 i-1

G- Ay X
_ i+1

Xi = i—1

Ejemplo:

Usese la Eliminacién Gaussiana para resolver:

3X1 '0,1 X2 '0,2 X3 = 7,85
O,1X1 -7 %X, '0,3 X3 =- 19,3
0,3x1 -0,2x, + 10 x3 =71,4
3x1 -0,1 x, -0,2 x3 =7,85
7,003 33 x, -0,29333x3 =-19,5617
10,012 00 x3 =70,0843
x3= 7,000 03
X, =-2,500 00

X;= 3,000 00
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Desventajas:
e Divisidn entre cero
e Errores de redondeo
e Sistemas mal condicionados

5.3. Meétodo de Gauss-Jordan

Variaciéon de la Eliminaciéon Gaussiana, donde el paso de Eliminacion
genera una matriz identidad, en vez de una matriz triangular.

1. Se expresan los coeficientes y el vector de términos independientes
como una matriz aumentada.

2. Se normaliza la 1ra fila (se divide entre el coeficiente de la 1ra
incoégnita).

3. Se multiplica la 1ra fila por el 1er Coeficiente de las siguientes filas, y
se restan.

4. Se normaliza la 2da fila.

5. Se multiplica la 2da fila por el 2do coeficiente de las otras filas y se
restan.

6. Se normaliza la 3ra fila.

7. Se multiplica la 3ra fila por el 3er coeficiente de las otras filas y se
restan.

8. Continuar hasta la fila n.
Ejemplo:

Usese el Método de Gauss-Jordan para resolver el siguiente sistema de
ecuaciones:



Calculo Numérico

3X1 - 0,1 X2 -0,2 X3 = 7,85
0,1x4 7 X -0,3 X3 =-19,3
0,3x3 -0,2 x; 10 x3 =714

3 -0,1 -0,2 7,85
0,1 7 -0,3 -19,3
0,3 -0,2 10 71,4
1 -0,033 333 -0,066 666 2,616 67
0 7,003 33 -0,293 333 -19,5617
0 -0,2 10,0200 70,6150
1 0 -0,068 063 2,523 56
0 1 -0,041 885 -2,793 20
0 0 10,0120 70,084 3
1 0 0 3,000 00
0 1 0 -2,500 01
0 0 1 7,000 03
x;= 3,000 00
X, =-2,500 01
x3= 7,000 03

5.4. Meétodo de Gauss-Seidel

Luis Castellanos

Debido a los errores de redondeo, los métodos de eliminacidn algunas
veces son inadecuados para resolver sistemas de ecuaciones muy
grandes.
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El Método de Gauss-Seidel es un método iterativo, que se basa en
obtener valores iniciales que en sucesivas operaciones se van
aproximando a las soluciones reales.

Sea un conjunto de n ecuaciones:

1. Si los elementos de la diagonal son diferentes a cero, la 1ra
., 4 ., ,
ecuacion se resuelve” para x1, la 2da ecuacién para x2 y asi

sucesivamente.

X, = CL —81pX; —AgXg — ... — A X,
L=
all
_ Cz B a21X1 B azsxs T aZan
, =
azz
_ Cn T anlxl T an2X2 T ann—lxn—l
" a

nn

2. Se empieza el proceso de solucién usando un valor inicial para las x.
Todas las x valen cero (0).

3. Se sustituyen los valores en la 1ra ecuacién para hallar x;.

4. Se sustituye el valor hallado de x; en la 2da ecuacion para hallar x,, y
asi sucesivamente hasta llegar a la ultima ecuacion.

5. Se calcula el error acumulado y se evalua.

6. Si se acepta el error, FIN. Si no, se regresa a la 1ra ecuacion.

4 ., . , .
(Se expresa en funcidn a la incognita)
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Ejemplo:

Usese el método de Gauss-Seidel para resolver el siguiente sistema de

ecuaciones:
3X; -0,1x, -0,2 x3 =7,85
0,1x; 7 X -0,3 x3 =-19,3
0,3x, -0,2x, 10 x3 =71,4
X, = 7,85+ 0,1’;(2 +0,2x,

—-19,3-0,1x, +0,3x%,
X, = -

71,4—-0,3x, +0,2x,
%" 10

Haciendo x,=0 y x3=0, se sustituye en la ecuacién de x;:

_ 7,85+0,1§O+O,2X0 X, = 7,§5 — X, = 2,616666

X, = —19,3—0,1X2,(7316666 +0,3x0 . x, = 2,794523810
« = 71,4 -0,3x2,616666 — 0,2x2,794523810
e
10

Los valores obtenidos se reemplazan en las ecuaciones iniciales y se

= X3 = 7,005609524

hallan nuevos valores en la 2da iteracidn, y se calcula el E,:
X;= 2,990 556 508 2 E,= 12,5%
X, =-2,499 624 684 2 E,= 11,8%

x3= 7,000 290 810 - E,= 0,076%
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Convergencia
Sin embargo, éste método puede no converger.

Una condicién de convergencia es que los coeficientes sobre la
diagonal de cada ecuacion sean mayores que la suma de los otros
coeficientes.

lai| >2
(Sistemas diagonalmente dominantes)

5.5. Ejercicios

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones:

1. ax, + 5x; - 6X3 = 28
2X1 - 7%3 = 29

-5x4 - 8X2 = -64

2. 1OX1 - 3X2 + 6X3 = 24,5
X1 + 8X2 - 2X3 = -9

‘2X1 + ax, - 9X3 = -50

3. -12x + Xo - 7X3 = -80
X1 - 6X, + 4x; = 13

+

92

'2X1 - X2 10X3
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X1
4X1

12X1

'6X1
4X1

6X1

4X1
X1

X1

X1

5x;

2X1

4X1

7X2

4X2

X2

8X2

2X2
6X2

3X2

3X2
12X2

14X2

3X2

6X2

+

3X3

3X3

12x;

X3

2X3

12X3

12X3

2X3

13X3
X3

8X3

Luis Castellanos

= 61

= 60

= 44

= 39

= -28

= 10

= -33

= -103

= -50

= 44
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6. Ajuste de Curvas

Luis Castellanos

El Método mas simple de ajustar una curva es trazar sus puntos y unirlos

con una linea recta.

Pero los resultados dependen de la precisidon de quien traza la curva.

Los métodos a ver seran:

v Regresion Lineal

v’ Regresion Polinomial

v’ Interpolacion de Newton

v’ Polinomios de Interpolacién de Lagrange

v’ Interpolaciéon Segmentaria

6.1.

Regresion Lineal

Regresioén Lineal

Grafico 7. Regresion Lineal

También se conoce como
Aproximacion por Minimos
Cuadrados. El Método consiste en
hallar una linea recta que pase
entre el conjunto de datos dados.

La expresion de una linea recta
es:

y=ax+b

Pero la recta a trazar va a generar un error E.

y=ax+b+E
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Quedando definido el error como:
E=y-ax-b

El error (o Residuo) es la diferencia entre el valor real de vy, y el valor
aproximado.

Para obtener la mejor linea a través de los puntos, se debe minimizar la
suma de los errores residuales:

iZ:,Ei :Zn:(Yi _b_axi)

i=1

Pero esta estrategia, y otras mas, son inadecuadas. La mejor estrategia
consiste en minimizar la suma de los cuadrados de los residuos (S;):

S, :iEf :i(Yi —ax; —h)”

S, =Y (3~ —b)’

Para hallar a y b, se deriva la ecuacidon con respecto a cada coeficiente:

S, N oy
F 2i§=1(yi ax; —b)
S, % oy
Py 2§i=1:[(Yi ax; b)xi]

Igualando las derivadas a cero:

0=y, -Yax -Yb
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0=) xy —» ax’—>» bx
iJi i i

Hallamos las ecuaciones normales. Y se resuelve a través de un sistema de

ecuaciones:

a:nZXiYi_ZXi-ZYi EE—
nzxiz _(Z‘,X)2

Endonde Yy Xsonla medida dey y x respectivamente.

X ¥
n n

Error Estandar de la Aproximacion:

Cuantifica la dispersion alrededor de la linea de dispersion:

La eficiencia del ajuste se cuantifica con el Coeficiente de Determinacion:

I,2 _ St - Sr
St
Y con el Coeficiente de Correlacion:
_ [s.=s,
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Ejemplo:
Ajuste una linea recta a los valores:

X; Yi ‘

1 0,5
2 2,5
3 2
4

5 3,5
6 6
7 5,5

Tabla 12. Valores (x,y) para aplicar Regresion Lineal

Se amplia la tabla para calcular los resultados parciales:

1

2

3 2 6 9

4 4 16 16
5 3,5 17,5 25
6 6 36 36
7 5,5 38,5 49
28 24 119,5 140

Tabla 13. Datos ampliados para calcular Regresion Lineal

n=7
* _ *
a = ~1195) 282 24 a= 0,839285714
7*140-28
9:%39:3,428571429 §:§:>>_<=4

b =3,428571429 —0,839285714*4 = b =0,07142857
Solucién:

y =0,839285714x + 0,07142857
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Regresion Lineal

7

6 *
/0

5

Grafico 8. Resultado de la Regresion Lineal. Generado con MS Excel.

S —

L _ 227143-2,9911

22,7143

El 86,8% de la incertidumbre se ha

12,9911
yix — ﬁisy/x 20,7735

= r’ =0,868

explicado.

6.2.
En algunos casos, las tendencias de las

Regresion Polinomial

ecuaciones se representan mejor

ajustando una curva a los datos
presentados, y siendo una linea recta

una representaciéon pobre del patron.

Regresion Polinomial

El procedimiento de Regresion Lineal

Grafico 9. Regresion Polinomial
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se ajusta a un polinomio de un m-ésimo grado.

2
y=agt+taiX+a X +..+amx"

La suma de los cuadrados de los residuos es:

2 my 2
Sr=Z(yi-ap-aiXi-axX -..-amX )

Se deriva con respecto a cada coeficiente:

0S . 2 m

r—_2 . — —aX —aX —..—a X
aao IZ:;(M a'0 al i 2 m“H
0S .

r—_2) x(y. —a,—ax —ax’—.—a x"
aai ; |(y| a0 al i 2 m~H
05, _ 2> XY, — 8y —aX —aX —..—a,X")
0a, i
05, — _ZZ:x_m(yi —a; —aX —azxf —...—amxim)
aam i=1 |

El sistema de ecuaciones resultante se puede resolver aplicando
cualquiera de los métodos descritos en el capitulo anterior, con m+1

ecuaciones y m+1 incognitas.

2
agh +a15X; + a5 X +amdxi" =Sy
2 3 1
A3 Xi +a15x; + 35X +amyxi =3 X Vi
2 3 4 2 2
oY X +aX +a X + amZXim+ =2 XY

aoZXim + alzxim” + azZXim+2 + amZXi2m =2 X" Yi
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Error Estdndar de la Aproximacion:

S,y = —2
n—(m+1)

Coeficiente de Determinacion:

Coeficiente de Correlacion:

Ejemplo:

Ajustese un Polinomio de 2do Orden a los siguientes datos:

Xi yi ‘
2,1
7,7
13,6
27,2
40,9

5 61,1
Tabla 14. Valores (x,y) para aplicar Regresion Polinomial

W IN|RL|O

n=6, m=2

=E:>)_<=2,5
6

< |
Il

|
Il
N
o
N
W
w
X |
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0 2,1 0 0 0 0 0
1 7,7 7,7 1 1 1 7,7
2 13,6 27,2 4 8 16 54,4
3 27,2 81,6 9 27 81 244,8
4 40,9 163,6 16 64 256 654,4
5 61,1 305,5 25 125 625 1527,5
15 152,6 585,6 55 225 979 2488,8
Tabla 15. Datos ampliados para calcular Regresion Polinomial
Se arma el sistema de ecuaciones:
6ag +15a; +55a, =152,6
153 +55 3, +2253, =585,6
553, +2259; +979a, =2 488,8

Resolviendo se obtiene:

ap=2,47857
a;=2,359 29
a;= 1,86071

La ecuacion queda:

y=2,47857+2,35929 x + 1,860 71 x°

El Error Estandar de Aproximacién queda:

3,746571

" ey =S =112
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Y el Coeficiente de Determinaciéon queda:

2 2513,39 —3,74657

= r? =0,99851
2513,39

Se resuelve la incertidumbre en un 99,851%.

6.3. Interpolacion de Newton

El Polinomio de Interpolacién’ consiste en determinar el tnico polinomio
de n-ésimo orden que se ajusta a los n+1 puntos dados. Este polinomio
proporciona una férmula para calcular los valores intermedios.

Interpolacion Lineal

Interpolacién Lineal

Grafico 10. Interpolacion Lineal

La forma mas simple de interpolacidon es la de conectar dos puntos con
una linea recta.

Usando tridngulos semejantes:

5 .z . .z . . .
Interpolacién: estimacién de valores intermedios entre valore conocidos.
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(00— (%) _ F0x) = F(x,)

X — X, X, — X,
Reordenando:
f(x,)— f(x
1,00 = 1)+ U= L) ()
1 0
Ejemplo:

Calcule In 2, usando interpolacion lineal, sabiendo que In1 =0y que In 6 =
1,7917595

(El valor real deIn 2 =0,693 147 18)

1,7917595-0

f,(2)=0+ 2-1)

f1(2) = 0,358 351 90
Lo cual representa un E,= 48,3%

(Usando un intervalo mas pequefiio, con In 4 = 1,386 294 4, reduce el E,=
33,3%

Interpolacion Cuadratica

El error tan grande en el ejemplo anterior se debe al uso de una linea
recta para aproximar una curva.

Con 3 datos, se puede emplear un polinomio cuadratico:

f2(x) = bo + by (x-Xo) + by (X-X0)(x-X1)
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Interpolacidon Polinomial

2(x)

f(x)

Grafico 11. Interpolacion Polinomial

Por sistema de ecuaciones, se obtienen:
bo = f(xo)

b - f(x)— f(x,)
L7 x —x
1 0

F(x)— F(x)  F04)— (%)
X, = X X — Xy
X; =X

b, =

Ejemplo:

Ajustese el polinomio de 2do grado a los tres puntos dados, para hallar

In 2.
Xo=1 f(xo)=0
X1=4 f(x1)= 1,386 294 4
X,=6 f(x2)= 1,791 7595
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b, = 138629440, b, = 0,46209813
4-1
1,7917595-1,3862944 1,3862944 -0
b, = 6-4 4-1 . p, =0,051873116

6-1
f(x) =0+ 0,46209813 (x-1) + 0,051873116 (x-1)(x-4)
f,(2) = 0,565 844 36; con un E, = 18,4%

6.4. Interpolacion de Lagrange

Interpolacién de Lagrange
El Polinomio de Interpolacion de P grang

Lagrange es una reformulacion del Ty
Polinomio de Newton, que evita los
calculos de las  diferencias il
divididas.

f,00= > LT (%) donde

Li(x):
lj_zlxi - X,
J#

6

N f,(x)
La version lineal es:

—

X=X, X— X,

f,(x) = _ f(x)+

0~ %X X =Xy

f(x)

Grafico 12. Interpolacion de Lagrange

e H - producto de ...
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La version cuadratica es:

f,(x) = (X=%)(X=X,) (%) + (X=X, )(X=X,) () (X=x%,)(X—X,)

(Xo _Xl)(XO _Xz) (X1 _XO)(Xl _Xz) (Xz _Xo)(xz _Xl)

F(x;)

Ejemplo:

Usese el Polinomio de Interpolacién de Lagrange de ler y 2do Orden para
evaluar In 2, en base a los datos:

Xo=1 f(X0)= 0
X1=4 f(x1)=1,386 294 4

X,=6 f(X2)= 1,7917595

ler Orden:

f.(2)= 2=44, 2 _11,3862944 = f,(2) =0,462098133
1-4 4-1
2do Orden:

f,(2)= &= MN2=0) g, (2220, 355pq,, , (2-1(24)
(1-4(1-6)  (4-1)(4-6) (6-1)(6-4)

1,7917595

f,(2) = 0,56584437

Ev(f]_) = 33,33%,‘ Ev(fz) = 18,37%

6.5. Interpolacion Cubica Segmentaria

Existen casos donde la interpolacion con polinomios puede llevar a
resultados erréneos.

Para evitar esos errores se pueden usar Funciones de Interpolacion
Segmentaria (Spline Functions).
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Lineal:

Se halla la pendiente de la recta entre los dos puntos del intervalo, y se
sustituye en la ecuacion de la recta para hallar el valor buscado.

_ (X)) = 1(x)
- Xis1 =X

Ejemplo:

Ajuste los datos con interpolacidon segmentaria de ler orden para x=5, de
acuerdo a los siguientes datos:

3,0 2,5
4,5 1,0
7,0 2,5
9,0 0,5

Tabla 16. Datos (x,y) para Interpolacidon segmentaria de ler orden

n_ 25710 o
7.0—45

060=L=50 . t5)-13
50— 4,5

Cuadratica:

El objetivo es obtener un polinomio de 2do Orden para cada uno de los
intervalos entre los puntos.

Normalmente el polinomio para cada intervalo se representa como:

fi(x) = ax’ + b x + ¢
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Grafico 13. Interpolacion Cubica Segmentaria (Spline)

Luis Castellanos

Para los n+1 puntos (i), existen n intervalos, con 3n incégnitas para

evaluar (a;, b;, ¢

6.6. Ejercicios:

e Utilice Regresion Lineal (Minimos Cuadrados) para ajustar una linea
recta y calcule Error Estandar, Coeficiente de Correlacién, grafique los
puntos y la recta, a los siguientes puntos:

X 1 3 5 7 10

12

13

16

18

20

y 3 2 6 5 8

7

10

12

10
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X 4 6 8 |10 | 14 | 16 | 20 | 22 | 24 | 28 | 28 | 34
VAl 30 | 18 | 22 | 28 | 14 | 22 |16 | 8 | 20 | 8 | 14 | 14
X 0 2 4 4 8 |12 | 16 | 20 | 24 | 28 | 30 | 34
Al 10 | 12 | 18 | 22 | 20 | 30 | 26 | 30 | 26 | 28 | 22 | 20
X 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
y 17 25 30 33 36 38 39 40 41 42

e Utilice Regresion Polinomial

anterior.

para ajustar los datos del ejercicio

e Calcule el log 4 usando Interpolacién Lineal y Cuadrdtica (Newton vy

Lagrange)

o Entrelog3=0,4771213ylog5=0,6989700y

o Entrelog3=0,4771213ylog4,5=0,6532125

e Dados los datos respectivos, calculese usando Polinomios Lineales y
Cuadréticos (Newton y Lagrange):

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
1 2,119 2,910 3,945 5,720 8,695
1 2 3 5 6
4,75 4 5,25 19,75 36
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7. Diferenciacion e Integracion Numérica
7.1. Férmulas de Integracion de Newton-Cotes

Las formulas de integracion de Newton-Cotes son los esquemas mas
comunes en la integracion numérica.

Se basan en la estrategia de reemplazar una funcion complicada, o un
conjunto de datos tabulares, con alguna funcion aproximada que sea mas
facil de integrar.

= [ £ (e~ £, (x)dx

Las formulas a revisar seran:

v Regla del Trapecio

v Regla de Simpson

v" Newton-Cotes de Orden Superior
Regla del Trapecio

O Regla Trapezoidal, es una férmula cerrada’ de Newton-Cotes, vy
corresponden al caso donde el Polinomio es de 1ler Orden.

f(o)-f(a)

()= f(a)+ (x—2a)

7 . . . . ’ . . .z
Se conocen los puntos al principio y al final de los limites de integracion.
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I zjl|:f(a)+ f(bg:;(a) (x—a)}dx

f(a)+ f (b)

= (b-a)—

(Ancho) * (Altura Promedio)®

Geométricamente, la Regla Trapezoidal es equivalente a aproximar el area
del Trapecio bajo la linea recta que une a f(a) y a f(b).

1y

Grafico 14. Regla del Trapecio

El Error en la Regla Trapezoidal es:

1. 3
Et:_ﬁf (&)b-a)

8 . . . T .
El drea de un trapecio se obtiene al multiplicar ancho por la altura promedio.
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Aplique la Regla del Trapecio para integrar

f(x) = 0,2 + 25 x — 200 X* + 675 x>-900 x* + 400 x°;

desdea=0hastab=0,8

f(0)=0,2; f(0,8) = 0,232

| ~0,8

Regla de Simpson

Una manera mas exacta para
obtener una estimacion de una
Integral, es usar Polinomios de
Orden Superior para conectar
los puntos.

A las formulas resultantes de
calcular la integral bajo estos
polinomios se les llama Reglas
de Simpson.

Se conectan los tres puntos (1/3)
con una parabola, y los cuatro
puntos (3/8) con un Polinomio

de 3er orden.

0,2+0,232

=1~=01728

Regla de Simpson

S

y 1/3

ﬂQf(X)

Y 3/8

a b

Grafico 15. Regla de Simpson. 1/3 y 3/8
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- Regla de Simpson de 1/3

Se sustituye un Polinomio de 2do Orden en la ecuacidn:

D C—— T

f (X)dx =~ i f, (x)dx

Integrando y reordenando términos, luego de sustituir a y b por xg y Xy,
y representando a f,(x) mediante un polinomio de Lagrange de 2do

Grado, resulta:

| =g[f(x0)+4f(xl)+ f(%,)]

La etiqueta de “1/3” viene al dividir “h” entre 3.

Reexpresando la ecuacion, se tiene:

F(Xo) +41(x)+ T(x,)
6

| = (b—a)
(Ancho) * (Altura Promedio)
b-a )
Donde a=xq, b=x; y X1= 5 (punto medio entre ay b)

El Error de Truncamiento viene dado por:

1
E,=——h*f®
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Ejemplo:
Use la Regla de Simpson 1/3 para integrar:
f(x)= 0,2 + 25 x — 200 x* + 675 x> — 900 x* + 400 X°

desde a= 0 hasta b= 0,8

f(0)=0,2 f(0,8) = 0,232
f(0,4) = 2,456

0,2 + 4(2,456) + 0,232
6

| =(0,8-0)

1=1,367 466 67

- Regla de Simpson de 3/8

Se ajustan Polinomios de Lagrange de 3er Orden.

D C— T

f (x)dx = T f,(x)dx

| :3_;[f(xo)+3f(x1)+3f(xz)+ f (%)]

h-po-a

Donde 3
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Y se puede reexpresar como:

f(x,)+3F(x)+3F(%,)+ f(x,)
8

| = (b—a)

b-a b-a
donde xp=a; x3=b, x;=a+ 3 ; Xo= a+ ZT

El Error viene dado por:

3 (b-a)
E, = h3f@(g)~x—2"2) ¢

La Regla de Simpson 3/8 es mas exacta que la regla 1/3, sin embargo,

la regla 1/3 usa 3 puntos, y la regla 3/8 usa 4 puntos.
Ejemplo:

Use la Regla de Simpson 3/8 para integrar:

f(x)= 0,2 + 25 x — 200 x> + 675 x> — 900 X" + 400 x°

desde a= 0 hasta b= 0,8

f(0) = 0,2 f(0,8) = 0,232
f(0,266 7) = 1,432 724 28 f(0,533 3)= 3,487 176 96

0,2 + 3(1,43272428) + 3(3,48717696) + 0,232

| =(0,8-0) ;

1=1,519 170 37
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- Formulas de Newton-Cotes de Orden Superior

Las Formulas de Newton-Cotes de Orden Superior, con mas de cuatro
puntos, rara vez se utilizan. La Regla Trapezoidal y/o las Reglas de

Simpson son suficientes en la mayor parte de las aplicaciones.
Comparacion de resultados al Integrar
f(x)= 0,2 + 25 x — 200 x* + 675 x> — 900 x* + 400 X’

(desde a= 0 hasta b=0,8)

0,8
j (0,2 + 25x - 200x2 + 675x° -900x* + 400x° )dx

0

25 200 675 900 400 o8
| =02X+ = x? - x4+ x4 - x5+—x6|
2 4 5 6 0
Regla del Trapecio 0,1728
Regla de Simpson 1/3 1,367 466 67
Regla de Simpson 3/8 1,519 170 37
Teorema Fundamental del 1,640533 34
Calculo (Valor real)

Tabla 17. Comparacion de Resultados usando Newton-Cotes

7.2. Integracion de Romberg

El uso de las Reglas del Trapecio y de Simpson, tienen como consecuencia

gue para valores muy grandes de n, el error aumenta (por los errores de
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redondeo). De igual forma, se necesita un numero muy grande de
segmentos (y esfuerzo de calculo muy grande), para alcanzar altos niveles

de exactitud.

La interpolacién de Romberg es un método disenado para evitar esos
inconvenientes, y esta basado en la aplicacidn sucesiva de la Regla del

Trapecio, y en la Extrapolacion de Richardson.

De hecho, el algoritmo que implementa la extrapolacion de Richardson en

su forma mas eficiente es la Integracion de Romberg.

- Extrapolacion de Richardson

Este método combina las aproximaciones de integracion numeérica para

la obtencion de un tercer valor mas exacto.

El calculo y el error asociado con la Regla Trapezoidal de segmentos

multiples se representa como:
I =1(h) + E(h)
En donde:

e | es el valor exacto de la Integral
e |(h) es la aproximacién de la Integral usando Regla del Trapecio
con n segmentos y con tamafio de pasoh=(b—-a)/n
e E(h) es el error de truncamiento
Si se obtienen dos aproximaciones por separado usando tamanos de

paso hy y hy, y se tiene el valor exacto del error, entonces:
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I(h1) + E(h1) = I(h2) + E(h2)

Al reordenar, sustituir y resolver, queda:

4 1
| =—1(h,)-=1(h)
3 Y 3t
Cuando el intervalo se divide en dos partes, con una estimaciéon de
o(h%).
Para una estimacion de 0(h°) de exactitud se tiene:

16, 1
| =1 ——1,s
15 " 15

Para una estimacion de 0(h®) de exactitud se tiene:

64, 1
=1, -,
63 " 63

Ejemplo:

Calcule mejores estimaciones con 0(h®) y 0(h®) partiendo de los

siguientes datos:

9 . . , . .7
I, = Estimacién mds exacta. |, = Estimacién menos exacta
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Segmentos h Integral
1 0,8 0,172 8
2 0,4 1,068 8
4 0,2 1,484 8

Tabla 18. Datos para aplicar Extrapolacion de Richardson

Con 1y 2 segmentos:
4 1
| = § (1,0688) — § (0,1728) = | =1,36746667
Con 2 y 4 segmentos:
4 1
| = § (1,4848) — 5 (1,0688) = | =1,62346667
0(h®):
16 1
| = E (1,62346667) — E (1,36746667) = | =1,64053334
0(h®):

| = % (1,62346667) — é (1,36746667) = | =1,627530163

- Método de Romberg

En analisis numérico, el Método de Romberg genera una matriz
triangular, cuyos elementos son estimaciones numéricas de la integral

definida siguiente:
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i f (x)dx

Usando la extrapolacién de Richardson de forma reiterada en la regla
del trapecio. El método de Romberg evalua el integrando en puntos
equiespaciados del intervalo de integracion estudiado. Para que este
método funcione, el integrando debe ser suficientemente derivable en
el intervalo, aunque se obtienen resultados bastante buenos incluso
para integrandos poco derivables. Aunque es posible evaluar el
integrando en puntos no equiespaciados, en ese caso otros métodos
como la cuadratura gaussiana o la cuadratura de Clenshaw—Curtis son

mas adecuados.

El método se define de forma recursiva asi:

R(0.0) = 3 (b= a)(f(a) + ()

R(n,0) = %R(n —1,0) + h, EZ fla+ (2k —1)h,)
R(n,m)=R(n,m — 1) + 41711_ I(R(n,m —1)— R(n—1,m —1))
R(n,m) = 4ml_ 1(4“"R(n,m —1)—R(n—1,m—1))

Dado que es la extrapolacidon de Richardson aplicada a un conjunto de
estimaciones de la integral por la regla trapezoidal, la primera de las
columnas se obtiene considerando 2, 3, 5, 9, etc. (2k+1, parak=0,1,2,...)

puntos en el intervalo de integracién, lo que supone que los valores
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sucesivos de 'h' se obtienen dividiendo por 2 el valor anterior, siendo el
valor inicial hg=b-a. El resto de las columnas resulta de aplicar la
extrapolacién a los valores obtenidos en la columna inmediatamente
anterior. Aunque los ejercicios siempre incluyen un numero fijo de
filas, el cdlculo de una fila se realizaria solo si con las filas anteriores no
se ha producido la convergencia al valor requerido con la precisidon

deseada.

Se puede plantear una forma general:

k-1
| . 4 Ij+1.k—1 -1 jk—1

j,k 4k—l _1
Donde:

* |, es la Integral mejorada
+ lis1.k-1 €S la Integral mas exacta
+ lj k-1 €s la Integral menos exacta

+ El indice k indica el nivel de Integracién. k=1 es la estimacion de
Regla del trapecio original, k=2 > 0(h?), k=3 > 0(h%, y asi

sucesivamente.

+ El indice j distingue entre las estimaciones mejores (j+1) y las

menores (j).

Dicha féormula se le atribuye a Romberg y su aplicacidn sistematica es la

denominada Integracion de Romberg.
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Ejemplo 1:

0,172 800 00 1,367 466 67

1,068 800 00

0,172 800 00 1,367 466 67 1,640 533 34

1,068 800 00 1,623 466 67

1,484 800 00

0,172 800 00 1,367 466 67 1,64053334 |—» 1,64053334
1,068 800 00 1,623 466 67 1,640 533 34

1,484 800 00 1,639 466 67

1,600 800 00 -

Tabla 19. Resultados de la Integracion de Romberg (Ejemplo 1)

Ejemplo 2:
Obtener la integral por Romberg de la funcidn f(x) = x en el intervalo
[1,4] dando el resultado con cuatro cifras decimales correctas.

Usando la férmula trapezoidal con 2" subintervalos

( 1 1 \ b—-a
ToX = h\—fa i+ R —fE ) b= fefm) (2% +1 puntos , k=0,1,2,...)
2 2 2k

gue también podemos poner como

b—-a
Tﬁk :_(f{:. + 2 fl + ...+ 2 fgk_l + fgk}
2k+l

Esta férmula tiene como error de truncamiento una expresion del tipo
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Ty

oo

E aj hEi;

i=1

por lo que es posible aplicar la extrapolacion de Richardson a un
conjunto de estimaciones realizadas con esta regla, y esto constituye el
método de integracion de Romberg. Las diferentes estimaciones las
haremos subdividiendo el intervalo de integracidon por 2, por lo que la
estimacion TO gue aparece anteriormente es la obtenida con 2k

aplicaciones de la regla del trapecio.

Se ha visto que para calcular TO* podemos utilizar el valor TO !

previamente calculado, de forma que solo necesitariamos evaluar la
funcién f en los 2* puntos nuevos. Para obtener el resto de columnas
aplicaremos la siguiente férmula recurrente, tal como nos indica la

formula general de la extrapolacion de Richardson:

4111 Tm—lk-'—'l - Tm—lk Tm—l
= = Tt 5™ + , parak=0,1,.. m=12, ..

4"—-1 4™-1
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La tabla resultante es:

Luis Castellanos

INTEGRACION DE ROMBERG

h Ty T, To! T4t T4 Ts! Tg! T+
3.00000000|1.50146484
1.50000000(|0.76609242 (0.52096828
0.75000000(0.43080990(0.31904907|0.30558778
0.37500000|0.30286640|0.26021857|0.25629654 |0.25551414
0.18750000|0.26332769|0.25014812|0.24947675|0.24936850|0.24934440
0.09375000|0.25266245|0.24910738|0.24903799|0.24903103(0.24902971 |0.24902940
0.04687500|0.24993734|0.24902897|0.24902374|0.24902351(0.24902348|0.24902348|0.24902348
0.02343750|0.24925218(0.24902379(0.2490234410.24902344(0.2490234410.24902344|0.249023440.24902344
Tabla 20. Resultados de la Integracion de Romberg (Ejemplo 2)
7.3. Cuadratura Gaussiana

f(x1)

Cuadratura Gaussiana

o)

Grafico 16. Cuadratura Gaussiana

Las formulas de Newton-Cotes
y otras formulas de integracién
se basan en la estimacion de
integrales

en puntos

equiespaciados. Por ello, la
posicion de los puntos esta fija

o predeterminada.

Con el uso de la Regla del

Trapecio, se puede generar un

error muy grande, al pasar el trapecio por los puntos limites.

La cuadratura Gaussiana elimina la restriccion de fijar los puntos

equiespaciados, y los evaltua libremente. Colocando los puntos limites de
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manera adecuada, se evalua una linea recta que balancee los errores

negativos y positivos y ofrezca una solucion mas exacta.

- Método de Coeficientes Indeterminados

La ecuacion de la Regla del Trapecio es:

| ~(b—a)

f(a)+ f(b)
2

Dicha férmula se puede reexpresar como:
| =c, f(a)+c,f(b)

En donde las ¢ son constantes. Al igualar, sustituir, resolver y

reordenar, la ecuacion equivalente a la Regla Trapezoidal queda:

b-a
2

~
~

b—a
f(a)+Tf(b)

- Derivacion de la Férmula de Gauss-Legendre basada en dos puntos
La cuadratura gaussiana determina los coeficientes de una ecuacion de

la forma:
| = c1f(x1) + cof(x2)

En donde las c son los coeficientes incognitas. En contraste a la Regla
del Trapecio, que usa los puntos extremos a y b, los argumentos de la
funcion x; y x, ahora no estan fijos a los puntos extremos, sino que son

incégnitas. Por lo tanto, existen cuatro incdgnitas que se deben
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evaluar, y se requieren de cuatro condiciones para determinarlas

exactamente.

Al igual que con la Regla del Trapecio, se pueden obtener dos de estas
incégnitas suponiendo que la ecuacidon sefialada ajusta exactamente la

integral de una constante y de una funcion lineal.

Para llegar a las otras condiciones, se extiende dicho razonamiento al
suponer que también se ajusta la integral a una funcion parabdlica
(y=x%) y a una funcidn cubica (y=x>). Haciendo eso, se determinan las
cuatro incognitas, conviniendo en derivar una formula de integracion

de doble punto que sea exacta para cubicas.

Se sustituyen y se resuelven las ecuaciones, y se obtiene la Férmula de

Gauss-Legendre de dos puntos:

sz_—1+f 1

3) B

Se toman, para facilitar la formulacion del modelo, los limites de
integracion desde -1 hasta 1, y se sustituye la variable original x por
una nueva variable xq4, para trasladar los limites de integracidon en una

ecuacion lineal:
X = ap+ a1 Xg

tomando x =a para xg=-1y x=b para x4 =1, se obtiene:

‘ (b+a)+(b—-a)x,
2
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cuya derivada es:

Con esas ecuaciones se sustituyen en la ecuacion por integrar x y dx
por X4 y dxq respectivamente, para cambiar el intervalo de integracion

sin cambiar los valores de la Integral.

Ejemplo:

Evalue la Integral siguiente, usando la Cuadratura Gaussiana:
f(x)= 0,2 + 25 x — 200 x> + 675 x> — 900 x* + 400 x°

(desde a= 0 hasta b=0,8)

Se hace un cambio de variable para trasladar los limites:

. (08+0)+(08-0)x,
2

x=0,4+0,4 x4
Al derivar:
dx = 0,4 dxq

Estos valores se sustituyen en la integral
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0,8
j (0,2 + 25x - 200x2 + 675x° - 900X * + 400x° )dx
0

1
j [o,2+ 25(0,4+0,4x,, )-200(0,4+0,4x,)* +675(0,4+0,4%,, ) -...
-1

-900(0,4+0,4x, )" +400(0,4+0,4x, ' ,4ck,

Se evalua la integral en y

f (— ij =0,51674055  f (ij =1,30583723

NE V3

| = f(— %)+ f[%} = | =1,82257778

- Férmulas de Gauss-Legendre con mas de dos puntos

La forma general de mas de dos puntos es:

| = c1f(x1) + cof(X2) + ... + + cof(Xn)

Debido a que la Cuadratura Gaussiana requiere de evaluaciones de la

funcién en puntos que no estan equiespaciados, dentro del intervalo

de integracién, no es aplicable a los casos en que la funcién se
desconoce. Por ello, no se adapta a muchos problemas de la Ingenieria

donde se manejan datos tabulares.

Sin embargo, en donde se conoce la funcién, su eficiencia tiene

grandes ventajas.
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7.4.

0

Ejercicios

Dadas las siguientes integrales, evaluelas usando:

Medios analiticos (Teorema Fundamental del Cdlculo)
Regla del Trapecio

Regla de Simpson 1/3

Regla de Simpson 3/8

Integral de Romberg

Cuadratura Gaussiana

(.J,_1J9(10+2x—6x2 +5x4)alx e_}(xezx)jx
0 0

b. (1 X —4x% +3x° )Jlx ;. (15325X)1x

w'—,m
O'—;I—‘

c j;(4x+8) dx g i(1+2x j

10
a. [ (~46+454x ~138x* +1,71x" - 0,0729x" hix

2
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8. Solucion Numérica de Ecuaciones Diferenciales

8.1. Método de Euler
La primera derivada proporciona

una aproximacion directa a la

f(tn,x(tn)) |

pendiente en x;:

& =f(x,)
Donde f(xi,yi) es la Ecuacién Diferencial'® evaluada en xi y en yi.
Dicha aproximacién se puede sustituir en la ecuacion lineal
Vir1 =Yi +Oh (y=ax + b)
Quedando:
Yier =Yi + f(xi,yi)h

El método de Euler se conoce como el Método de Euler-Cauchy (o

Método de Pendiente Puntual).

Predice un nuevo valor de y usando la pendiente para extrapolar

linealmente sobre el tamafo de paso h.

10 . . . . ; . .
ecuacion en la que intervienen derivadas de una o mas funciones desconocidas
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Error de truncamiento:

LICAD
2

Ejemplo:
Use el Método de Euler para integrar la funcién:
f(x,y)= -2x° + 12x* — 20x + 8,5

x=0 hasta x=4, con tamafo de paso de 0,5. xo=0; yo=1.

Xo=0. Como el paso es 0,5 2 x;=0 + 0,5
y(0,5) = 1+ (-2*0° + 12*0%* - 20*0 + 8,5)*0,5 > y(0,5) = 1+ 8,5*0,5

vy(0,5) = 5,25
f(0,5;5,25) = > f(0;1) = 8,5

y(1,0)= 5,25+(-2*0,5°+12*0,5 — 20*0,5+ 8,5)*0,5 = y(1,0) = 5,875

L x y

0,0 1,00
0,5 5,250
1,0 5,875
1,5 5,125
2,0 4,500
2,5 4,750
3,0 5,875
3,5 7,125
4,0 7,00

Tabla 21. Resultados Método de Euler
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8.2.

8.3.

Método de Euler con Serie de Taylor de Orden Superior

Una manera de reducir el error en el Método de Euler, seria incluir
términos de Orden Superior en la Expansion de la Serie de Taylor

alrededor de la solucion.

Por ejemplo, al incluir el término de 2do orden se obtiene:

Yin =Y+ (4 y:)h +—f ()(2" %) h?

Con un error local de truncamiento de:

E, = f (Xi;yi)hB
6

Pero las derivadas de Orden Superior vienen a ser crecientemente

mas complicadas.

Método de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta tienen la exactitud del esquema de la

Serie de Taylor, sin necesitar del calculo de derivadas superiores.
La formula general es:
yier = Vi + & (x;;yi;h)

donde ¢ (x;yi;h) es la funcién de incremento, y representa el

promedio de la pendiente sobre el intervalo.
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La funcién de incremento se puede escribir en su forma general

como:

¢ =a; kg +az ky +... + anky
Donde las a; son constantes y las k; son:
ki = f(x;; yi)
ko, = f(x; + p1h; yi + g11k1h)

ks = f(xi + p2h; vi + q21kih + q20k;h)

kn = f(x; + pns1h; Vi + An-1,1K1h + Ana2koh + ..o+ Onegn-1kn-1h)

Todas las k son relaciones recurrentes. Por lo que k; aparece en la
ecuacion k,, que aparece en la ecuacion ks, etc. Esta recurrencia

hace a los métodos RK eficientes para su calculo en computadora.

- Métodos de Runge-Kutta de 2do orden:

La version de 2do Orden del Método de RK es:
yirr = Yi+ & (Xiyih) 2 yisr=yi+ (a1 ki + a2 ko) h
donde
ki = f(x;; yi)

ko = f(x; + pah; yi + g11kih)
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Se deben hallar los valores de a4, a5, p1 Y d11. Ello se hace con la
Expansion de la Serie de Taylor para obtener tres ecuaciones

para evaluar las cuatro incognitas:

a;+a=1
d.p1 = 1/2
a.011=1/2

Para poder obtener resultados concretos, se debe “suponer” el
valor de una de las incégnitas, y poder resolver el sistema de tres
ecuaciones y tres incognitas. Se presentan las tres versiones mas

comunmente usadas:
Método de Heun (a, = 1/2)
Haciendo a, = 1/ 2, se generan las siguientes ecuaciones:
visr=Vi+ (% ki+ % ky) h
donde
ki = f(x;; yi)
ko = f(x; + h; y; + h.kq)

(k1 es la pendiente al principio del intervalo, y k; es la pendiente

al final del intervalo).
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Método mejorado del poligono (a, = 1)

Haciendo a; = 1, se generan las siguientes ecuaciones:

Yir1 = Vi + ka.h
donde
ki = f(xi; vi)

k, = f(Xi +% h;yi+% hkl)
Método de Ralston (a, = 2/3)

Haciendo a, = 2/ 3, se generan las siguientes ecuaciones:
yier=Yi+(1/3 ki +2/3 k) h
donde
ki = f(x;; yi)
ko = f(x; + % h; yi + % h.ky)
Ejemplo:

Use los métodos de Runge-Kutta de 2do Orden para integrar

numéricamente la siguiente ecuacion:
f(x;y) = -2x> + 12 x> — 20x + 8,5

desde x=0 hasta x=4, con un tamafo de paso de 0,5. Condicion

inicial en x=0y y=1.
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Heun:
ki =f(0;1) =-2.0° + 12.0°— 20.0 + 8,5 > k; = 8,5

kz = f(Xi + h, yi t+ hkl) -> kz = f(O +0,5;1+ % 8,5) - kz = f(O,S ;
5,25)

k,= f(0,5;5,25)=-2. %> +12. %5°—20. % + 8,5 > k, = 1,250
yisr=VYi+ (%2 ki + 7% kp) h
y(0,5) =1+ (% 8,5+ % 1,250).0,5 = y(0,5) = 3,437 5
Poligono mejorado:
ky = f(0;1) =-2.0° + 12.0° - 20.0 + 8,5 > k, = 8,5

k2= f(Xi+yz h;yi+yzh.k1)9k2= f(0+yz -y2,1+y2y28,5)9k2=
f(% ; 3,125)

ko= f(%;3,125)=-2. %>+ 12. %> —20. % + 8,5 > k, = 4,218 75
v(0,5)=1+4,21875.0,5 > y(0,5) = 3,109 375
Ralston:

ki =f(0;1) =-2.0° + 12.0° - 20.0 + 8,5 > k; = 8,5

k2= f(Xi+%h;yi+%h.k1) > k2= f(O'l'% VZ, 1+% 1/28,5) > k2=
£(0,375 ; 4,1875)
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k, = (0,375 ; 4,1875) = -2. 0,375° + 12. 0,375%— 20. 0,375 + 8,5
> k, = 2,582 031 25

y(0,5)=1+(1/3.8,5+2/32,58203125)0,5 2>

v(0,5) = 3,277 343 75

Poligono Ralston

ka

0,00 - - 1,0000 - - 1,0000 - - 1,0000

(1O 38,5000 | 1,2500 | 3,4375 | 8,5000 | 4,2188 | 3,1094 | 8,5000 | 2,5820 | 3,2773

ol 1,2500 | -1,5000 | 3,3750 | 1,2500 | -0,5938 | 2,8125 | 1,2500 | -1,1523 | 3,1016

(RO -1,5000 | -1,2500 | 2,6875 | -1,5000 | -1,6563 | 1,9844 | -1,5000 | -1,5117 | 2,3477

paoO -1,2500 | 0,5000 | 2,5000 | -1,2500 | -0,4688 | 1,7500 | -1,2500 | 0,0039 | 2,1406

pplo 0,5000 | 2,2500 | 3,1875 | 0,5000 | 1,4688 | 2,4844 | 0,5000 | 1,8945 | 2,8555

CXvON 2,2500 | 2,5000 | 4,3750 | 2,2500 | 2,6563 | 3,8125 | 2,2500 | 2,6602 | 4,1172

Exlom 2,5000 | -0,2500 | 4,9375 | 2,5000 | 1,5938 | 4,6094 | 2,5000 | 0,8008 | 4,8008

Lol -0,2500 | -7,5000 | 3,0000 | -0,2500 | -3,2188 | 3,0000 | -0,2500 | -5,1836 | 3,0313

Tabla 22. Comparacion de resultados de Métodos de RK de 2do orden
- Métodos de Runge-Kutta de 3er orden:
Si se deriva el Método de R-K de 2do Orden, para n=3, se

obtienen seis ecuaciones y ocho incdgnitas, quedando:
Yi+1 =y + [1/6( kl + 4k2 + k3 )]h
donde:

ki = f(xi; vi)
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k, = f(xi + %2.h; y;i + %5.h k)
k3 = f(Xi + h, yi + hkl + thz)
Ejemplo:

Use el método de Runge-Kutta de 3er Orden para integrar

numéricamente la siguiente ecuacion:
f(x;y) = -2 + 12 x> — 20x + 8,5

desde x=0 hasta x=4, con un tamafio de paso de 0,5. Condicion

inicial en x=0y y=1.
k, = f(0;1) = 8,5
k, =(0,25; 3,125) = 4,218 75
ks =(0,5; 0,9688) = 1,250

v(0,5)=1+1/6(8,5+4.4,21875 + 1,250).

v(0,5) = 3,218 75




Calculo Numérico Luis Castellanos

EXoolm 2,2500 | 2,6563 | 2,5000 | 4,0000

ERl0m 2,5000 | 1,5938 |-0,2500| 4,7188

-0,2500 | -3,2188 | -7,5000 | 3,0000

Tabla 23. Resultados de aplicacion de Método RK de 3er Orden
- Métodos de Runge-Kutta de 4to orden:

El método cldsico RK de 4to orden es:
Vier = Vi + [1/6( ki + 2.k, + 2.ks + ks )].h
donde:
ki = f(x;; yi)
k, = f(xi + %2.h; y; + %5.h k)
ks = f(x; + %2.h; y; + %5.h.k»)
ke = f(x; + h; yi + h.ks)

Ejemplo:

Use el método clasico de Runge-Kutta de 4to Orden para

integrar numéricamente la siguiente ecuacion:
f(x;y) = -2x> + 12 x* — 20x + 8,5

desde x=0 hasta x=4, con un tamafio de paso de 0,5. Condicidn

inicial en x=0y y=1.

k, = (0;1) = 8,5
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k, =1(0,25; 3,125) = 4,218 75
ks = (0,25; 1,054 688) = 4,218 75
ks =1(0,5; 2,109 375) = 1,250
y(0,5)=1+[1/6(8,5+2.4,21875+2.4,21875+1,250)]. %

y(0,5) = 3,218 75

- - - - 1,0000

8,5000 | 4,2188 | 4,2188 | 1,2500 | 3,2188

1,2500 |-0,5938 | -0,5938 | -1,5000 | 3,0000

-1,5000 | -1,6563 | -1,6563 | -1,2500 | 2,2188

-1,2500 | -0,4688 | -0,4688 | 0,5000 | 2,0000

0,5000 | 1,4688 | 1,4688 | 2,2500 | 2,7188

2,2500 | 2,6563 | 2,6563 | 2,5000 | 4,0000

2,5000 | 1,5938 | 1,5938 |-0,2500 | 4,7188

-0,2500 | -3,2188 | -3,2188 | -7,5000 | 3,0000

Tabla 24. Resultados de aplicacion de Método RK de 4to Orden

- Métodos de Runge-Kutta de orden superior:
Donde se requiere mayor exactitud, se recomienda el método RK
de 5to Orden (Butcher 1964). Sin embargo, la experiencia dice
gue es muy complejo el método y es elevado el nimero de
calculos, en contraposicidon al resultado. Por ello generalmente

se considera que no vale la pena el esfuerzo tan grande.
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Yisr =Vi+[1/90( 7.ky + 32.ks + 12.ks + 32.ks + 7.kg )].h
donde:
ki = flxi; yi)
ko = f(x; + %h, y;+ % .h.k,)
ks = f(x; + %4.h; yi + 1/8.h.k; + 1/8.h.k;)
ka= f(xi+% h;yi—% h.k, + h.ks)
ks = f(xi+ % h;y;+3/16 h.ky+9/16 h.ks)

ke = f(xi + h; yi—3/7 hky+2/7 hk,+ 12/7 hks —12/7 hks + 8/7
hks)

Ejemplo:

Use el método clasico de Runge-Kutta de 5to Orden para

integrar numéricamente la siguiente ecuacion:
f(x;y) = -2x° + 12 x> — 20x + 8,5

desde x=0 hasta x=4, con un tamafio de paso de 0,5. Condicidn

inicial en x=0y y=1.
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0,00 - - - - - - 1,0000

(U108 38,5000 | 6,1836 | 6,1836 | 4,2188 | 2,5820 | 1,2500 | 3,2188

Mool 1,2500 | 0,1992 | 0,1992 |-0,5938 | -1,1523 | -1,5000 | 3,0000

RIo -1,5000 | -1,6602 | -1,6602 | -1,6563 |-1,5117 | -1,2500 | 2,2188

paool -1,2500 | -0,8945 | -0,8945 | -0,4688 | 0,0039 | 0,5000 | 2,0000

paclol 0,5000 | 0,9961 | 0,9961 | 1,4688 | 1,8945 | 2,2500 | 2,7188

ENoOm 2,2500 | 2,5117 | 2,5117 | 2,6563 | 2,6602 | 2,5000 | 4,0000

SRl 2,5000 | 2,1523 | 2,1523 | 1,5938 | 0,8008 |-0,2500 | 4,7188

Yoo -0,2500 | -1,5820 | -1,5820|-3,2188 | -5,1836 | -7,5000 | 3,0000

Tabla 25. Resultados de aplicacion de Método RK de 5to Orden

8.4. Sistemas de Ecuaciones

Para armar un sistema de ecuaciones diferenciales, se representa

de la siguiente manera:

d

(Y Yo Vi)
dx

d

%: £, (X Vi Vaiees V)
dy,

v NGRS
X
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La solucidon de este sistema requiere que las n condiciones iniciales

se conozcan, para un valor inicial de x.

Luis Castellanos

El procedimiento de solucion del sistema de ecuaciones implica

aplicar el método de un paso a cada una de las ecuaciones antes de

continuar al siguiente paso.

Ejemplo 1:

Resuelva el siguiente conjunto de ecuaciones, usando el Método de

Euler, suponiendo que en x=0 2 y; = 4; y, = 6. Intégrese a x = 2, con

un paso de 0,5.

dy,

dx

dx

o5y, Y2 _4_03y, 01y,

Recordar que el Método de Euler es: Yi+1 =Y; + f(x,yi)h

v1(0,5)=4 + (-0,5 x 4) x 0,5 = y,1(0,5)= 3

y2(0,5)=6+(4—-0,3x6—-0,1x4)x0,5 2> y,(0,5)=6,9

X Al y2
0,00 4,000000 6,000000
0,50 3,000000 6,900000
1,00 2,250000 7,715000
1,50 1,687500 8,445250
2,00 1,265625 9,094088

Tabla 26. Resultado del Sistema de Ecuaciones Diferenciales empleando Método de Euler
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Ejemplo 2:

Resuelva el siguiente conjunto de ecuaciones, usando el Método de

RK de 4to Orden, suponiendo que en x=0 =2 y; = 4; y, = 6. Intégrese

ax=2,conun paso de0,5.

dy,
dx

=—-05y

dy,

- —==4-0,3y, -01y,

1, dX

Recordar que el Método de RK de 4to Orden es:

Visr = Vi + [1/6( ke + 2.kz + 2.ks + kg )].h

ki = f(xi; yi)

ko, = f(x + %%.h; yi + %.h k)
ks = f(x; + %2.h; y; + %2.h k)

ks = f(xi + h; y; + h.ks)

kl,l = f(0,4,6) 9 k1'1 =-0 ,5(4) 9 k1,1 =-2

k1,2 = f(0,4,6) 9 k1,2 =4 - 0,3(6) - 0,1 (4) 9 kl,l = 1,8

0,00 - - - - 4,000000 - - - - 6,000000
0,50 2,00;)000 1,75;)000 1,78_1250 1,5521688 3,115234|1,800000 | 1,715000 | 1,715125|1,631794 | 6,857670
1,00 1,55_7617 1,36_2915 1,38_7253 1,21;)804 2,426171|1,631175|1,547778 | 1,549165 | 1,468163 | 7,632106
1,50 1,21;5086 1,06_1450 1,08;)404 0,94_2985 1,889523 |1,467751|1,387997|1,390188 | 1,313243 | 8,326886
2,00 0,9421762 0,82_6666 0,84_1428 0,7321404 1,471577|1,312982 | 1,238127|1,240789 | 1,168935 | 8,946865

Tabla 27. Resultado del Sistema de Ecuaciones Diferenciales empleando Método de RK de 4to Orden
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8.5.

Métodos de Pasos Multiples

Los métodos de un paso utilizan la informacidén de un solo punto x;
para predecir un valor de la variable dependiente y;;1, en un punto
posterior xi,1. Las técnicas alternas se llaman métodos de pasos

multiples.

La curvatura de las lineas que conectan los puntos conocidos

proporciona informacion referente a la trayectoria de la solucion.
Método de Heun sin principio

El método de Heun usa el método de Euler como un predictor, y la

Regla del Trapecio como corrector.

Predictor: Corrector:

ICHDERICTH N
2

Yi0+1=3/i + £ (% y)h Yia=Yit

Tabla 28. Predictor inicial y Corrector en Método de Heun sin principio

Tanto el predictor como el corrector van a arrastrar errores locales
de truncamiento de 0(h?) y 0(h®) respectivamente. Por lo que el
predictor presenta el mayor error. Una manera de mejorar el
resultado es desarrollar un predictor que también tenga un error de
0(h?), empleando el método de Euler y la pendiente en yi,:

yo, =Y.+ F(X;¥,)2h, quedando
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Predictor: Corrector:

YD)+ (%0 yia)

i+17 Ji+l h

yl=y"+
Yo, =y" + f(x;y™2n | T 2

(paraj=1,2,..,m)

Tabla 29.Predictor y Corrector en Método de Heun sin principio
El corrector se aplica iterativamente desde j = 1 a m, para obtener

soluciones refinadas.

Las iteraciones se terminan en cualquier paso del calculo en base al

criterio de paro:

i i-1
Yia = Yia
i

yi +1

AR 100%

Ejemplo:

Use el método de Heun sin principio para integrar y= 4 e *® — 0,5y

desde x =0 a x = 4, con tamafio de paso 1.

Condiciones inicialesenx=0esy=2;yenx=-1esy=-0,392 995

325.

Se usa el predictor inicialmente:

Yo, =y™ + f(x;y")2h = y? = -0,392995325 + [4e°*® —0,5(2) (1)
y, =5,607004675

Y se usa el corrector para calcular el valor:
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fOxy™)+ F (X ij+_11)
! h=

Yia=y"+

(46°3© —0,5x2)+ (4e°*® — 0,5x5,607004675)
2

Y ahora se usa el corrector iterativamente

Y, =2+ 1= y! =6,549330688

3-+(4e"°® —0,5x6,549330688),
2

yi =2+ — y? =6,313749185

Las iteraciones convergen al valor 6,360 865 49 (2, = - 2,68%).

En el siguiente paso, el predictor es:
y2 =2+ [4e°%® _0,5(6,36086549) (1) = y° =13,4434612

El corrector sera de 15, 955 395 53, y con las sucesivas iteraciones

el resultado converge a 15,3022367 con un error de 3,090%.

x yverdadera y heun 2, %

0 2,0000000 | 2,0000000 | 0,00
1 6,1946314 | 6,3608655 | 2,68
2 14,8439219 |15,3022367 | 3,09
3 33,6771718 |34,7432761| 3,17

4 75,3389626 |77,7350962| 3,18
Tabla 30. Resultados Método de Heun sin principio

Féormulas de Newton-Cotes

Las formulas de Newton-Cotes se basan en ajustar un polinomio de
interpolacidon de n-ésimo grado para n+1 puntos conocidos de v, y

después se usa para calcular la integral.

Existen formulas abiertas y formulas cerradas.
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- Foérmulas Abiertas

Se emplea para n puntos equiespaciados. La ecuacion general

es:
Yia=Yiant J.:ijl f.(x)dx

Donde f,(x) es un polinomio de interpolaciéon de n-ésimo orden.
Paran=1- yi1 =vyi1 + 2hf,
Paran =2 - Vi1 = Yiz + 72 h (f + fi1)
Paran=3 = yi1=Vis+ % h (2f - fi1+2 foa)
- Formulas Cerradas

Se expresa como:

yi+1 = yi—n+1 + J.:M fn (X)dX

i-n+l

Paran=1-2 vy, =yi+%h (fi + fi1)

Paran =2 - yi1 = Vi1 + 1/3 h (fi.s +4f + fir1)

(equivalente a la Regla de Simpson de 1/3).
Férmulas de Adams

Las férmulas de Adams se pueden obtener de varias formas. Un
método es el de escribir una expansion hacia delante de la Serie de

Taylor, alrededor del punto x.
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Reescribiendo, reagrupando, sustituyendo, se obtiene la segunda

Luis Castellanos

= +fh+f; h2+f‘” h® +
Yia = Yi T 2 3

formula abierta de Adams:

También se conoce como la Formula de Adams-Bashforth o Ia
segunda Formula de Adams-Bashforth. Se pueden sustituir las

derivadas de orden superior por aproximaciones, para representar

3 1 5 "
=y +hlZf —=f _ |[+=h% +0lh®
y|+1 yl (2 | 2 |2j 12 i ( )

la Formula de abierta de Adams de n-ésimo orden:

n-1
yi+1 = yi + hZﬂxfi-k +O(hn+l)
k=0

Error local
3 1 5 .
2 = - 2 nf
2 2 12 (‘f)
3 23 _16 El 3 h*f@(¢)
12 12 12 24
. | B | 5 [ [ 9 Bl
24 24 24 24 720
s 1901 3 2774 | 2616 3 1274 251 475 heF O (5)
720 720 720 720 720 1440
. 4277 3 7923 | 9982 3 7298 | 2877 3 475 19087 W §© ( é:)
720 720 720 720 720 720 60480

Tabla 31. Coeficientes y errores en los predictores de Adams-Bashforth
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Una expansion de la Serie de Taylor alrededor de x;,1 representa las

Férmulas Cerradas de Adams (Adams-Moulton), luego de resolver,

sustituir, agrupar y reordenar:

n-1
Yin=Yit hZIBxfm-k +O(hn+l)
k=0

c Bo B1 B, Bs B, ‘ Bs Error local
1 1 1 .

2 = = —hf
2 2 12 (é)
5 8 1 1

3 > = - —h*fO
12 12 12 24 (5)

s | 9 | 1| 51 19 psrog)
24 24 24 24 720

, | 251 | 646 | 264 | 106 | 19 27 o)
720 720 720 720 720 1440

. 475 1427 3 798 482 3 173 27 863 h7f(6’(§)
1440 1440 1440 | 1440 1440 | 1440 60480

Tabla 32. Coeficientes y errores en los predictores de Adams-Moulton

Método de Milne

Es el Método de Pasos Multiples de Orden Superior mas

comunmente usado, y se basa en las Férmulas de Integracién de

Newton-Cotes. Toma la Formula abierta de Newton-Cotes de tres

puntos como predictor:
Yi0+1 =VYis +?<2 fi" - fi—1+2fi—2)

Y toma la Férmula cerrada de Newton-Cotes de tres puntos (Regla

de Simpson) como corrector:
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Yia =Y +g(fim1 +4f" + f.j_l)

i+1

Con un error de:

28 .
E, :2_9<Yi _yio)

Ejemplo:

Use el Método de Milne para integrar y'= 4e”® — 0,5y desde x=4,

usando un tamano de paso de 1. Condicion inicial de x=0 es y=2.
Se tienen los valores exactos (calculados analiticamente):
Xiz=-3;X2=-2;X.1=1
Viz =-4,547 302 219; yi, =- 2,306 160 375; x;.; =-0,392 995 325
Se emplea el predictor para calcular un valoren x = 1:
Yo' =-4,547 302219 + ¥4 [2(3) — 1,993 813 519 + 2(1,960 666 259)]
=6,02272313,conune, =2,8%
Se emplea el corrector para calcular

yil=-0,392 995 325 + % [1,993 813 519 + 4(3) + 5,890 802 157]

=6,235209902, conun e, =-0,66%

Este resultado se introduce en la formula del corrector para

“corregir” iterativamente la aproximacion. Este proceso
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converge a un valor corregido final de 6,204 854 65, con un €, = -

0,17 %.

Los valores completos son:

—

0 2,000 000 00 -

1 6,204 854 65 -0,17 %.
2 14,860 307 20 -0,11 %.
3 33,724 260 10 -0,14 %.
4 75,432 948 70 -0,12 %.

Tabla 33. Resultados de aplicar el Método de Milne

Método de Adams de Cuarto Orden

Es otro Método de Pasos Multiples ampliamente utilizado, y se basa
en las Férmulas de Adams, usando las Férmulas de 4to Orden de
Adams-Bashforth como predictor:

55 59 er37fm 9]”"]

O =yM4h —=f"-=f"+—f" ——Tf
y|+1 yl (24 i 24 i-1 24 i-2 24 i-3

Y las Formulas de Adams-Moulton de 4to orden como corrector:

- 9 .. 19 5 1
VLY B Rl AL X R
y|+1 yl (24 i+1 24 i 24 i-1 24 |—2]

Y como errores (para los cuadros de las Tablas 34 y 35

respectivamente):
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251 . 19 (,m

Ejemplo:

Use el método de Adams de 4to orden para integrar y’= 4e%® — 0,5y
desde x=4, usando un tamafo de paso de 1. Condicidén inicial de x=0

es y=2.
Se emplea el predictor para calcular un valor en x = 1:

Yo' =2+ 1(°%/24 3 - %%/24 1,993 813 519 + /54 1,960 666 259 - %/24 2,649 382 908

=6,002 716992, conun e, =3,1%
Se emplea el corrector para calcular

yi' =2+ 1 (%54 5,900 805 218 + %54 3 - 5/24 1,993 813 519 + 54 1,960 666 259)

=6,254 118 568, conune€,=-0,96 %

Este resultado se introduce en la formula del corrector para
“corregir” iterativamente la aproximacion. Este proceso
converge a un valor corregido final de 6,214 423 582, con un €, =

0,32 %.

8.6. Ejercicios
1. Resuelva la ecuacion dy/dx = yx2 —vy, desde x=0 hasta x=2, donde y(0)=1,

aplicando:
a. Método de Euler; h=0,5
b. Método de Euler; h=0,25
c. Método de Heun; h=0,5; e,= 1%
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d. Método de Heun; h=0,25; .= 1%

e. Método de Poligono Mejorado; h=0,5
f. Método de Poligono Mejorado; h=0,25
g. Método de Ralston; h=0,5

h. Método de RK de 4to Orden; h=0,5

2. Resuelva la ecuacién dy/dx = xVy, desde x=0 hasta x=1, donde y(0)=1,

aplicando:
a. Método de Euler; h=0,5
b. Método de Euler; h=0,25
c. Método de Heun; h=0,5;€,= 1%
d. Método de Heun; h=0,25;€,= 1%
e. Método de Poligono Mejorado; h=0,5
f. Método de Poligono Mejorado; h=0,25
g. Método de Ralston; h=0,5
h. Método de RK de 4to Orden; h=0,5

3. Use el Método de Euler con tamafo de paso de 1 para resolver el
siguiente sistema de ecuaciones, de x=0 a x=10, en donde y,;=25y y,= 7
en x=0:

a. “/e=y1-0,1y1y,
b. “*/5=-0,5y,+0,02 yay,

4. Use el Método de RK de 4to orden con tamafo de paso de 1 para
resolver el siguiente sistema de ecuaciones, de x=0 a x=10, en donde
y1=25y y,= 7 en x=0:

a. “/e=y1-0,1y1y;
b. */5=-0,5y,+0,02 yay,
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5. Resuelva la ecuacion dy/dx = -0,5y, desde x=2 hasta x=3, con un tamafio
de paso de 0,5; aplicando:

a. Método de Heun sin principio; condiciones iniciales de y(1,5)=
4,723 67; y(2,0)= 3,678 79; € = 1 %. (Analiticamente se
obtuvieron los siguientes valores: y(2,5)= 2,865 05; y(3,0)= 2,231
30).

b. Método de Milne; con los valores de y(0,5)= 7,788 01; y(1,0) =
6,065 31; ;= 0,01 %

c. Método de Adams de 4to Orden, €,= 0,01 %

6. Resuelva la ecuacion dy/dx = -Y/.; desde x=4 hasta x=5, con un tamafio
de paso de 0,5; aplicando:

a. Método de Heun sin principio; condiciones iniciales de y(2,5)=
1,2; y(3,0)= 1; y(3,5)= 0,857 142 857; y(4,0)= 0,75; € = 1 %.
(Analiticamente se obtuvieron los siguientes valores: y(4,5)=
0,666 666 67; y(5,0)=0,6).

b. Método de Milne; €,= 0,01 %

c. Método de Adams de 4to Orden, €,= 0,01 %
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10. Apéndice 1. Matematicos ilustres.

10.1. Brook Taylor

Brook Taylor (Edmonton, Middlesex, Inglaterra, 18
de agosto de 1685 - Somerset House, Londres, 29
de diciembre de 1731) fue un matematico britanico.

Hijo de John Taylor, del Parlamento de Bifrons, y de
Olivia Tempest (hija de Sir Nicholas Tempest). Entré
en la Universidad de St. John de Cambridge como
estudiante en 1701. Se licencid en Derecho en
1709, y se doctord en 1714. Estudié matematicas

con John Machin y John Keill. En 1708 encontré una
importante solucién del problema del "centro de oscilacion" que, sin embargo,
no se publicd hasta mayo de 1714 ("Phylosophycal Transactions of the Royal
Society" vol.28), lo que provocé una disputa sobre su autoria con Johann
Bernoulli.

En su Methodus Incrementorum Directa et Inversa (Londres, 1715) desarrolld
una nueva parte dentro de la investigacion matemadtica, que hoy se llama
calculo de las diferencias finitas. Entre las distintas aplicaciones, se usé para
determinar la forma del movimiento de una cuerda vibrante, reducido por él
por vez primera con éxito a principios mecanicos. El mismo trabajo contenia la
famosa férmula conocida como Teorema de Taylor, cuya importancia sélo se
reconocié en 1772, cuando Lagrange se dio cuenta de su valor y lo definid
como "el diferencial principal del fundamento del cdlculo".

En su Ensayo sobre la prospectiva lineal (Londres, 1715) Taylor expresd los
verdaderos principios de la prospectiva de modo mas original y general que los
anteriores; pero el trabajo tuvo algun problema por su brevedad y su
oscuridad, defectos que se pueden aplicar a la mayor parte de sus obras; este
trabajo necesité el perfeccionamiento que desarrollaron Joshua Kirby (1754) y
Daniel Fournier (1761).

Taylor fue elegido miembro de la Royal Society a principios de 1712 y el mismo
ano pasoé a formar parte del comité para el juicio sobre reclamos de Sir Isaac
Newton y Gottfried Leibniz; desde el 13 de enero de 1714 al 21 de octubre a
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1718 fue secretario de la sociedad. Desde 1715 sus estudios dan un giro
filosofico y religioso. A partir de este afio mantuvo correspondencia con Pierre
Rémond de Montmort sobre las doctrinas de Nicolds Malebranche; a raiz de
ello, se encontré entre sus cartas y tratados inacabados tratados Sobre los
sacrificios hebreos y Sobre la legitimidad de comer sangre, escritos por él a su
regreso de Aquisgran en 1719.

Su matrimonio en 1721 con una dama de Wallington, Surrey le enemisté con
su padre, que acabd en 1723 tras la muerte de su mujer durante el parto, en el
qgue también murié el nifo. Los dos afos siguientes los pasé con su familia en
Bifrons; en 1725 se casd, esta vez con la aprobacidn de su padre, con Sabetta
Sawbridge de Olantigh, que también murié de parto en 1730; en esta ocasion,
sin embargo, su hija sobrevivid. Su fragil salud hizo que su estado degenerara
con rapidez; murié en Somerset House, y le enterraron en la iglesia de St Ann's,
Soho. Desde la muerte de su padre (1729) habia heredado la propiedad de
Bifrons. Como matematico, era el Unico inglés tras Isaac Newton y Roger Cotes
capaz de competir con matematicos como Johann Bernoulli. Sin embargo, gran
parte de los resultados de su demostracion no tuvieron repercusion o se
perdieron a causa de su incapacidad de expresar sus ideas completamente y
con claridad.

Un trabajo pdéstumo titulado Contemplatio Philosophica fue impreso en 1793
por su sobrino, Sir William Young, que tenia un prélogo sobre la vida del autor
y las cartas recibidas por Bolingbroke, Bossuet. Muchos de sus articulos breves
se publicaron en la "Phylosophycal Transactions of the Royal Society",
volumenes del 27 al 33, incluyendo los informes de algunos experimentos
interesantes sobre el magnetismo e sobre la atraccion del vaso capilar. Publicé
en 1719 una versién mejorada de su trabajo sobre la prospectiva, con el titulo
Nuevos principios de la prospectiva lineal, revisada por Colson en 1749, e
impresa con el retrato y la biografia del autor en 1811.

Taylor en su obra Methodus Incrementorum hizo una primera aproximacion
completa sobre la refraccién astrondmica.

En 1715, Taylor encuentra que el movimiento de un punto arbitrario de la
cuerda es el de un péndulo simple y determina su tiempo de vibracidon
(periodo). Obtiene en su lenguaje propio, un tanto distinto del nuestro, la
ecuacion diferencial de la cuerda vibrante, es decir la ecuacidon unidimensional
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10.2.

10.3.

de ondas, y a partir de ella halla una solucién: la forma de la curva que toma la
cuerda en un instante dado es sinusoidal.

http://es.wikipedia.org/wiki/Brook Taylor

Colin Maclaurin

Colin Maclaurin (Kilmodan, febrero de 1698 -
Edimburgo, 14 de junio de 1746) (48 afios) fue un
matematico escocés. r £y

Hijo de un ministro de parroquia en Argyll (Escocia),
quedo huérfano de padre a los seis meses y huérfano
de madre a los nueve afios de edad. A los once afios
ingreso en la universidad de Glasgow y se gradud a
los catorce.

En 1725 Maclaurin fue recomendado por Isaac Newton para un puesto en la
Universidad de Edimburgo, donde paso el resto de su vida. Ocho afios después
se caso con Ana Stewart, con quien tuvo siete hijos. En 1742 publicd Treatise of
Fluxions, donde introduce la llamada serie de Maclaurin, que permite evaluar
funciones.

También en 1742 hallé la férmula que relaciona la velocidad de rotacion de una
esfera autogravitante con su achatamiento. Para deducirla considerd el
equilibrio hidrostatico entre dos columnas de liquido, una polar y otra
ecuatorial, que confluyen en el centro de la Tierra.

En 1748, pédstumamente, se publica “Treatise of Algebra”. En este tratado usé
determinantes para resolver ecuaciones de cuatro incégnitas. Dos afos
después este método fue popularizado por Gabriel Cramer como Regla de
Cramer.

http://es.wikipedia.org/wiki/Colin Maclaurin

Isaac Newton

Sir Isaac Newton (25 de diciembre de 1642 JU — 20 de marzo de 1727 JU; 4 de
enero de 1643 GR — 31 de marzo de 1727 GR) fue un fisico, filédsofo, tedlogo,
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inventor, alquimista y matematico inglés, autor de los Philosophiae naturalis
principia mathematica, mas conocidos como los Principia, donde describid la
ley de la gravitacidn universal y establecié las bases de la mecdanica clasica
mediante las leyes que llevan su nombre. Entre sus otros descubrimientos
cientificos destacan los trabajos sobre la naturaleza de la luz y la 6ptica (que se
presentan principalmente en su obra Opticks) y el desarrollo del cdlculo

matematico.

Newton comparte con Leibniz el crédito por el
desarrollo del calculo integral y diferencial, que
utilizé para formular sus leyes de la fisica. También
contribuyé en otras areas de la matematica,
desarrollando el teorema del binomio y las formulas
de Newton-Cotes.

Entre sus hallazgos cientificos se encuentran el

descubrimiento de que el espectro de color que se
observa cuando la luz blanca pasa por un prisma es inherente a esa luz, en
lugar de provenir del prisma (como habia sido postulado por Roger Bacon en el
siglo XIlIl); su argumentacién sobre la posibilidad de que la luz estuviera
compuesta por particulas; su desarrollo de una ley de conveccién térmica, que
describe la tasa de enfriamiento de los objetos expuestos al aire; sus estudios
sobre la velocidad del sonido en el aire; y su propuesta de una teoria sobre el
origen de las estrellas. Fue también un pionero de la mecanica de fluidos,
estableciendo una ley sobre la viscosidad.

Newton fue el primero en demostrar que las leyes naturales que gobiernan el
movimiento en la Tierra y las que gobiernan el movimiento de los cuerpos
celestes son las mismas. Es, a menudo, calificado como el cientifico mas grande
de todos los tiempos, y su obra como la culminacién de la revolucion cientifica.
El matematico y fisico matemadtico Joseph Louis Lagrange (1736-1813), dijo
que "Newton fue el mas grande genio que ha existido y también el mas
afortunado dado que sélo se puede encontrar una vez un sistema que rija el
mundo."

http://es.wikipedia.org/wiki/lsaac_Newton



http://es.wikipedia.org/wiki/Isaac_Newton

Calculo Numéri Luis Castellan
alculo Numérico 100 uis Castellanos

10.4. Joseph Raphson

Joseph Raphson fue un matematico Inglés mejor conocido por el método de
Newton-Raphson. Poco se sabe sobre su vida, e incluso sus afios exactos del
nacimiento y la muerte son desconocidas, aunque la matematica historiadora
Florian Cajori sefiald como las fechas aproximadas 1648-1715. Raphson asisti
al Jesus College en Cambridge, donde se gradud con una maestria en 1692. Fue
nombrado miembro de la Real Sociedad el 30 de noviembre de 1689, después
de haber sido propuesto como miembro por Edmund Halley.

El trabajo mas notable de Raphson es el "Analysis Aequationum Universalis",
gue fue publicado en 1690. Contiene un método, conocido actualmente como
el método de Newton-Raphson, para aproximar las raices de una ecuacion.
Isaac Newton habia desarrollado una férmula muy similar en su Método de las
fluxiones, escrito en 1671, pero este trabajo no seria publicado hasta 1736, casi
50 afios después del andlisis de Raphson.

Sin embargo, la versiéon Raphson del método es mas simple que la de Newton,
y por lo tanto, se considera generalmente superior. Por esta razén, es la
versidon Raphson del método, en lugar de Newton, que se encuentra en los
libros de texto en la actualidad.

Raphson fue un firme partidario de la afirmacién de que Newton, y no
Gottfried Leibniz, es el Unico inventor del calculo. Ademas, Raphson tradujo la
"Arithmetica Universalis" de Newton al inglés.

http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph Raphson
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10.5. Carl Friedrich Gauss

Johann Carl Friedrich Gauss (GauB) (?-i) (30 de abril
de 1777, Brunswick — 23 de febrero de 1855,
Gottingen), fue un matemadtico, astronomo,
geodésico, y fisico alemdn que contribuyé
significativamente en muchos campos, incluida la
teoria de numeros, el analisis matematico, |la
geometria diferencial, la estadistica, el algebra, la
geodesia, el magnetismo y la éptica. Considerado «el

principe de las matematicas» y «el matematico mas
grande desde la antigliedad», Gauss ha tenido una influencia notable en
muchos campos de la matematica y de la ciencia, y es considerado uno de los
matematicos que mas influencia ha tenido en la Historia. Fue de los primeros
en extender el concepto de divisibilidad a otros conjuntos.

Gauss fue un nino prodigio, de quien existen muchas anécdotas acerca de su
asombrosa precocidad. Hizo sus primeros grandes descubrimientos mientras
era apenas un adolescente y completd su magnum opus, Disquisitiones
Arithmeticae a los veintiun afios (1798), aunque no seria publicado hasta 1801.
Fue un trabajo fundamental para que se consolidara la teoria de los nimeros y
ha moldeado esta area hasta los dias presentes.

http://es.wikipedia.org/wiki/Carl Friedrich Gauss

10.6. Wilhelm Jordan

Wilhelm Jordan (1842-1899) fue un geodesista aleman
que hizo trabajos de topografia en Alemania y Africa.

Es recordado entre los matematicos por su algoritmo de
Eliminacidn de Gauss-Jordan que aplicd para resolver el
problema de minimos cuadrados. Esta técnica algebraica
aparecio en su Handbuch der Vermessungskunde (1873).

Wilhelm Jordan, en su trabajo sobre topografia, usé el
método de minimos cuadrados de forma habitual. Como en astronomia,
cuando se realizan observaciones geodésicas existe una redundancia en
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medidas de angulos y longitudes. No obstante, existen relaciones que conectan
las medidas, y se pueden escribir como un sistema lineal sobre-determinado
(mas ecuaciones que incognitas) al cual se le aplica el método. El propio Jordan
participé en trabajos de geodesia a gran escala en Alemania como en la
primera topografia del desierto de Libia. En 1873 fundé la revista alemana
Journal of Geodesy y ese mismo afio publicé la primera edicién de su famoso
Handbuch.

Como los métodos de minimos cuadrados eran tan importantes en topografia,
Jordan dedicd la primera seccion de su Handbuch a este asunto. Como parte de
la discusidn, dio una detallada presentacion del método de eliminacion de
Gauss para convertir el sistema dado en triangular. Entonces mostré como el
técnica de sustituciéon hacia atras permitia encontrar la solucidon cuando se
conocian los coeficientes. Sin embargo, anota que si se realiza esta sustitucion,
no numérica sino algebraica-mente, se pueden obtener las soluciones de las
incégnitas con formulas que involucran los coeficientes del sistema. En la
primera y segunda edicién (1879) de su libro simplemente dio estas formulas
pero en la cuarta edicién (1895) dio un algoritmo explicito para resolver un
sistema de ecuaciones con matriz de coeficientes simétrica, que son las que
aparecen en los problemas de minimos cuadrados. Este algoritmo es, en
efecto, el método de Gauss-Jordan.

Aunque Jordan no usé matrices como lo hacemos actualmente, realizaba el
trabajo sobre tablas de coeficientes y explicaba cémo pasar de una fila a la
siguiente, como muchos textos hacen hoy en dia. La mayor diferencia entre su
método y el actual es que Jordan no hacia el pivote de cada fila igual a 1
durante el proceso de soluciéon. En el paso final, simplemente expresaba cada
incégnita como un cociente con el pivote como denominador.

El Handbuch se convirtié en un trabajo estandar en el campo de la geodesia,
llegando hasta diez ediciones en aleman y traducciones a otras lenguas. Incluso
la octava edicién de 1935 contenia la primera seccién con la descripcién del
método de Gauss-Jordan. En la edicion mas reciente, publicada en 1961, ya no
aparece. Por supuesto, en esa edicidén gran parte de lo que Jordan habia escrito
originalmente habia sido modificado mas alld de lo reconocible por los
editores.

A mediados de la década de 1950 la mayoria de las referencias al método de
Gauss-Jordan se encontraban en libros y articulos de métodos numéricos. En
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las décadas mds recientes ya aparece en los libros elementales de algebra
lineal. Sin embargo, en muchos de ellos, cuando se menciona el método, no se
referencia al inventor.

http://es.wikipedia.org/wiki/Wilhelm Jordan

Philipp Ludwig von Seidel

Philipp Ludwig Ritter von Seidel (24 de octubre de
1821, Dos Puentes, Alemania — 13 de agosto de 1896,
Munich) fue un astrénomo, oéptico y matematico
aleman. En algunas fuentes se le conoce simplemente
como Ludwig Seidel.

Su madre fue Julie Reinhold y su padre fue Justus
Christian Felix Seidel.1 Seidel cursé estudios

universitarios en la Universidad de Berlin, en la
Albertina de Konigsberg y en la Universidad de
Munich. En 1846 se doctord en esta ultima con la tesis De optima forma
speculorum telescopicorum. Desde 1847 Privatdozent , pasé en 1851 a
profesor extraordinario, y en 1855 a profesor ordinario de la Universidad de
Munich.

El filésofo Imre Lakatos le da crédito a Seidel por haber descubrieto en 1847 el
crucial concepto analitico de convergencia uniforme.2 Segun Lakatos, Seidel lo
descubrié mientras que analizaba una demostracién matemadtica incorrecta de
Cauchy.2

En 1855 concibid la teoria de las aberraciones dpticas que lleva su nombre. En
1857 publicd su libro sobre el tema, muy bien considerado, que durante mucho
tiempo fue la obra de referencia del campo: entre otros motivos, porque la
gran sintesis que planeaba Josef Maximilian Petzval se perdid antes de ser
impresa. En dicha obra, von Seidel descompuso la aberracién monocromatica
de primer orden en cinco aberraciones constituyentes, las cuales son
comunmente llamadas «Las cinco aberraciones de Seidel».

En 1851 fue elegido miebro extraordinario de la Academia Bavara de Ciencias,
y en 1861 pasé a miembro ordinario. Colabord estrechamente con Carl August
von Steinheil, en investigaciones inicialmente y sobre todo metrolégicas, pero
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luego también fisicas y fotométricas. Con su trabajo de 1856 establecid los
fundamentos tedricos de un proceso simplificado de fabricacion de vidrio
6ptico, para la empresa Steinheil. Junto con Steinheil, Seidel llevd a cabo las
primeras mediciones fotométricas de estrellas.

En 1874 publicé su trabajo sobre resolucion iterativa de sistemas de
ecuaciones lineales, un método que en calculo numérico se conoce como de
Gauss-Seidel. De 1879 a 1882 Seidel fue director del Observatorio Astrondmico
de Bogenhausen sucediendo a Johann von Lamont. Entre sus estudiantes de la
Universidad de Munich se encontré Max Planck.

Por las grandes contribuciones de Seidel en los campos a los que se dedicd, en
1970 la Unién Astrondmica Internacional (UAI) decidié en su honor llamarle
«Seidel» a un astroblema lunar.

http://es.wikipedia.org/wiki/Philipp Ludwig von Seidel

Joseph-Louis de Lagrange

Joseph Louis Lagrange, bautizado como Giuseppe
Lodovico Lagrangia, también llamado Giuseppe
Luigi Lagrangia o Lagrange (25 de enero de 1736
en Turin - 10 de abril de 1813 en Paris) fue un
matemadtico, fisico y astrénomo italiano que
después viviod en Rusia y Francia. Lagrange trabajo
para Federico Il de Prusia, en Berlin, durante
veinte anos. Lagrange demostrd el teorema del
valor medio, desarrollé la mecanica Lagrangiana y

tuvo una importante contribucidn en astronomia.

http://es.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis de Lagrange

Thomas Simpson

Thomas Simpson nacié en una familia de situacion econdmica modesta. Su
padre era un tejedor, de modo que él también trabajé inicialmente en este
oficio. Las matematicas las aprendié estudiando por su cuenta, de manera
autodidacta. Alrededor de 1725 se muddé a Nuneaton, Warwickshire, para
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trabajar alli como matematico hasta 1733, lugar en el que contrajo matrimonio
con su esposa en 1730. En el afio 1733 tuvo que huir hacia Derby, luego de que
durante una sesién de astrologia él o uno de sus
asistentes asustd a una nifa al disfrazarse de
demonio.l Entre 1733 y 1736 volvié a mudarse, esta
vez hacia Londres, donde nacieron sus hijos, Elizabeth
en 1736y luego Thomas en 1738.

A partir de 1743 impartié clases de matematicas en la
Royal Military Academy en Londres.

Se le conoce por sus trabajos acerca de la interpolacion e integracion numérica.
Aqui la regla de Simpson lleva su nombre, la que en realidad, aunque en una
variante mas simple habia sido formulada en 1615 por Johannes Kepler como
Regla del barril y que se basa en conocimientos que vienen de los trabajos de
Newton. Sin embargo, la forma abstracta del método de Newton es de su
autoria y no de Newton. Adicionalmente, Simpson se dedico a la teoria de la
probabilidad y a la teoria de errores.

http://es.wikipedia.org/wiki/Thomas Simpson

10.10.Roger Cotes
Roger Cotes (julio 10, 1682 - junio 05, 1716) fue un
matemadtico  Inglés, conocido por trabajar

estrechamente con Isaac Newton en la correccion de la
segunda edicidn de su famoso libro, los Principia, antes
de su publicacién. El inventd las férmulas de cuadratura
también conocidas como las formulas de Newton-Cotes

y lo que se conoce hoy en dia que se introdujeron como ) ? |
la férmula de Euler. \ /U

El trabajo original Importante de Cotes era en matematicas, especialmente en
los campos del calculo integral, logaritmos, y el analisis numérico. Ha publicado
un solo articulo cientifico en su vida, el titulo Logométrica, en las que logré
construye la espiral logaritmica. Después de su muerte, muchos de los papeles
matematicos fueron a toda prisa editados por Robert Smith y publicados en un
libro, “Harmonia Mensurarum”.

Aunque el estilo de Cotes era un poco oscuro, su enfoque sistematico para la
integracién y la teoria matematica estaba muy bien considerado por sus pares.
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10.11. Lewis Fry Richardson

Lewis Fry Richardson (11 de octubre de 1881 - 30 de
septiembre de 1953) fue un matematico, fisico,
meteordlogo y pacifista inglés. Fue pionero en las
modernas técnicas matematicas de la prediccion del
tiempo atmosférico y en la aplicacion de técnicas similares
para el estudio de las causas de las guerras y el cdmo
prevenirlas. También destacd por su trabajo pionero sobre
fractales. Fue miembro de la Royal Society.

Lewis Fry Richardson fue el mas joven los siete hijos de
Catherine Fry (1838-1919) y David Richardson (1835-
1913). Fueron una préspera familia cuaquera. David

Richardson corria un exitoso negocio de curtido y de manufactura de cuero.

A la edad de 12 fue enviado a al internado Bootham School en York, donde recibié una
excelente educacién en ciencia, la cual estimuld su activo interés en la historia natural.
En 1898 asistid a la Universidad de Durham, donde tomo cursos en fisica matematica,
guimica, botanica y zoologia. Dos afios mas tarde, gand una beca para asistir al King’s
College en Cambridge, donde se gradud con honores en ciencias naturales en 1903.

En 1909 se casé con Dorothy Garnett (1885-1956), hija del matematico y fisico
William Garnett. No pudo tener hijos con su esposa debido a una incompatibilidad de
sus grupos sanguineos, pero adoptaron dos hijos y una hija entre 1920y 1927.

Durante su carrera recibié influencias de Karl Pearson, G. F. C. Searle y J. J. Thomson.

http://es.wikipedia.org/wiki/Lewis Fry Richardson

10.12.Werner Romberg

Werner Romberg (1909-2003) nacid en Berlin y obtuvo su educacién
universitaria en Heidelberg (1928-1930) y Munich (1930-1933). El supervisor de
sus estudios de posgrado fue Arnold Sommerfeld. Ser critico con el régimen
nazi en Alemania hizo que abandonara el pais inmediatamente después de su
defensa de doctorado en 1933.
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Vivid algunos afios en la Unién Soviética y Checoslovaquia antes de que llegara
a Noruega en 1938, gracias al profesor Hylleraas de la Universidad de Oslo.
Trabajé como asistente de Hylleraas hasta 1949, sélo interrumpido por una
estancia en Uppsala, Suecia durante la Segunda Guerra Mundial. En 1949
consiguié un nombramiento como Docente en Fisica en el Instituto Noruego de
Tecnologia (CLN) en Trondheim y establecid un programa de educacién en la
fisica matematica. En esos afios escribid sun famosa contribucion en DKNVS
Forhandlinger.

En 1960, una silla de las matematicas aplicadas se establecié en NTH, con la
experiencia de Romberg con ordenadores junto con su amplia formacion
cientifica lo hicieron un buen candidato para el puesto, que le fue ofrecido y
aceptado. En su nueva posicion, Romberg dio cursos en muchas areas de las
matematicas aplicadas, y establecid la catedra de analisis numérico. En 1968 le
dieron un nombramiento como Profesor en Heidelberg, el cual que ocupd
hasta su jubilacién en 1978

En su articulo nUmero 1955, Romberg considerd las aproximaciones numéricas
a la inegral definida. Su idea era acelerar la convergencia de la regla trapezoidal
mediante la extrapolacion.

El algoritmo de Romberg se conocid mundialmente luego de que Jean-Pierre
Laurent presentara en 1963 un analisis riguroso del método.

Traducido del articulo:

http://www.ntnu.no/ojs/index.php/DKNVS skrifter/article/view/1458

10.13. Adrien-Marie Legendre

Adrien-Marie Legendre (Paris, 18 de septiembre de 1752 -
Auteuil, Francia, 10 de enero de 1833) fue un matematico
francés. Hizo importantes contribuciones a la estadistica, la
teoria de numeros, el algebra abstracta y el analisis v A
matematico. (Y

Gran parte de su trabajo fue perfeccionado posteriormente por
otros: sus trabajos en las raices de los polinomios inspird la
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teoria de Galois; los trabajos de Abelen las funciones elipticas se construyeron sobre
los de Legendre; parte de la obra de Gauss sobre estadistica y teoria de numeros
complementaba la de Legendre.

En 1830 ofrecié una demostracion del ultimo teorema de Fermat para el exponente n
=5, casi simultdneamente con Dirichlet en 1828.

En teoria de numeros, conjeturé la ley de reciprocidad cuadrdtica, probada
posteriormente por Gauss. También realizd trabajos pioneros en la distribucién de
losndmeros primos y en la aplicacidn del analisis a la teoria de niUmeros. Su conjetura,
en 1796, del teorema de los nimeros primos fue probada cierta por Hadamard y de la
Vallée-Poussin en 1898.

Legendre realizd una labor fundamental en el estudio de las funciones elipticas,
incluyendo la clasificacidn de las integrales elipticas. Pero fue Abel quien culminé el
andlisis al estudiar las inversas de las funciones de Jacobi.

Se lo conoce también por la transformada de Legendre, utilizada para pasar de la
formulacion lagrangiana a la hamiltoniana de la mecdnica clasica. También se usa en
termodinamica para obtener la entalpia de las energias libres de Helmholtz y Gibbs
partiendo de la energia interna.

http://es.wikipedia.org/wiki/Adrien-Marie Legendre

10.14.Leonhard Euler

Leonhard Paul Euler (Basilea, Suiza, 15 de abril de
1707 - San Petersburgo, Rusia, 18 de septiembre
de 1783), conocido como Leonhard Euler, fue un
matemadtico y fisico suizo. Se trata del principal
matemadtico del siglo XVIII y uno de los mas
grandes y prolificos de todos los tiempos.

Vivié en Rusia y Alemania la mayor parte de su

vida y realizd importantes descubrimientos en
areas tan diversas como el calculo o la teoria de \
grafos. También introdujo gran parte de la moderna terminologia y notacién
matematica, particularmente para el area del analisis matematico, como por
ejemplo la nocién de funcién matematica.1 Asimismo se le conoce por sus
trabajos en los campos de la mecanica, dptica y astronomia.
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Euler ha sido uno de los matematicos mas prolificos, y se calcula que sus obras
completas reunidas podrian ocupar entre 60 y 80 volimenes.2 Una afirmacién
atribuida a Pierre Simon Laplace expresa la influencia de Euler en los
matematicos posteriores: «Lean a Euler, lean a Euler, él es el maestro de todos
nosotros.»3

En conmemoracién suya, Euler ha aparecido en la serie sexta de los billetes de
10 francos suizos, asi como en numerosos sellos postales tanto suizos como
alemanes y rusos. El asteroide (2002) Euler recibié ese nombre en su honor.

http://es.wikipedia.org/wiki/Leonhard Euler

10.15.Carl Runge

Carl David Tolmé Runge o Carl Runge (30 de agosto de 1856 — 3 de enero de
1927) fue un matematico, fisico y espectroscopista aleman. Fue
codesarrollador y co-eponimo del método de Runge-Kutta en el campo
conocido actualmente como andlisis numérico.

Carl Runge paso sus primeros afios en La Habana, donde su padre Julius Runge
ejercia como consul danés. La familia se trasladé mas adelante a Bremen,
donde Julius murié prematuramente (en 1864).

En 1880 Carl recibié su doctorado en matemadtica en
Berlin, donde habia estudiado con Karl Weierstrass. En
1886 llegd a ser profesor en Handéver. En 1904 fue a
Gotinga, por iniciativa de Felix Klein donde permanecio
hasta su retiro en 1925. Una hija suya se casé con el
matemadtico Courant.

Sus intereses incluian la matematica, la espectroscopia,
la geodesia y la astrofisica. Ademas de en matematica
pura, realizé una gran cantidad de trabajo experimental

estudiando las lineas espectrales de varios elementos, y
estuvo muy interesado en la aplicacién de su trabajo a la espectroscopia
astrondmica.

El crater Runge en la Luna le debe su nombre.

http://es.wikipedia.org/wiki/C. Runge
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10.16.Martin Wilhelm Kutta

Martin Wilhelm Kutta (3 de noviembre de 1867 -
25 de diciembre de 1944) fisico y matematico
aleman.

Kutta naci® en Pitschen, Alta Silesia (en Ia
actualidad pertenece a Polonia). Asistié a Ia
Universidad de Breslau de 1885 a 1890. Continuo
sus estudios en Munich hasta 1894, donde se
convirtié en asistente del Prof. von Dyck, eminente
matematico aleman.

En 1898 pasd un afio en la Universidad de Cambridge. Kutta se convirtid en
profesor en la Universidad de Stuttgart en 1911, plaza que ocupd hasta su
retiro en 1935.

En 1901 desarrolld, en colaboracion con Carle David Tolmé Runge, el método
de Runge-Kutta para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. Sera
recordado también por el método Zhukovsky-Kutta.

Kutta murid en Firstenfeldbruck, Alemania.

http://es.wikipedia.org/wiki/M. W. Kutta

10.17.Karl Heun

Nacié en Wiesbaden, Alemania en el afio 1859, y
murié en Karlsruhe, Alemania en 1929. Matematico
contemporaneo de Carl Runge y de R. Kutta.
Contribuyd a la mecanica clasica, a la teoria de
funciones espaciales y a los métodos de cuadratura
de Gauss.

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Heun.html
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10.18.John Charles Butcher

John Charles Butcher (nacido el 31 de Marzo 1933 en
Nueva Zelanda) es un matemadtico que se especializd en
métodos numeéricos para la solucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias. El trabajo de Butcher en
métodos de pasos multiples como el Runge-Kutta y otros
métodos lineales.

Ha investigado nuevos métodos con una estabilidad
idéntica al del Método de Runge-Kutta.

http://www.math.auckland.ac.nz/~butcher/

http://jcbutcher.com/d/

10.19.John Couch Adams
John Couch Adams (5 de junio de 1819 — 21 de enero
de 1892) fue un matematico y astronomo inglés. Es
especialmente conocido por haber predicho la
existencia y la posicion del planeta Neptuno,
utilizando Unicamente las matematicas.

Nacié en Laneast, Cornualles, Inglaterra. En 1839 fue
admitido en la Universidad de Cambridge, donde se

gradué como el primero de su promocién en 1843.

Cuando aun era estudiante, leyd sobre ciertas irregularidades inexplicadas en
el movimiento del planeta Urano y, basandose solamente en la ley de la
gravitacion universal de Isaac Newton, decidié investigar si podian ser debidas
al efecto gravitatorio de un planeta aun no descubierto. En septiembre de 1845
obtuvo un primer resultado por el que predecia la existencia de un nuevo
planeta, y comunicé su descubrimiento al profesor James Challis y a Sir George
Airy, astronomo real en el Observatorio de Greenwich. Inicialmente, Airy no
hizo nada para intentar verificar el descubrimiento de Adams, y la busqueda
sistematica del nuevo planeta no comenzé hasta finales de julio de 1846, y se
llevé a cabo por Challis desde Cambridge. Challis observé el nuevo planeta el 8
de agosto y el 12 de agosto pero lo identific6 como una estrella. Mientras
tanto, el francés Urbain Le Verrier, sin tener conocimiento del trabajo de
Adams, estaba haciendo los mismos calculos. Le Verrier presenté un primer
trabajo a la Academia Francesa el 10 de noviembre de 1845, otro el 1 de junio


http://www.math.auckland.ac.nz/~butcher/
http://jcbutcher.com/d/
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de 1846 vy, finalmente, un tercer trabajo el 31 de agosto, donde predecia por
primera vez la masa y la érbita del nuevo objeto. Le Verrier comunicé al
astrénomo Johann Gottfried Galle en qué punto del cielo habia de observar
para encontrar el nuevo planeta. El 23 de septiembre de 1846, Galle observé
Neptuno a sélo 12 de la localizacion predicha por Le Verrier. Cuando el
descubrimiento se hizo publico hubo en cierto modo, y continda habiendo,
controversia en Francia y en Inglaterra sobre qué parte del crédito del mismo
merece cada uno, aunque generalmente se considera que tanto Adams como
Le Verrier realizaron el descubrimiento de forma independiente y se les otorga
igual gloria a ambos.

En 1847, como reconocimiento a su trabajo, la Reina Victoria | del Reino Unido
ofreci6 a Adams el titulo de Sir pero éste, modestamente, declind el
ofrecimiento. La Royal Society le otorgd la Medalla Copley en 1848. Fue
Profesor Lowndean de Astronomia y Geometria en la Universidad de
Cambridge durante 33 afios desde 1859 hasta su muerte. En 1860 sucedié a
Challis como director del Observatorio de Cambridge, donde residié hasta su
muerte. Gand la Medalla de Oro de la Royal Astronomical Society en 1866. En
1884 acudid a la Conferencia Internacional Meridiana como delegado britanico.

Fallecio el 21 de enero de 1892 en el Observatorio de Cambridge tras una larga
enfermedad.

http://es.wikipedia.org/wiki/John Couch Adams

10.20.Francis Bashforth

Francis Bashforth (1819-1912), matematico Inglés, nacié en Thurnscoe, Yorks,
08 de enero 1819. En 1843, fue elegido miembro del Colegio de San Juan,
Cambridge. Su interés en balistica le llevé a hacer una serie de experimentos
entre 1864 y 1880, en que se basa nuestro conocimiento actual de la
resistencia del aire. El cronégrafo Bashforth para la grabacion la velocidad de
disparo fue de su invencién. Recibié una pensidn del Gobierno y una donacién
por su trabajo. Durante algun tiempo fue profesor de matematicas aplicadas a
la clase avanzada de oficiales de artilleria en Woolwich. Murié en Woodhall
Spa, Lincs., 12 de febrero de 1912.

http://www.1911encyclopedia.org/Francis Bashforth
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10.21.Melville Louis Milne-Thomson

Melville Louis Milne-Thomson, nacié el 1 de Mayo del
1891, en Ealing, Londres, Inglaterra, hijo de Eva Maria
Milne, y del Coronel Alexander Milne-Thompson que
fue un médico y cirujano. Louis fue el mayor de sus
hijos. Milne-Thompson entré al Clifton College en
Bristol en 1906 como un erudito cldsico y en su ultimo
afio en el Colegio gand una beca para estudiar

matematicas en el Corpus Christi College, Cambridge.

Milne-Thomson fue nombrado como asistente de maestro de matematicas en
Winchester College en 1914. Esta es una de las mas antiguas escuelas publicas
de Inglaterra, fundada en 1382, y esta situada en Winchester, Hampshire. El 12
de septiembre de 1914, poco después de que tomd posesidon de su cargo,
Milne-Thomson se casd con Gertrude Frommknecht, y el matrimonio produce
tres hijas. Después de siete anos de ensefianza en Winchester College, Milne-
Thompson en 1921 recibe un nombramiento como profesor de matematicas
en el Royal Naval College de Greenwich.

En 1956 Milne-Thomson, alcanzando la edad de sesenta y cinco afios, se jubila
de la Royal Naval College de Greenwich.

Muere el 21 de Agosto de 1974, en Sevenoaks, Kent, Inglaterra.

http://aprender-mat.info/historyDetail.htm?id=Milne-Thomson
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11.Apéndice 2. Formulas resaltantes

Error:

_ ValorVerdadero —ValorAproximado «100% E. = (0,5x10>")%

EV
ValorVerdadero

E - AprOX|maC|onActu.aI —.A,\proxmacmn Previa «10C |E,| <Es
AproximacionActual
Biseccion: Regla Falsa:
Xr:X1+Xu Xr:Xu_f(XU)(Xl_XU)
2 F(Xy)=1(X,)

Si f(X1)x f(X;) < 0 = laraiz esta en el ler subintervalo 2 X, =X,
Si f(X1)x f(X;) > 0 = la raiz estad en el 2do subintervalo =2 X; =X,

Si f(X1)x f(X;) = 0 = la raiz es X;. Fin.

Punto Fijo Newton-Raphson
) v f(Xy)
Xns178(Xo), 1'(x)[<1 Xa=X"1x)
Secante N-R Modificado
=X f(xi)(xi—l_x) X =X — f(Xi)f'(Xi)
A i1 T N \ 2 "
f(Xia) = f(X) [ (XD)F = F(X) (X))
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Regresion Lineal

9= nZXiYi _in'zyi
nzxiz _(ZX)Z

b=y-—ax

2
n

3= 2
n

Error Estandar de la
Aproximacion

Coeficiente de
Determinacion

Coeficiente de Correlacion

2 St_Sr

Sr
S)//x — r= S r=
n—2 t

Regresion Polinomial

aoh  +a15x; + a3’ +amxi" =3y

aosXi  +aidsx’ +a5x +amyx™ =3 X Vi

aodx’  +adx’ +asxi’ S = 3 XY

aodx™  +aryx™ +asx™? +anyx" =3 x"y;
Coeficiente de Correlacion

Aproximacion

Error Estandar de la

Coeficiente de
Determinacion

s - Sr

A n=(m+1)

rZZSv_Sr
S

Vv
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Interpolacion de Newton

ler Orden 2do Orden
00 = 1) + P TI0) yy | 00 = 1)+ DT (e

Interpolacion de Lagrange

ler Orden

fl(X): a f( o) %o f(X)

0 Xl 1 XO

2do Orden

(X Xl)(x Xz) (X_Xo)(x_xz) (X—XO)(X—Xl)
f ( )_( 1)(X _Xz) ( O)+(X1_X0)(X1_X2) f(Xl)+(X2_X0)(X2_X1) f(XZ)

Regla del Trapecio y su error

f(a)+ f (b)
2

| ~(b_a) =—% F(E)(b-a)°

Regla del Simpson y su error

I:(b_a)f(xo)+4féx1)+f(x2) Ev=—9—10h3f‘4’(§)
| = (b—a) f(Xo)"‘Sf(Xl)‘gSf(Xz)"'f(Xs) EV:_(%;;)) £0(8)
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Integracion de Romberg

4 1
0(h?) | zgl(hz)—él(hl)
0(h®) |=E|n—i|I
15 " 15
0(h®) |=%|n—i|I
63 " 63

Cuadratura Gaussiana

sz(%}rf(%} X:(b+a)+2(b—a)xd dx:b;zadxOI

Método de Euler Error de Truncamiento
yir1 =Yi + f(x;,yi)h SRAGT DI
2 2

Método de Euler con Serie de Taylor de

. Error de Truncamiento
Orden Superior

Yia =Yt f(Xi;yi)-h+—f (Xzi;yi) h? E, = f'(X6i;yi) he

Método de Runge-Kutta

Forma General: Yi+1=VYi + Cb (x;;y;;h)
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Métodos de Runge-Kutta de 2do Orden

Vir=Vi+ (% ki+%ky)h
Método de Heun ki = f(x;; yi)

kz = f(Xi + h, yit+ hkl)

Yis1=Vi+ ka.h
Método mejorado del poligono ki = f(x; yi)

kz = f(Xi +% h, yi + Y hkl)

Yir=Vi+(1/3 ki +2/3k;) h
Método de Ralston ky = fx;; i)

kz = f(X] +% h, \ s % hkl)

Método de Runge-Kutta de 3er Orden

ki = f(x;; vi)
Yis1 = Vi +[1/6( ks + 4.k; + k3 )].h ko= f(xi + %.h; yi + %.h.ki)

k3 = f(Xi + h, yi+ h.k1+ thz)

Método de Runge-Kutta de 4to Orden

ke = f(x;; yi)
kz = f(Xi + Vzh, \ s Vzhkl)
Vi = Vi + [1/6( ky + 2.k + 2.ks + kg )].h
k3 = f(Xi + Vzh, \ s Vzhkz)

k4 = f(Xi + h, Yi + hk3)

Método de Runge-Kutta de 5to Orden

ki = f(x; vi)
kz = f(Xi + %h, Yi+ Y hkl)
ks = F(x;+ %.h; yi + 1/8.h.k; + 1/8.h.k,)
Yis1=VYit+ [1/90( 7k1 + 32k3 + 12k4 + 32k5 +
7.k6)].h ko= f(xi+ % h;yi—=% h.k; + h.ks)
k5 = f(Xi + % h, yi+ 3/16 hkl + 9/16 hk4)

ke = f(x;i+ h; yi—3/7 hky+2/7 hk,+12/7
hks —12/7 hk, + 8/7 hks)
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Método de Heun sin principio

Predictor: Corrector:

yj =ym+ f(Xi;yim)_l_f(XHl; ij+_11)
Yo =y + f(x;y™2h | T 2

h

(paraj=1,2,..,m)

Férmulas de Pasos Muiltiples de Newton Cotes

Abiertas Cerradas

yi+1 = yi—n + J-:M fn (X)dX Xis1
o yi+1 = yi—n+1 + J.X' fn (X)dX

i—n+1
n=1->yu =y +2hf;
n=1>vyu=yi+%h(fi+fi)
N=2>yi =Y+ /2h (fi+f)
N=2 - Y = Y1+ 1/3 h (fig +4fi + fi)
N=3-> Vi =Vis+ Y3 h (2f - fi1+2 fi)

Férmulas de Pasos Miiltiples de Adams

Abiertas (Adams-Bashforth) Cerradas (Adams-Moulton)

-t n-1
Yia =Yi ¥ hgﬂxfi-k +O(hn+l) Yia =Yt hkz_(;ﬂxfiu-k +O(hn+l)




Calculo Numérico

120

Luis Castellanos

Férmula de Pasos Multiples de Milne

Predictor

y|+1 Yi 3+%h(2fm_ fiT1'|'2fiTz)
Corrector yHl yl o g(f +4f m f,iil)
Error 28 (yl B yl )

Férmula de Pasos Muiltiples de Adams de 4to Orden

Predictor 0 o 0 59 0 37 . o] 0
Yin=Yi * h[ﬂ fi" - 24 i1 ﬁ i-2 _ﬁ fi—sj
Corrector 9 - 19 0 5 0 1 0
y|J+1 - yl + h(_4 flJJrll 24 fi _ﬂ i-1 ﬂ i—2j
Error 25]_ 0 9 0
. E ~— .
p 270 (y y| ) Y =c 270 (yH—l y|+l)
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