Serie de Fourier (introduccion) 1

Series trigonométricas de Fourier.

Cualquier onda periddica, es decir aquella que cumplan que f(t) = f(t+ T) , puede expresarse
mediante una serie de Fourier siempre que:

1.- Si es discontinua, tenga un namero finito de discontinuidades dentro del periodo T.

2.- tenga un valor medio finito dentro del periodo T.

3.- incluya un nimero finito de méximos y minimos dentro del periodo T.

Cuando de cumplan estas condiciones( denominadas condiciones de Dirichlet), la serie de
Fourier existe y puede escribirse en forma trigonométrica.

f(X) = 3 a0 + a1 COS®X + 82 COS2wX + a3 COS3WX +.. ... +b1Sinox + basin20x + bssin3wx +.....

o bien en forma resumida... f(x) = %ao + Z:Zl(akcoskwx+ bk sinkox).

en otra escritura...si f es una funcion continua por segmentos en el intervalo [-L, L] la serie de
Fourier de f es la serie trigopnométrica: f(x) = %ao + Zle(an Cos-=X + by sin=x) en donde:

ap=+[ fodx  an=+[ focos(Ex)dx by =+ f(sin(2x)dx.

Nota bene : Se puede observar que dependiendo del libro de teto que ocupemos es la
notacion que se acostumbra a utilizar en estos temas. Esta cuestion es importante al momento
de consultar la bibliografia pertinente.

Hay fendmenos fisicos como la luz y el sonido que tienen un caracter periodico. Estos
fendmenos se describen mediante funciones g(x) que son periédicas.
Asi g(x+P) = g(x) , para todo valor de X, y en donde P es un periodo de la funcion.

La grafica muestra a la funcion m(x) = € {(sin(Z) + 1 sin(22 )} de periodo P = 5
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como se puede observar:

m(x+10) = € (sinix(x+10) + L sindx(x+10)) = £(6sintnx+2sindnx)

(tarea: demostrarlo: ayuda sin(A + B) = cosAsinB + cosBsinA)

Nota bene:Obsérvese que la grafica de y=f(x) se obtiene repitiendo la porcidn de dicha gréfica
que corresponde a cualquier intervalo de longitud 10, como se muestra en la figura.

Ejemplos de funciones con periodo 2z son sin(jx) y cos(jx) siendo j un nimero entero.

Esto sugiere una interesante pregunta: ¢ Se podra representar una funcion periédica como

http://fisicauv.jimdo.com/



Serie de Fourier (introduccion) 2

una suma de términos del tipo a;cos(jx) y bjsin(jx) ?  Pues,la respuesta, es en general,
afirmativa.

Continuidad a trozos.
Se dird que una funcion f(x) es continua a trozos en el intervalo [a,b] si existe una particion
a = to,t1,t2,...... ,tk = b, tal que f(x) es continua en cada intervalo abierto ti_; < X < t; para

i=123,...,k yademas, existen los limites laterales de f(x) por la izquierda y por la derecha en
cada uno de los puntos t;. Ver ejemplo:

x+1 if 0<x<1
x> if 1<x<2
3 if 2<x<3
—Xx+5 if 3<x<4

LX) =

35 T

25 T

. +
15 T \

Serie de Fourier
Suponiendo que f(x) es perioddica con periodo 27 y que es continua a trozos en [-x, ] la serie

de Fourier S(x) de f(x) esta dada por: S(x) = 5 + ij'il(aj cosjx + bjsinjx) ( se puede usar
cualquier letra para definir la serie)
en donde los coeficientes @ y b;j vienen dados por las formulas de Euler:

aj=1] :T f(x) cos(jx)dx, paraj = 0,1,2,3...

bj =1 j :T f(x)sin(jx)dx, paraj = 1,2,3...0bs : se excluye j=0 por razones obvias.

a

1] ; f(x) cos(jx)dx, paraj = 0,1,2,3...

bj =1 j :T f(x)sin(jx)dx, paraj = 1,2,3...0bs : se excluye j=0 por razones obvias.

Teorema:

Suponiendo que S(x) es la serie de Fourier de f(x) en [-z,7] y que f'(X) es continua a trozos
en dicho intervalo y que tiene derivadas laterales por la izquierda y por la derecha en cada punto

de dicho intervalo, entonces S(x) converge para todo x € [-x, 7] y la relacion §x) = f(x) se
verifica en todos los puntos del intervalo en los cuales f es continua.

Ademas, si x=a es un punto de discontinuidad de f, entonces S(a) = , en donde f(a")

y f(a*) denotan los limites laterales por la izquierda y por la derecha, respectivamente, En estas
condiciones se obtiene el desarrollo en serie de Fourier:

f(a)+f(a®)
2
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0= %

+ ij'il(aj cosjx + bj sinjx)

Muestre como la funcion definida por f(x) =

%x para —r < X < 7y extendida periddicamente

por f(x + 2r) = f(x) admite un desarrollo en serie de Fourier.

a = +[" fo9cos(x)dx = + [ % - cos(x)dx = 5= [* x- cos(jx)dx
jxcos(Jx)dx =4 (COS]X+JXS|an)
[Tfr(jiz(coijﬂxsinjx)) T =0 ,paraj=123,....
Observacion: [X]3=a-2 ........... i ﬂ(%} X =0
= 1[ X sm(Jx)dx .......

; fxsm(Jx)dx =57 L_(sinjx — jxcosjx)
b= <. #[(sinjx—jxcoij)]fﬂ = 212 — 2ntj cosrj)
como... S(x) = 2 + ij'il(akcostJr bksinjx)

S(x) = ij‘il( L5 (2sin] - 2x] coswj)sinjx)

ijl( P=E (2sinnj — 27j COSrL'j)Sian)

Z,il( 27;2 (2sinnj — 27j COSTL'j)Sian) = sinx—
21-4:1( 7 (2sinzj - 2] COSTL'J)SH'I]X) sinx
21'5:1( 27; — 27 COSTL'j)Sian) = sinx -

521, (52> (2sinaj - 2x cosrj) sinjx ) = sinx

= sinx— isin2x

% Sin2x + isin3x
%sn2x+ sin3x — —S|n4x
;

n2x + + +sin3x— Ism4x+ %sinSx

05 T

05 T

La figura muestra la gréfica de f(x) = { %x if —r <Xx<m Yylarepresentacion en serie de

Fourier Z.lf’ —L_(2sinzj — 2xj coszj) sinjx |con diez términos, en el intervalo -z < X < 7
=1\ 27j2
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15T

05 T

-05 T X

-15 T

Algunos teoremas

Teorl: Sif(x) es una funcién par,tiene periodo 2r, y si tanto f(x) como f'(x)

son continuas a trozos, entonces la serie de Fourier tiene solamente los términos de los
cosenos, es decir:

Sx) = 5+ ij‘il(aj CoSjX) = +ap + (COSX)ay + 82 COS2X + a3 COS3X + a4 COSAX +.....

en donde: a; = %j; f(x) cos(jx)dx = %jgf(x) cos(jx)dx, paraj = 0,1,2,3....

Teor2: Resultado anélogo se tiene si la funcion f(x) es impar y cumple todas las otras
codiciones exigidas anteriores...
SX) = ij'il(bj sinjX) = (SiNX)by + b2SIN2x + bssin3x + basindx +.....

en donde ... b; = %j’; f(x) sin(jx)dx = %jgf(x)sin(jx)dx. ..... paraj = 1,2,3....

Ejercicio:
Hallar una representacion en serie de Fourier para la funcion g(x) = [X|si—-7 < X< &
y extendida periddicamente por la relacion g(x+ 27) = g(x)

Ya que la funcién g(x) = { X| if —7r < x < esuna funcion par.....

25 -1.25 0 125 25

Aprovechando los resultados anteriores (teoremas 1y 2)

SX) = a—2° + ij'il(aj COSjX) = %ao + (cosx)aj + a» COS2X + az COS3X + a4 CoS4X +......
en donde: a; = %j; f(x) cos(jx)dx = %jgf(x) cos(jx)dx, paraj = 0,1,2,3...
a = %jg|x|cos(jx)dx -2 IZxcos(jx)dx

http://fisicauv.jimdo.com/



Serie de Fourier (introduccion) 5

a0 = 2 [ [x|cos(0)dx = Z [ xdx = 7

a = %jgx-cos(jx)dx: 2, [j%(coijﬂxsinjx)}z -~ %(J%(cos;rj +rjsingg) - J%)
fx - cos(jx)dx = jiz(coij + jXSiNjx)

finalmente... S(x) = 2 + ijl(aj COSjX)

S(x)——+2J 1( ( (cosnj + mjsinzj) — Jiz COSJX)

)
z +Z, 1( 2 ( L (cosnj + mjsinzj) — —) coslx)
)-
)

—~ % COSX — <= COS3X

x
2
47 — 4 COSX — 5= C0S3X — —a— COSBX

4 Z, 1(%( (cosnj + mjsSinzj) — —) CcosjX

.”: (%(%(cos;rj +rjsingg) — %)coslx

Se muestra la grafica para n = 2,5,15

75 5 25 0 25 5 75

Se muestra la grafica para n = 15, en el intervalo [-3r, 3]

Ejercicios:
Hallar la representacion en serie de Fourier de la funcién dada.

-1 if - 0 LZ+x if -1 <x<0
1__f(x):{ fom<x<0 { i

1 if O<x<nrm Z =X if O<x<rm
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-1 if T <X< =%
0 if -r<x<O
3.- S(X) = 4.- h(x) = 1 if £ <x< &
9 {xif O<x<m ¥ - 2
-1 if S <X<m
-t —X if T <X< -
5.- k(x) = X if -2 <x<%

7—Xx if Z <X<r&

6.- Apoyandose en el resultado del ejercicio (1) pruebe que £ = 1- % + £+ - % Fereen

7.- Apoyandose en el resultado del ejercicio (2) pruebe que £ = 1+ = + = + == +.....
8.- Hallar la representacion en serie de Fourier de cosenos de la funC|0n perlodlca gue en un
periodo se define como f(x) = XTZ para-7 < X< 1

9.- Sea f(x) una funcién periodica de periodo 2P; es decir f(x + 2P) = f(x). Haciendo los
cambios adecuados, demuestre que las formulas de Euler para f son:

ao = %I:f(X)dX a = %jp f(x) cos{ £x)dx, paraj = 1,2,3..
b = %j:f(x)sm/‘—” x)dx, paraj = 1,2,3.
10.- En los ejercicios siguientes utilice los resultados del ejercicio(9) para hallar las

representaciones en serie de Fourier de la funcion dada y grafique f(x), S4(X) y Ss(X)
en un mismo gréfico.

Resultados:

_ 4 H 1 o 1 o 1l o
1.- f(x) = #{sinx+ £ sin3x+ L sin5x+ L sin7x+..... )
5.- i(sinx+ L sin3x+ isin5x+ isin7x+ ..... )

12-6+ % ;’il( C J”Hl )cos/ ) =6+ (Lcosnx+cosinx— 4 cosZax— L cosdax+...)
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