Interpolacion 1

POLINOMIOS INTERPOLANTES O DE INTERPOLACION

Presentacion del problema:

“Para una funcién dada f(x) se desea determinar un polinomio P(x) de grado m, lo mas bajo
posible, el cual en los puntos pre-establecidos x; (i = 0,1,2,3..... ) Xi # X; paratodo i # j tome los
mismos valores que la funcion f(x); es decir :

P( xi) =f(xi) paratodoi=0,1,23,...

Al polinomio P(x) se le llama entonces polinomio de interpolacion.

Analicemos un ejemplo concreto: “ Determinar el polinomio de interpolacion L(x) de forma que
los puntos:

Xo =-1;%X =0; X2 =1, tome los mismos valores que la funcién f(x) = 3%

( ¢ En qué intervalo estamos trabajando ?)

Resolucion : Sea L(x) = ag + aix + axx? el polinomio. Para la obtencién de los coeficientes
ao;ai; az ; se debe resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
ap + al(—l) + az(—1)2 = 3_1
ao + a1(0) + ax(0)2 = 3° , Solution is: [ap = 1,a1 = 3,822 = 2]
do + al(l) + 8.2(1)2 =3t

una vez resuelto (no nos vamos a detener en esta pequefiez)se obtiene :
a=1la = 4/3;82 = 2/3

y por consiguiente f(x) = 3* ~ 1+ ($)x+ (£)x?; en el intervalo: [-1,1]

Primer acercamiento...

Segundo acercamiento...para visualizar mejor en el intervalo [-1; 1]
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Interpolacion 2

f(x) = 3% P(X) = 1+ ($)x+(£)x?

[ 21\ [ 03333333333 ) [ —1 \ [ 03333333333 )
0.7 0.4634630568 0.7 0.3933333333
0.5 0.5773502692 0.5 0.5

i o |= 10 |l o |= 1.0
0.5 1. 732050808 0.5 1. 833333333
0.7 2. 15766928 0.7 2.26

N N N N

¢ Y si utilizamos una serie de potencias?

f(x) = 3 =
[ -1\ [ 05048621918 )
-0.7 0.5266738933
-0.5 0.6015624758
k(x) = 1+xIn3+ 2x2In*3 k 0 = 1.0
0.5 1. 700174765
0.7 2.064731098

\ 1 ] \ 2. 702086769 )

Como una aplicacién posible : 3¥2 = /3 = 1+ (3) + + +(5) - (%)2 = 1. 833333333
Nota bene : %2 e [-1,1] ; con ayuda de la calculadora : /3 = 1. 732050808

En general, entonces : Sin < m, se puede poner n = m, y los coeficientes a; se determinan a
partir del sistema de ecuaciones siguiente:
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Interpolacion 3

a+aiXo+........ +ar(Xo)" = Yo

Ao+ aiXy +........ +ar(X)" =y1 . .
(1) y en donde yi = f(xi) ;

Ao+ aXn+........ +a"(Xn)" = Yn

(i=0123....)

Polinomio interpolante de Lagrange

El polinomio P(x) = Ln(X) , cuyos coeficientes se determinan a partir del Sistema , se llama
polinomio de interpolacién de LAGRANGE, para la funcion f(x), que se representa por :

Ln(X) :Z (X—Xg)eeesessesses (X=X;_1) (Xi11) (%=%n) .yi

(Xi=Xg)eeeeseseseee (X=Xi-1) (Xi—Xi11) (Xi—Xn)

en el caso de que los puntos de interpolacién x; sean equidistantes, al polinomio L,(x) se le da el
nombre de polinomio de interpolacién de Newton.

Sugerencia : Haga uso de los programas que se le han facilitado.(toolkit , o los del profe)

Para la tabla de valores siguiente , hallar la funcion apropiada mediante un polinomio de
interpolacion de Lagrange:

X 112( 4
F(x)|0[5]|21

Después de aplicar la formula dada se obtiene :

_ . _x=2xd . D(x4) . eD(x-2) ) _
P,(x) =0 -(4) +5 EDHE3) +21 “na2 = Po(X) = x4 +2x—3

Este proceso que se muestra a continuacion se realiz6 con el Programa SWP

Ahora es posible evaluar por ejemplo : P»(3) =32 +2.3-3 =12
Sin embargo, aprovechando, el desarrollo de Ly(X) con x = 3, se puede obtener directamente el
valor 12. (pero es mucho mejor tener el polinomio aproximante...)

Mas disquisiciones al respecto:
Primera tarea : graficar los puntos dados en la siguiente tabla de datos experimentales:

X 3.2 127 | 10| 48| 56
F(x)|22.0(17.8|14.2(38.3| 51.7

¢, Qué tipo de curva se ajusta mejor a este conjunto de puntos ?

Segunda tarea
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Interpolacion 4

Intentemos ajustar una curva cubica a estos datos. Es decir un polinomio de la forma
P(X) = ap + arX + axx? + azx®
» Se observa que tenemos cuatro coeficientes: a,b,c,d como incégnitas.
* p(x) debe “satisfacer” a los cinco puntos de la tabla.(recuerde lo que se entiende por “satisfacer
en Matematicas ...”
Si el punto (3.2;22.0) ,por ejemplo, satisface a p(x), entonces se deberia cumplir: p(3.2) = 22.0

X 3.2 127 | 10| 48| 56
F(x)|22.0(17.8]|14.2(38.3|51.7

ao+ai-(32) +as-(32)2+as-(3.2)% = 22.0

y tal cuestién debe ocurrir para todos los puntos de la tabla.)

« sin embargo , en la tabla , hay cinco puntos y las incégnitas son: ap;ai; as; as
(cuatro, para el que no sabe contar...)

* es necesario seleccionar cuatro puntos para determinar el polinomio.

* si elegimos los primeros cuatro puntos, tendremos el sistema de ecuaciones:

x |32 |27 |10]|48]56
F) |22.0]17.8|14.2|38.3| 517

ao+ai-(3.2) +ar-(3.2)2+as-(3.2)°3 =220
ap+ar- (27 +a-(2.7%+az-(2.7)° = 17.8
ao+ar-(L.0)+as-(L.0)2+as-(L0)3 = 14.2
ap+a; (4.8 +ay-(4.8)2%+a3-(4.8)°=238.3

, Solution is:

{[as = —0.5274801308,a, = 6.495227876,a9 = 24. 3499417,a; = —16. 11768945]}
y por ende el polinomio seria:

p(x) = 6.495227876x2 — 16. 11768945x — 0.5274801308x3 + 24. 3499417
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Interpolacion 5

X 3.2 |27 | 1.0 | 48
F(x)|22.0(17.8]|14.2(38.3

(3.2,22.0) (2.7,17.8) (1,14.2) (4.8,38.3), son los puntos graficados....

p(x) = O, Solution is: 9. 640944169, 1. 336373925 + 1. 732715905, 1. 336373925 — 1. 732715905i

Como vemos tiene una raiz real y dos complejas.

307

207

07T

« el que nos permite calcular, por ejemplo el valor de la funcién en algin punto, del intervalo de
donde hemos tomado los puntos (¢, recuerda cudl es ?), por ejemplo en x = 3 ; obtenemos el valor
estimado 20,21 ; es decir p(3) = 20. 2119607

Problemas con los que nos enfrentamos o dificultades:

« este procedimiento es tedioso (mas aburrido que el profesor de administracion...de la USM)

« obsérvese que si se desea incluir el quinto punto, se debe “hacer todo de nuevo’(lo que puede
ser agradable o desagradable, dependiendo de la tarea a realizar..!)

* puede ser que a lo la mejor es mas conveniente el ajuste con una curva de un grado diferente..

- finalmente, esta técnica conduce a un sistema de ecuaciones mal condicionado (averigiie Ud.
gue significa eso, no aturda al profe con tantas preguntas, Ud ya no es cabro chico..! m.d.h.)

METODO MUY DIRECTO:

« el polinomio de Lagrange es quizés el método mas simple para mostrar la existencia de un
polinomio para interpolacion con datos separados de manera no uniforme (recuerde la tabla de
valores) Este tipo de datos , a menudo, son resultado de observaciones experimentales o de
andlisis de datos histéricos.(ahora, menos bla,bla y mas accién c.l.d.a.U.e.c)

» Supongamos que se tiene una tabla de datos:
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Interpolacion 6

i 011213415
X Xo| X1 | X2 | X3 | Xa | X5
f(X) fo f 1 fz f3 f4 f5

Obs (en relacién a la notacion): aqui fo corresponde a f(Xp) y asi sucesivamente.

Suposiciones : ninguna

* N0 Se supone separacion uniforme entre los valores xi , ni que estén en un orden particular, no
obstante, todos los valores x; deben ser distintos (¢,Por qué ? Si reconsidera mirar de nuevo la
forma Lagrangiana se dara cuenta, trate de pensar solito.)

* en consecuencia : por estos cuatro puntos es posible hacer pasar una cubica( curva de tercer
grado)

La forma lagrangiana es en forma expandida:

p (X) — _ Oexa)(X2) (%=X3) of (*=X0) (X=X2) (X-X3) of + (X=X1) (X=X0) (X-X3) of +
3 .

(Xo—X1)(Xo—X2)(Xo—X3) 0 " (x1—X0)(X1—X2)(X1—X3) 1 = (X2—X1)(X2—X0)(X2—X3) 2

¢, Puede continuar Ud. escribiendo el término que falta ?

Tarea : Busque la pilleria para recordar en forma practica como se construye el polinomio.

Nota bene : el polinomio de Lagrange de otros grados de polinomios de interpolacion, emplea
este mismo patron de formar una suma de polinomios, todos del grado deseado, teniendo “n+1”
términos cuando el grado es “n”

Observaciones :

« para este tipo de calculo son convenientes las calculadoras manuales.

* no es dificil escribir un programa de computadora que implemente el método.

* conviene revisar software del tipo : matlab; mathcad; swp; mathematica; mapple; entre otros.

« Un polinomio de interpolacion, aunque pase por todos los puntos que se utilizaron en su
construccion, en general no proporciona valores exactamente correctos cuando se usa para
interpolacion.

Mas ejemplos: (para que los mastique Ud.)

Construya en cada caso el polinomio de grado minimo para cada tabla adjunta:

-2(0]4 |5 x|1[2 |-4
y[5 [1[-3]|1 y[3[-5(4

Respuestas:
100 60 2200 39 123 252
PO) = 36%° — g X — B X+ 1 PO =~ - X+ S

Diferencias divididas (para interpolacion)

“El tratamiento de diferencias divididas supone que la funcion f(x) se conoce en varios valores
de x.:
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Interpolacion 7

X Xo| X1 | X2 | X3 | X4
f(X) fo fl f2 f3 f4

1.- No se supone que las x estén uniformemente espaciadas o que estén en algun orden
determinado.
2.- Considerando el polinomio de n-ésimo grado :

Pn(X) = ap+ (X—Xp)az + (X— Xo)(X — X1)az + (X — Xo)(X — X1)(X — X2)a3 +...... +(X = Xo)(X = X1)...(X = Xn-1
Si las a; se escogen de modo que Pn(x) = f(x) en los n+ 1 puntos conocidos :
xi;fi) ;1 =0,1,2,....,n; entonces Pn(X) es un polinomio de interpolacion.

3.- las a; se determinan facilmente usando lo que se conoce como diferencias divididas de los
valores tabulados.

4.- notacion standard :

f[XoX1], €s la primera diferencia dividida entre Xo y X1

f[x1,X2], es la primera diferencia dividida entre X1y X2

f[x2,X3] , es la primera diferencia dividida entre X2 y X3

4.- las diferencias de segundo orden y de orden superior, se definen en términos de diferencias
de orden inferior, asi por ejemplo :

flxy Xo)F o
f[Xo,X1,X2] = % f[X1,X2,X3] = W

5.- aterrizando a un ejemplo numeérico:

2.-f(x) =4x-3
5 50 Xi | fi [ fIXiXiea] | fIXi Xis1, Xis2]
' 135 _
fl 4 = 13.0 215 ;;213 419
7 25.0 A8 T =4
25

q(¥) = 5+4(x—2) +0(x - 0)(x—1) = 4x—3; (x) = 4x—3

Ejemplo : Escriba el polinomio de interpolacion de grado 2 que ajusta los datos de la tabla que
se da a continuacion, en todos los puntos, desde xo = 1 hasta x; = 2

Xi | f(xi) fxi, Xiv1] | f[Xi Xis1, Xit2]
Olag=-1l|laz=1 |ax=1
110 3

213

pxX) = -1+ 1(x-0)+1(Xx-0)(x—1) » p(x) = x> -1
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Interpolacion 8

X X2 -1
0 -1
como se puede observar: p 1 = 0
2 3
Xi | FOxi) [ f[xi Xiva] | f[Xi Xis1, Xis2]
0138 |3 = 5100 = 3+ 3(x—0) + 1(x— 0)(x— 1) = 2+ X2~ 3
1{0 5
215

Xi|fi |as ar
oo _ |58 _
0173 0 3120 =1 p(x) = -3+ 3(x-0)+1(x-0)(x—1)
5-(0) _
110 |57 =5
2
-3
p(x) = 2x+ x* -3 pl 1 |= 0
5
(12N [ 3 )
0 0
h(x) = x* — 2x h| 1 = 1
2 12
3/ \P)
P xi [ fi | FIXi Xiva] f[Xi Xit1, Xis2] f[Xi Xiv1, Xiv2, Xixz] | f[Xi Xis1, Xis2, Xis3, Xis4]
_ _ _ -3 _ _ 71 _ _ _
1[-1|3 |ar= 55 = -3|ae =4 gy =1|lae=5 5 =2 |aa=325 =1
1 13-(-1)
210 |0 |57 = -1 20 -7 5o =6
(D _ —
3(1 |-1| B2 -13 sl o5
4|2 [12] B2 - 63
513 [75

pr(X) = 3+ (-3)(x— (-1)) +1(x— (-1))(X—0) + 2(X — (-1))(X = 0)(x = 1) + L(x - (-1))(x— 0) (X — 1)(X
pr(X) = 3+ (-3)(x— (-1)) + 1(x— (-1))(X—0) + 2(X — (-1))(Xx = 0)(x = 1) + L(x — (-1))(x— 0) (X — 1)(X
pr(X) = x* — 2
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Interpolacion 9

(21 [ 3 )

0 0

Pn 1 = -1
2 12
3

3/ P

Ejemplo : Escriba el polinomio de interpolacién de grado 3 que ajusta los datos de la tabla
anterior, en todos los puntos, desde xo = 3.2 hasta x3 = 4.8,
P3(x) = 22+ 8.4(x—3.2) + 2.856(x — 3.2)(x — 2.7) — 0.528(x — 3.2)(x — 2.7)(Xx — 1)

¢, Cudl es el polinomio de cuarto grado que se ajusta en todos los cinco puntos?
Solo tiene que sumarse otro término a P3(x) , es decir :
Pa(xX) = P3(X) + 0.256(x — 3.2)(x— 2.7)(x— 1)(x — 4.8)

Cuando este método se usa para interpolacion, se observa que es posible aplicar multiplicacion
anidada para reducir el niUmero de operaciones aritméticas.

P.ej. parax = 3:

P3(x) = 22+ 8.4(x—3.2) + 2.856(x — 3.2)(x —2.7) — 0.528(x — 3.2)(x — 2.7)(x — 1)

Ps(x) = 22+ (x—3.2)(8.4+ (x—2.7)(2.856 — 0.528(x— 1)))

P3(3) = 20. 212

Ejercicios:
Completar la tabla de diferencias divididas siguiente y hallar el polinomio interpolante
en cadacaso: (p(X) = 3+ X+ 2x? — 4x3)

[ x| fi f[Xi, Xi1+1] f[Xi, Xi+1, Xis2] f[Xi Xi+1, Xiv2, Xix3] | f[Xi, Xi+1, Xis2, Xi13, Xi+4]
o [ [ — [ mm - ol - 4 [£5 o

1[5 [-442| 22 - 75| =0 - 14| LD - 4

2|-1]8 oy = 5 | oy =10

3lo [3 [ZL2- —s5

414 |-217

el polinomio viene dado por...
p(xX) = 126 — 71(X+ 3) + (-2)(X+ 3)(Xx—=5) —4(X+ 3)(Xx-5)(x+ 1)
p(X) = —4x3+2x% + X+ 3

Adelantamos algunas aplicaciones
Obtencién numérica de derivadas a partir de tablas de diferencias:

» Recordemos que el polinomio de interpolacion de grado n, que se ajusta en los puntos:
Po; P1; P2 ......... P, es, en términos de diferencias divididas :

f[Xi Xis1, Xiz2, Xi+3] | F[Xi Xis1, Xi+2, Xi+3, Xis4]
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Interpolacion 10

f(x) = f[Xo] + f[XoX1](X = Xo0) + f[Xo,X1,X2](X — Xo) (X — X1) + f[X0 X1, X2,X3](X — X0) (X — X1) (X — X2) +...

Si Pr(x) coincide bien con f(x), al derivarlo, debe obtenerse un polinomio que se aproxime a la
derivada

Si se deriva la expresion anterior resulta

Ph(X) = f[XoX1] + f[Xo.X1,X2](X — X1 + X — Xo) + f[Xo. X1, ..., Xn] = D (X_XO)(X_XQ')'('i """ *%1) conjdesdei =0
hastai =n-1

« Si Pn(x) coincide bien con f(x), al derivarlo , debe obtenerse un polinomio que se aproxime a la
derivada f'(x)

Sea f(x) = x? —x+ 1,y tabule parax = 0,2,3,5,6

Fxi | fi | fDXiXiad | DX Xisa, Xi2] | F1Xi Xiv1, Xiv2, Xisa] | f1Xi Xist, Xiv2, Xiv3, Xisa]
ojof1{=2-1 [&2-1 [& -0 0
12]3[==4 [Z-1 o
2[3|7[az -7 |21
3[5|21|a2 - 10
416131
o [ 1)
2 3
fl 3 = 7
5 21

6/ 3t
Ph(X) = f[Xox1] + fXo,X1,X2](X = X1 + X = X0) + f[Xo X1, ..., Xn] « 3, LXK 2)
la derivada seria... Pp(x) = 1+1(2x-2-0) =2x-1

Otro ejemplo: g(x) = 2x* + 3x— 4

x| i [ fDxiXiea] | fIXi Xiea, Xiv2] | f1X0 Xiv1, Xiv2, Xis3] 2\ [ 22
0[-2|-2 1 2 0 1 1
111 n 2 0 d 3 |=| 2
2|1 3123 19 2 5 61
3| 51|61 13

0 4
315 ot Lo ) L)

Agui la derivada seria: g'(x) = 1+ 2(2x—1-(-2)) = 4x+ 3

¢, Se atreven con derivadas de orden superior?
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