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Introduccion

La presente obra tiene como propésito apoyar a los estudiantes de ingenieria del
Colegio de Ciencia y Tecnologia de la Universidad Auténoma de la Ciudad de Mé-
xico (UACM). Durante los semestres que he impartido la materia de Algebra Lineal
en la UACM, he observado que un porcentaje significativo de éstos tiene problemas
con los contenidos del programa de estudios y en parte se debe a que en el tema de
sistemas de ecuaciones lineales, no logra aprender a escalonar matrices. El Método
de Eliminaciéon Gaussiana es fundamental para abordar los temas subsecuentes tales
como: matriz inversa, rango e imagen de una matriz, diagonalizacién de matrices,
etc., por consiguiente este material ayudara al estudiante a fortalecer su aprendiza-
je. En él aparecen una variedad de ejemplos resueltos con detalle, asi como algunos
sin resolver y con alguna sugerencia. Es importante recalcar, que asi como un gim-
nasta practica varias horas para perfeccionar sus técnicas, el estudiante debiera de
practicar con otros ejemplos y no conformarse con los que aparecen aqui. Cito unas
palabras del matemaético Alberto Barajas (1913-2004) “jovenes, las mateméaticas no
se aprenden viéndolas”, decia en el saloén de clases, “se aprenden haciéndolas. . ., el
carpintero puede tener la mejor madera del mundo, pero no por ello hace los mejores
muebles. .., es un proceso continuo que se va mejorando todos los dias, a base de
trabajo, de imaginacion y de un enorme esfuerzo, para lograr cada dia mejores obras
de arte”.

A continuacion presentamos un breve resumen de los temas que abarca el contenido
de este libro:

El capitulo 1 trata los sistemas de ecuaciones lineales y se utilizan las matrices para
determinar su conjunto soluciéon. Ademaés, se abordan otros métodos utilizando los
determinantes y la matriz inversa, asi como algunas aplicaciones en problemas de
trafico, circuitos eléctricos, temperatura y balanceo de ecuaciones quimicas.

El capitulo 2 analiza los vectores en el plano y en el espacio. También se revisan
algunos conceptos tales como: Magnitud, direcciéon y agulo entre dos vectores, asi
como el producto vectorial y la ecuacion de un plano.

El Capitulo 3 revisa los conceptos de espacio y subespacio vectorial, después utiliza
las combinaciones lineales y los conjuntos generadores para obtener una base de un
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espacio vectorial. Todo ello para determinar la dimensién de un espacio vectorial y
finalizamos con la matriz de cambio de base.

El Capitulo 4 comprende funciones entre espacios vectoriales y se llaman trasforma-
ciones lineales, ademas se define el niicleo y la imagen de una trasformacion lineal
para analizar mediante algin isomorfismo el tipo de estructura que tiene un espacio
vectorial.

El Capitulo 5 define los conceptos de valor propio y vector propio de una matriz, a
través de diversos ejemplos y finaliza con una aplicacion.

Espero que este material les sea tutil a todos ustedes.

Agradezco a la UACM vy a la Biblioteca del Estudiante, por el apoyo brindado para
la impresion de este material, de manera especial a los profesores, Manuel Tec y
Rafael Torres por la revision y sugerencias valiosas que aportaron; cualquier error u
omision es exclusivamente de mi responsabilidad.

Aaron Aparicio Hernandez



Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones lineales

En este capitulo abordamos algunos temas que corresponden a los sistemas de ecua-
ciones lineales, analizamos los métodos mas comunes para resolver sistemas de ecua-
ciones y mostramos una variedad de ejemplos.

1.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Uno de los temas mas importantes de los cursos de Algebra Lineal, es el de sistemas
de ecuaciones lineales, de hecho, si bien existen varios métodos para resolverlos,
iniciamos con el método basico pero muy importante y que se ocupa en los temas
que se incluyen mas adelante.

Operaciones Elementales

a) Intercambiar dos renglones cualesquiera.
b) Multiplicar cualquier renglén por una constante (escalar) diferente de cero.

¢) Sumar o restar un multiplo de uno de los renglones a otro renglon.

Cualquier sistema de ecuaciones lineales, por muy complicado que parezca, se le
puede aplicar un nimero finito de operaciones elementales para resolverlo, como
veremos a continuaciéon. El método que veremos se le conoce como Eliminacion
Gaussiana (reducciéon o escalonamiento).

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, aplicando Eliminaciéon Gau-
ssiana y diga si la solucién es tinica o existe una infinidad de soluciones.
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B Ejemplo 1.1.1.

r — 2y = 3
2 — y =9

Solucion:

1 —2]3 ~ 1 —2(3] ~[1 =2(3]rm+2rn[1 0]5
2 1|9 |rm—2r [0 33|30 1|1 ~ 0 11

r=95,y=1

Comprobacion:
1(5)—2(1)=5-2=3
2(5)—1(1)=10—-1=9

B Ejemplo 1.1.2.

6z + 5y = -1
r + y = -1

Solucién:
6 5|—1 ~ 1 1|1 ~ 1 1]-1
1 1|—1 | interc.tryyrg | 6 5| —1 | ro—6r; | 0 —1 5

ri4+ry | 1 04 ~ 10 4 ) 4 ou— 5
~ 0 1|5 | —rp| 0 1]|=5] -~ *7%Y~T

Comprobacion:

6(4) +5(—5) =24 — 25 = —1
1(4)+ 1(—5) =4 —5=—1

B Ejemplo 1.1.3.

r — 2y =0
2c — y = 0
Solucién:

1 —210 ~ 1 =2[0] ~[1 —=2|/0]r+2r[1 0]0
2 =110 ] ra—2r1 [0 3[0] 32| 0 1]0 ~ 0 1|0
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r=0,y=0

Comprobacion:

1(0) = 2(0)=0—0=0
2(0) = 1(0) =0—0=0

Observacion: Cuando los valores encontrados son todos ceros, la soluciéon se le llama
trivial.

B Ejemplo 1.1.4.

3r + 4y = 0

r — 2y =0

2 + y =0

20 + 3y = 0
Solucion:

Analizando este sistema de ecuaciones, nos damos cuenta que por lo menos tiene la
solucion trivial, jhabra mas soluciones?

3 410 1 =20 ~ 1 =210
1 =210 ~ 3 4|10 | r—=3r; | 0 101]0
2 110 | interc. ry y 1y | 2 110 | r3—2r; [ 0O 510
2 310 2 3|0 ry=2r1 |0 710
1
52| 0 1]0 ~ 0 1]0 _ _
Ly L0 1]0 | rs—m | 0 00 r=09=0
%7’4 0 110 Tqy —To 0 010
Comprobacion:
3(0)+4(0)=040=0
1(0) =2(0)=0-0=0
2(0)+1(0)=04+0=0
2(0)+3(0)=04+0=0

Observacion: En ocasiones la columna de ceros no se incluye porque no afecta al
aplicar las operaciones elementales, en caso contrario deben colocarse en la matriz.
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A Ejemplo 1.1.5.

r + 2y = 5
2¢ + 4y = 1

Solucioén:
1 2|5 ~ 1 2] 5
2 411 To — 27’1 0 0-9
La segunda ecuacion obtenida en el escalonamiento nos indica que 0(x)+0(y) = —9,

lo cual es imposible porque 0 # —9, por lo tanto el sistema de ecuaciones no tiene
solucion y en algunas ocasiones se dice que el sistema de ecuaciones es inconsistente,
nosotros diremos que no existe solucion.

B Ejemplo 1.1.6.

2 + y = 4
6r + 3y = 12
Solucion:
2 1| 4 ~ 2 1)4
6 3|12 T2 —37”1 0 010
Por lo tanto 2x +y = 4 & y = —2x + 4 y como z puede tomar cualquier valor,

entonces el sistema de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones, mas atn, sixz =t
con t € R entonces el conjunto solucion estéd dado por:

r=t conteR
y=—-2t+4
A Ejemplo 1.1.7.
r + y + z = -1
2 + 3y — 2z = 0
3r — 2y + 2z = 4
Solucioén:
1 1 1]-1 ~l1 1 1|-1 rr—rg [ 1 0 41 -3
2 3 =1 0| ro—2r {0 1 =3| 2 ~10 1 =3| 2
3 =2 1| 4| r3—=3r, | 0 =5 =2 7| r3+dbry| 0 0 —17| 17
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41 -3 7’1—47’3

-1

ﬁ’r’g 1 —]_ ~

Comprobacion:

IM+1(-H+1(-1)=1-1-1=-1
2(1)+3(-1)—1(-1)=2-3+1=0
3(1)—2(-1)+1(-1)=3+2—-1=4

B Ejemplo 1.1.8.

2c — y 4+ z =2

3r + y — 2z = 9

-r + 2y + 5z = =5
Solucion:

2 =1 1| 2| rm+2r 0 3 11
3 1 =2 9| ro+3rs 0 7 13

-1 2 5|5 ~ | =1 2
37"1—27"2 -3 0 -7 1 —T1 3 0
~ 03 11]|-8 ~10 3
3rs—Tra | 0 0 —38|38 ] 5373 0 0
%rl 1 00 2 r =2
%m 01 0] 1 y=1
~100 1|-1 z=-—1
Comprobacion:

22) -1+ 1(-1)=4—-1-1=2
32)+1(1) —2(-1)=6+1+2=9
—-1(2)+2(1)+5(-1)=-24+2-5=-5

B Ejemplo 1.1.9.

r — 2y + z =0
20 — y + 5z =0
r + y + 4z = 0

1 0 1 00
~10 1 -3 2 ro+3rs | 0 1 0
00 0 0 1

—1
-8

—1

y=-
z=—

interc. | =1 2 5
renglones

~Y

1 —77"3
9 — 117’3

~

0 3 11
0 7 13

3 00
0 30
0 01

)
-8
—6

6
3
-1
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Solucion:
1 -2 110 ~ 1 -2 110 ~ 1 -2 110
2 =1 50| =21 |0 3 3/0] 4, |0 1 1[0
1 1 410 rs —7T1 0 3 3|0 T3 — T2 0 0 0|0
T1+2T2 1 O 3 O LL’+3Z: O LL’:—:))Z
~ 01 140 L= 0 = .
000|0 yrz= y=

Por lo tanto el sistema de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones y el conjunto
solucion esta dado por:
z=1 conte€R

y=—2t
r = —3t
Si t = 1 entonces una solucién particular del sistema es x = -3, y = —1, z = 1.

Comprobacion:

1(=3)—2(-1)+1(1) =—34+2+1=0
2(—3) —1(—1) +5(1) = -6 +1+5=0
1(=3)+1(-1) +4(1) = -3 —-1+44=0

Es necesario aclarar que los sistemas homogéneos siempre tienen soluciéon, a saber,
la solucién trivial. Sin embargo, en muchas ocasiones existen mas soluciones.

B Ejemplo 1.1.10.

r + Yy + z =
or — 2y — 9z
3r + y — z =
v — 2y — Tz =

|
cooo

Solucién: Se deja como ejercicio para el lector y el conjunto solucion es

z=t cont € R
y=—2t
r=t
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1.2. Matriz inversa

Calcule la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices.

A Ejemplo 1.2.1.
3 2
=1

Es importante senalar que, para calcular la inversa de una matriz utilizamos el
Método de Gauss, de ahi la importancia en saber escalonar matrices; aunque no es
la Ginica manera como veremos mas adelante.

Solucion:

3 2[1 0 ~[32] 1 0]r—-2[3 0] 3 —6
1 1(0 1| 3rp—r |0 1|1 3 ~10 1|-1 3
s [1 0] 1 =2 T I

~10 1|-1 3| = I

Ahora, para ver que la matriz obtenida es la inversa de A, debemos verificar que
ATTA=T=AA"1

1 -2 3 2 3—2 2-2 10
—14 _ _ — —
e I | B I e a ] R PR BT

ATTA=1T.

3 2 1 -2 3—2 —6+6 10
_1_ p— = =
Por otra parte AA —{1 1][_1 3]—{1_1 _2+3}—[0 1}-[

AA~1 = I. Asi A tiene inversa y por consiguiente A es invertible.

B Ejemplo 1.2.2.
2 1
a=[31]
Solucién:
2 1/1 0 ~12 1] 1 0| 3ri—ry| 6 0] 8 —2
5 410 1| 2ro—=5r; | 0 3|-=5 2 ~10 3|-5 2

AR
3 3 0 1

|
c.o|w°°|>—t
—_

|
w|cnw|>b
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=1 4 -1
-1 _ 3 1
=4 )=

Ahora veamos que se cumple A7'A =1 = AA"L,

|
“|cnoo|u>

A—lA:ll 4 —1H2 1}:ll 8—5 4—4]21[3 0}

31 =5 2 5 4 31 -104+10 —5+8 310 3

:“) (1)]:1* s ATA=T

POYOtrOladOAA_lzélg 111] [—g _;]:§[208—_2g :iig}

:%[g g]:[é (1)]21 -, A7'A = 1. Por consiguiente A tiene inversa.

B Ejemplo 1.2.3.

3 }, calcule A~1.

Considere la matriz A = l :;l 9

2 -3
.
Solucién: A~ = [ 3 4 } i

B Ejemplo 1.2.4.

Verifique que la matriz B = { (1) 1 } es la inversa de A = { _} (1) ] .
B Ejemplo 1.2.5.

Dada la matriz A = [ 3 g }, calcule A71.

=355

= Wl

Solucion: A~ = [

wl= O

B Ejemplo 1.2.6.

Dadas las matrices A = [ g ; ] y B= [ Z1’> Z }, calcule A~! y utilicela para:

a) Obtener una matriz X € Myyo(R) tal que AX = A.
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b) Obtener una matriz Y € Mayo(R) tal que AY = B.

c) Obtener una matriz Z € Mayx2(R) tal que ZA = B.

A Ejemplo 1.2.7.

3 2 2 4 3

cada una de las siguientes ecuaciones de matrices:

Dadas las matrices A = [5 3}, B = {6 2] y C = {_g },resuelva
a) AX+B=C.
b) XA+B=C.
c) AX+B=X.
d) XA+C=X.
e) AX +2C = A.

(Sugerencia: a) AX+ B=C=AX =C—-B= A" (AX)=A"(C - B)
~ X = A"(C - B)).

B Ejemplo 1.2.8.

Dada la matriz A = | © d , con A = ad — be. Demuestre que si A # 0 entonces
d —b
-1 _ 1
4 _A[_c a}.
B Ejemplo 1.2.9.
2 1 2
Dada A= |0 3 —1 [, hallar A"
41 1
Solucion:
21 2]1 00 2 1 20 100
03 -1|/0 10 ~{0 3 —-1] 010
41 1100 1 |r3g—2r,|0 -1 =3|-2 01
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10
3ri—ry | 6 0 713 =1 0| 10ry+7r3 | 60 O 0|—-12 -3 21
~103 —=1| 0 10 107y — 73 0 30 0 6 9 -3
3rs4+r | 0 0 =10/ —6 1 3 ~ 0 0 -10] -6 1 3
10 olF g A] (10025 3
A I B B U Bl IO I R
0001 v 1§ W 001l 5 w 1w
-1 - 7
U I O O I
L ~12 2 6
Verifiquemos que A™'A =1 = AA~!.
4 1 =77[21 2
Ata=2L| -4 -6 2||03 -1
—12 2 6|41 1
84+0—28 4437 8§—1-7 —20 0 0
= = —8+0+8 —4—-18+2 —8+46+2 | =— 0 —20 0
2440424 —-12464+6 —24-2+6 0 0 —20
100
=101 0| =1 A7TA =
001
2 1 2 4 1 -7
Por otra parte AA™ =—5 |0 3 -1 —4 -6 2
41 1| -12 2 6
§—4—-24 2-6+4+4 —-14+2+12 —20 0 0
= =5 | 0—-12+12 0-18—2 04+6—-6 | =5 0 —20 0
16-4-12 4-6+2 —28+2+46 0 0 —20

1 00
010 =1
0 0 1
invertible.

B Ejemplo 1.2.10.

|
o =
[CRIVCINTN
— o w

AA™! = 1. Asi A tiene inversa y por consiguiente A es
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Solucion:
24 3|1 00 ~ 12 43100
-1 3 0]/0 1 Of 2rg47r {0 10 3|1 2 0
02 110 01 0 2 1|0 0 1
interc. [ 2 4 3|1 0 0| rn—2rp |2 0 1|1 0 =2
renglones | 0 2 1(0 0 1 ~10 2 1|0 0 1
~ [0 10 1 2 0] r3—5r| 00 —=2|1 2 =5
2ri+r3 |4 0 03 2 -9 iﬁ 100 % %_79
2ro+r3 |04 0|1 2 =3 | ~2p|0 1 0 7 2 2
~[00 =212 5] Fry[00 1|5 F 2
PR I O T R
2] 2 4w
2 2 2 L
Ahora veamos que se cumple A™*A =1 = AA~L
3 2 -9 2 4 3
A_lA:i 1 2 -3 -1 3 0
-2 —4 10 0 21
6—-2—-0 1246-18 9+0-9 4 0 0
=1 2-2-0 446-6 34+40-3|=1|0 40
—4+440 —8—-124+20 —6—-0+10 0 0 4
100
=10 10|=1 . A'A=1IL
001
2 4 3 3 2 -9
Por otra parte AA_lzi -1 3 0 1 2 =3
0 21 -2 —4 10
6+4—6 4+8—-12 —18—-12+30 4 0 0
=1] —3+340 —246+0 9-9+0 | =110 40
0+2—2 0+4+4—-4 0—-6+10 00 4
100
=10 10|=1 . AA'=1 Porlotanto A tiene inversa.
001
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B Ejemplo 1.2.11.

2 -1 3
A=11 0 2
1 1 4
Solucién:
2 -1 3/1 00 interc. [ 1 0 2|0 1 0
1 0 2|0 1 0| renglones| 2 —1 3|1 0 0
1 1 4(0 0 1 ~[1 14j001
~[1 0 2/0 1 0] 1 0 2/0 10
ro—2r, | 0 =1 —1|1 =2 0 ~10 -1 —=1]1 =2 0
rs—r; |0 1 210 =1 1 | rm+m|0 0 1]1 =3 1
m—2rs [ 1 0 0]—-2 7 =2 10 0/-2 7 =2
ro+r3 |10 =1 0| 2 =5 1| —rp |0 1 0|—=2 5 —1
~l0 01| 1 =3 1 ~|100 1] 1 =3 1
-2 7 =2
Al=| -2 5 —1
1 =3 1

Ejercicio: Verifique que A~! es la inversa de A.

B Ejemplo 1.2.12.

oy
I
— R o
DO =
o

4
Solucion:
31 —-1/1 0 0 interc. | 1 2 4|0 0 1
21 0/0 1 0] renglones|{ 2 1 0|0 1 O
1 2 4]0 0 1 ~ 131 —-1]1 00

~ |1 2 410 0 1| 3rm+2r |3 0 —4(0 2 -1
ro—2rp | 0 =3 =80 1 -2 ~10 -3 =8|0 1 -2
rg—3rm [0 -5 —-13|1 0 =3 | 3r3—5r, | 0 0 1|3 -5 1



Matriz inversa

T1 —|—47’3 3 00
Tro + 87”3 0 -3 0
~10 01

4 —6

Bl=| -8 13

3 =5

Ejercicio: Verifique que B!

A Ejemplo 1.2.13.

3 -1 5
C=1] -1 2 1
-2 4 3
Solucién
3 =1 5|1 0 O
—1 2 101 0
—2 4 310 0 1
57’1 + 79 15 0 33
~ 0 5 8
s — 27’2 0 0 3
= [1 0 0]2
%TQ 0 1 0 %
%7"3 00 1] 0
2 23
-1 ? 0
=135 =
O —10

Ejercicio: Verifique que C~*

A Ejemplo 1.2.14.

Dada la matriz D =

12
24
3

-18 3
-39 6
-5 1

1
-2
1

1 3
-1 1
4 -2

es la inversa de B.

—10

es la inversa de C.

|
S

, calcular D71
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-2 14 4
Solucion: D=1 = i 3 =7 1
5 =7 -3
B Ejemplo 1.2.15.
0 -2 -1
Dada la matriz F = 3 0 0|, obtenga E~1.
-1 1 1
0 1 0
Solucién: E~! = % -3 -1 -3
3 2 6
B Ejemplo 1.2.16.
3 00
Considera la matriz A= | —1 1 0 |, encuentre A™!.
-2 3 2
2 00
Solucion: A~ = 2 2 60
-1 -9 3
B Ejemplo 1.2.17.
100
Dada lamatriz A= | 0 1 0 |, calcule A~
001
(Sugerencia: es trivial, A~! = A).

1.3. Determinantes

Definicién 1.3.1. Si A = [ Z 2 ], entonces el determinante de A es det(A) = |A|

a b
c d

‘:ad—bc.

Calcule el determinante de cada una de las siguientes matrices:
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A Ejemplo 1.3.1.

1 2
=[]
Solucion:
det(A):|A\:H j‘:1(4>-1(2):4—2:2 oAl =2
B Ejemplo 1.3.2.
2 —1
o-[1 1]
Solucion:
det(B)=|B|:‘f _}‘:2(1)—1(—1)22“:3 Bl =3
B Ejemplo 1.3.3.
2 -7
o[ 3]
Solucion:
2 -7
det(C) = |C| :‘ 5 _3 ‘: 2(=3) — (=5)(=7) = =6 — 35 = —41
|C| = —41.
B Ejemplo 1.3.4.
4 -7
]
Solucion:
4 -7
det(D) = |D| :‘ 0 _3 ‘— 4(=3) — (0)(=7) = =12 -0 = —12.
B Ejemplo 1.3.5.
2 1
=1l
£ 4
Solucion:
2 1 2 3.1 8 3 71 71
det(A)=|A]l=|3 2|==4)—==2)==——===— .. |Al==.
A==t 5173056 =3 % 4= 55




16 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

B Ejemplo 1.3.6.

2" =3
[

Solucién:
2" =3 n m—1 n+1 m
det(B) = |B| = gm—1 9| = 2"(2) -3 (—=3)=2 +3
|B| = 2" + 3™,
B Ejemplo 1.3.7.
3 7
¢ [ -6 —14 ]
Solucién:
det(C) = |C] :‘ _2 _11 ‘: 3(—=14) — (—6)(7) = —-424+42=0

C| = 0.

Demuestre cada una de las siguientes propiedades.

B Ejemplo 1.3.8.

Si A= [ Z z ] entonces |A| = 0.

B Ejemplo 1.3.9.

c d
a b

ab__
c d|

B Ejemplo 1.3.10.

ka kb

a b
c d

c d

-+
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A Ejemplo 1.3.11.

ka kb
" o

A Ejemplo 1.3.12.

a b

c d c d c d

a+zx b—l—y‘_

+

x y‘
A Ejemplo 1.3.13.

Si A= [ c; 2 } entonces det(A) = det(A").

A Ejemplo 1.3.14.

Hallar el valor de z tal que g _? ‘: D.
Solucion:
r 2

5 _1‘:5:>x(—1)—3(2):5:>—x—6:5:>x:—11

A Ejemplo 1.3.15.

r—1 15
Hallar los valores de x tal que 1 e+1|™ 0.
Solucion:  Existen dos soluciones x = —4 y = = 4.
A Ejemplo 1.3.16.
Hallar los valores de z tal que v le - __? ‘: 0.

Soluciéon: =2y z =3.
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A Ejemplo 1.3.17.

r—1 1
Hallar los valores de x tal que 9 :1:—4‘_12'
Solucion: x = —1y z = 6.
B Ejemplo 1.3.18.
-1 3
Hallar el det(A) para la matriz A= |1 0 2
1 1 4
Solucion:
+ - +
2 -1 3 0 2 1 2 10
A=l 0 2 _2‘1 4‘_(_1)‘1 4‘*3‘1 1‘
1 1 4
—20-2)+1(4—-2)+3(1-0)=—-4+2+3=1 - |Al=1.

B Ejemplo 1.3.19.

21 2
Dada la matriz A= | 0 3 —1 |, calcule |A]|.
4 1 1
Solucion:
+ -
2 1 2 3 —1 0 -1 0 3
A=10 3 _2‘1 1‘_(1)‘4 1‘*2‘4 1‘
4 1 1

=2(3—1(=1)) = 1(0 —4(=1)) + 2(0 — 12) = 2(3 + 1) — 1(0 + 4) + 2(—12)
—8—4—-24=-20 - |A=-20

B Ejemplo 1.3.20.

-1
0 |, calcule |B].

3
Considere la matriz B = | 2
1 4

O —
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Solucion:
+ -+
3 1 -1 10 2 0 21
BI=l5 1 _3‘2 4‘_1‘1 4‘_1‘1 2‘
1 2 4
=3(1(4) = 2(0)) = 1(2(4) — 1(0)) = 1(2(2) = 1(1)) = 3(4 = 0) = 1(8 = 0) = 1(4 = 1)
=12-8-3=1 .. |B|=1L1
A Ejemplo 1.3.21.
3 00
Considere la matriz B= | —1 1 0 |, encuentre |B|.
-2 3 2
Solucién: |A| = 6.
A Ejemplo 1.3.22.
0 -2 -1
Dada la matriz C = 3 0 0|, obtenga |C|.
—1 1 1
Solucion: |C| = 3.
B Ejemplo 1.3.23.
2 1 3
Dada la matriz D= [ 1 —1 1 |, calcule |D].
1 4 =2
Solucién: |D| = 14.
B Ejemplo 1.3.24.
1 0 2 1
. 2113
Dada la matriz E = 1111 , hallar |E|.
2111

Solucion: |E| = —4.

Demuestre cada una de las siguientes propiedades .
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A Ejemplo 1.3.25.

a b c
Si A= | a b c | entonces |A| =0.
d e f
B Ejemplo 1.3.26.
a b c d e f
d e fl=—]a b ¢
g h 1 g h 1

B Ejemplo 1.3.27.

QU O
o O o
~ O o
|
o

B Ejemplo 1.3.28.

ka kb kc a b c
d e fl=k|d e f
g h 1 g h 1
A Ejemplo 1.3.29.
ka kb kc
a b c|=0
g h 1
B Ejemplo 1.3.30.
at+z b+y c+=z a b c
d e f |=1d e f
g h 7 g h 1

Q QK

St o

. S
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A Ejemplo 1.3.31.

a b c

Si A= | 0 d e | entonces det(A) = adf.
00 f

B Ejemplo 1.3.32.

Si A= entonces det(A) = det(A").

Q@ Q.
St o
<. 0

B Ejemplo 1.3.33.

1 1 1
a b c|=(b—-a)c—a)(c—Db). A este determinante se le llama determinante
a> v

de Vandermonde.

B Ejemplo 1.3.34.

1 1 1
Calcular -2 3 5
4 9 25
Solucién: |E| = 70. (Sugerencia: Aplicar el ejercicio anterior).

B Ejemplo 1.3.35.

Sean A, B € M3y3(R). Demuestre que det(A B) = det(A) det(B).

A Ejemplo 1.3.36.

Sea A € M3y 3(R). Demuestre que det(A™) = [det(A)]" con n € N.

A Ejemplo 1.3.37.

Sea A € M,,xn(R) y k € R. Demuestre que det(kA) = k"det(A).
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1.4. Matriz adjunta

Si A es una matriz de n renglones y n columnas, entonces la matriz adjunta de
A es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores, esto es, C' = (¢;;) donde
cij = (1) |M;;| y M;; es la matriz que se obtiene al eliminar el renglon ¢ y la
columna j, por lo tanto adj(A) = C*.

1
Se puede demostrar que, si A es una matriz invertible, entonces A= = det(A) adj(A)

y por consiguiente tenemos otra manera de calcular la inversa de una matriz. Veamos
algunos ejemplos:

Calcular la inversa de cada una de las siguientes matrices, utilizando la matriz
adjunta.

B Ejemplo 1.4.1.

Solucion:

Antes de calcular la matriz adjunta, primero debemos verificar que la matriz es
invertible y para ello es suficiente ver que det(A) = |A| # 0.

o —1 3] |t T 1
2 -1 3 0 2 1 2 10
det(A)“A“} ?Z‘ 1 0 2_2‘1 4‘_<_1>‘1 4‘+3‘1 1‘
1 1 4
=20—-2)+14—-2)+3(1-0)=-4+2+3=1 .. |A|#0. Ahora calculemos
la matriz de cofactores.
0 2 1 2
cp = (—1)H! 1 4|7 0-2=-2, cpp=(-1)1*2 1 4 ‘: —(4-2)=-2,
10 -1 3
C13 = (—1)1+3 1 1 =1-0= 1, Co1 = (—1)2+1 1 4 ‘: —(—4 — 3) = 7’
2 3 2 —1
Cog = (_1)2+2 1 4 — 8 — 3 = 5’ Co3 — (—1)2+3 1 1 ‘: _(2 ‘I’ 1) - _37
-1 3 2 3
ez = (—1)3! 0 2|7 —2—-0=-2, c3=(-1)3*"2 1 92 ‘: (4-3)=-1,
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5 1 -2 =2 1
033:(—1)3+3 1 O‘ZO—l—l_l C= 7 5 =3
-2 -1 1
-2 7 =2
por lo tanto Adj(A)=C'"=| -2 5 -1
1 -3 1
1 ] -2 7 =2 -2 7 =2
A7t = adj(A)=-1] -2 5 -1 |=]-2 5 -1
det(A) L T 1 -3 1
B Ejemplo 1.4.2.
31 —1
B=|21 0
1 2 4
Solucion:
+ -+
3 1 -1
3 1 —1 10 2 0 2 1
det(B) = 1Bl =|2 10|, | 7 R
1 2 4
=34-0)—-18-0)—1(4—-1)=12—-8—-3=1 .. |B|#0, ahora calculemos
la matriz de cofactores.
1 0 2 0
011:(—1)1Jrl 9 4‘:4—0—4, 012:(—1)1+2 1 4‘_ (8—-0) =8,
2 1 1 -1
Ci3 = (—1)1+3 1 9 ‘: 4-1=3, cu= (—1)2+1 2 4 ‘: _(4+ 2) = —6,
3 —1 31
Cop = (—1)2+? | 4‘:12+1:13, Co3 = (—1)*3 y 2‘: (6—1)= -5,
1 -1 3 —1
a1 = (—1)3+1 . 0 ‘: 0+1=1, c3=(-1)3"2 5 0 ‘: —(0+2)=-2,
- 4 -8 3
g3 = (—1)3+3 9 1‘23—2:1 s C=1] -6 13 =5
1 -2 1
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4 -6 1
por lo tanto Adj(B)=C'= | -8 13 -2
3 =5 1
1 1 4 -6 1 4 -6 1
B = adj(By=-| -8 13 -2 | =| -8 13 -2
det(B) I 3 -5 1
B Ejemplo 1.4.3.
21 2 4 1 -7
Dada la matriz A= | 0 3 —1 |, verifique que Adj(A) = —4 -6 2|y
4 1 1 -12 2 6
encuentre la inversa de A, (sugerencia: |A| = —20).

B Ejemplo 1.4.4.

2 4 3
Considere la matriz A= | —1 3 0 |, encuentre A~!.
0 21
3 2 -9
(Sugerencia: Adj(A) = 1 2 =3 |yl|A=4).
-2 —4 10
B Ejemplo 1.4.5.
3 -1 5
Dada la matriz C'= | —1 2 1 |, calcular C~'. (Sugerencia: |C] = 5).
-2 4 3
2 23 —-11
Solucion: C~'=111 19 -8
0 —10 )

B Ejemplo 1.4.6.

2
Dada la matriz D= | 1 —1 1 |, calcular D~!. (Sugerencia: |D| = 14).
1
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-2 14 4
Soluciéon: D™ = 1—14 3 =7 1
5 —7 =3
A Ejemplo 1.4.7.
0 -2 -1
Dada la matriz E = 3 0 0 [, calcular E~!. (Sugerencia: |E| = 3).
—1 1 1
0o 1 O
Solucién: £~ = % -3 -1 =3
3 2 6
B Ejemplo 1.4.8.
3 00
Considere la matriz A= | —1 1 0 |, obtenga A™'.
-2 3 2
2 00
(Sugerencia: |A| =6y Adj(A) = 2 6 01)
-1 -9 3

1.5. Aplicaciones de matrices inversas y determi-
nantes

En la seccion 1.1 vimos como se resuelven los sistemas de ecuaciones lineales, ahora
utilizaremos a las matrices inversas y los determinantes para ilustrar otras maneras
de resolverlos.

Con ayuda de la matriz inversa resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones:

B Ejemplo 1.5.1.

6z + S5y = 2
r + y = -3
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Solucion:
El sistema de ecuaciones a considerar es de la forma AX = B, donde A = [ 65 } ,

- [5)-[ 2] )

Por lo tanto si A tiene inversa, procedemos de la siguiente manera AX = B <

AYAX) = A'B & (A'A)X = A"'B & IX = A"'B & X = A~'B. Por

consiguiente, necesitamos conocer la inversa de la matriz A = [ ? ? } . Es facil ver
1 =5 1 =5 2
-1 _ — A-1p
que A —{_1 6],p0rlotantoX—A B_{—l 6]{—3]
L I2)+(=5)(=3) | | 2415 | | 17 ) _ B
= [ 12 +6(-3) |~ | -2-18| | -20] & =Ty y=-20
Comprobacion:

6(17) + 5(—20) = 102 — 100 = 2
1(17) + 1(—=20) = 17— 20 = —3

B Ejemplo 1.5.2.

6xr + 5y = —1
r + y = -1
Solucion:
Por el ejercicio anterior A= = _1 _2 ], por lo tanto X = A™'B

-1 ]3]
[P - [ [ 4] < e

Comprobacion:

6(4) +5(—5) =24 — 25 = —1
1(4)+1(=5) =4—5=—1

B Ejemplo 1.5.3.

r + 2y =0
dr + 9y = 1
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Solucion:

Verifique que A™! = [ } es la inversa de A = [

9
-4 1
e[ 2 ][4 [ )
r=-2 y=1
Comprobacion:

1(=2)+2(1) =—24+2=0
A(=2)+9(1)=-8+9=1

B Ejemplo 1.5.4.

v + 2y = 3
r 4+ y = 5
Solucién:
1 =2

Por el ejercicio 1) de la seccion 1.2, A™! = 1 3

11

X:A—lB:l 1 —2} {3}:[1(3)“—2)(5)}:

A= [3 2},porlotanto

-1 3 5 —1(3) + 3(5)
r=—7y=12

Comprobacion:
3(=7)+2(12) =—-21+24=3
(=7)+1(12)=-7T+12=5

B Ejemplo 1.5.5.

—4xr + 3y = 4
—3r + 2y = 2
Solucion:
Por el ejercicio 3) de la seccion 1.2, A™! = § :4

—4 3
A_[—?) 2},porlotanto

9
—4

1

0—2

-2
} , por lo tanto

{—0+1}:{_ﬂ

3—1

} es la inversa de

] L]

} es la inversa de
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AR FI B g i) R P R Y

3 —4 2 3(4) + (—4)(2) 12 -8 4
r=2,y=4
Comprobacion:
—4(2)+3(4)=-8+12=4
-3(2)+2(4)=—-6+8=2
A Ejemplo 1.5.6.
20 + y = 3
or + 4y = 6
Solucioén:
Por el ejercicio 2) de la seccion 1.2, A™! = % { _;l B } es la inversa de

121 A-lp 1
A—[5 4},porlotant0X—A B—gl

S ETRE SRR EY

r=2,y=-—1
Comprobacion:
22)+1(-1)=4—-1=3
512)+4(-1)=10—-4=6
B Ejemplo 1.5.7.
2 + y + 2z = 20
Oz + 3y — =z = 40
v + y + =z = 20
Solucioén:
4 1 =7
Por el ejercicio 9) de la seccion 1.2, A™! = —Lzo —4 —6 2 | eslainversa de
-12 2 6

2 4 1 =7 20

21
A=10 3 -1 ,porlotamtoX:A_lB:_i20 -4 —6 2 40
4 1

1 -12 2 6 20
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[ 4(20) + (1)(40) + (=7)(20) 80 + 40 — 140
= 5 | —4(20) + (—6)(40) + (2)(20) | = =5 | —80 —240+40
| —12(20) + (2)(40) + (6)(20) —240 + 80 + 120
[ —20 1
:_%0 —280 | = | 14 Soox=1y=14, z=2
| —40 2
Comprobacion:
2()+1(14)+2(2) =2+ 14+4=20
0(1)+3(14) —1(2) =0+42—-2=40
41)+1(14)+1(2) =4+14+2=20
B Ejemplo 1.5.8.
2 + 4y + 3z =1
- + 3y — 0z = 3
Oz + 2y + 2z = 5
Solucion:
3 2 -9
Por el ejercicio 10) de la seccion 1.2, A™! = i 1 2 =3 | eslainversa de
-2 —4 10
2 4 3 3 2 -9 1
A= -1 3 0 ,porlotantoX:A_lB:i 1 2 =3 3
0 21 -2 —4 10 5
[ 3(1) + (2)(3) + (—9)(5) 34+6—45
S+ @E) +(-36) | =4[ 1+6-15
| —2(1) + (—4)(3) + (10)(5) —2—12450
[ —36 -9
:i -8 | = -2 oo r=—9 y=-2 2=9
| 36 9

La comprobacion se deja como ejercicio para el lector.
B Ejemplo 1.5.9.
20 — y + 3z = 7

r + Oy + 2z = 2
r + y + 4z = -1
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Solucion:
-2 7 =2
Por el ejercicio 11) de la seccion 1.2, A™' = | =2 5 —1 | es la inversa de
1 -3 1
2 -1 3 -2 7 =2 7
A=|1 0 2 |,porlotanto X =A"'B=| -2 5 -1 2
1 14 1 -3 1 —1
—2(7) + (7)(2) + (=2)(-1) —14+14+2 2
=| =2+ 0GB)2)+(-1)(-1) | =| -14+10+1 | =| =3
L(7) + (=3)(2) + (1)(—1) 7T-6-1 0
x=2,y=—-3, z=0. La comprobacién se deja como ejercicio.
B Ejemplo 1.5.10.
3r — y + 5z = 1
-r + 2y + 2z = 0
—2r + 4y + 3z = -1
Solucion:
2 23 —11
Por el ejercicio 13) de la seccion 1.2, A™! = é 1 19 =8 | eslainversa de
0 —10 5
3 -1 5 2 23 -11 1
A= -1 21 ,porlotantoX:A_lB:% 1 19 -8 0
-2 4 3 0 —10 5 -1
13
8 13 9
— 9 — — —
= _51 x—g,y—g,z'——l

La comprobacion se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 1.5.11.

1 01
Dada la matriz A= | 3 3 4
2 2 3

1 2 -3

a) Compruebe que A= | -1 1 -1

0 -2 3
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b) Utilice A~! para resolver AX = B en cada caso.

1
i) B=11 Solucion: x =0, y=—1, z=1.
b 1 -
-
ii) B=| 2 Solucion: x = —4, y = -2, z =5.
L 3 -
[ —2
i) B=| 1 Solucion: x =0, y =3, z = —2.

Regla de Cramer

Uno de los Métodos para resolver sistemas de ecuaciones es el que se conoce como
Regla de Cramer, el cual utiliza determinantes. Veamos en que consiste:

Consideremos un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas,

a1 + a12T9 + -+ AinTy = bl
a91T1 + A922T9 + -+ Aonly, = bg
Ap1Z1 + Qa2 + -0+ AppT, = bn
aix Qg - Qip
. . . Qg1 Q22 --- Q2p )
si la matriz del sistema A = ) i ] tiene A = det(A) # 0, entonces
Ap1 Ap2 - Apn

el sistema de ecuaciones tiene una tnica solucién. Ademas, la solucién esta dada por

Ay Ay A

x1:A7 x2:A?.'.7 ‘(I;n:A?

con Ay el determinante de la matriz que se obtiene reemplazando la k-ésima columna
de A por la columna de las constantes.

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando la Regla de Cramer.
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A Ejemplo 1.5.12.

r + 2y = 3

v — y =1
Solucion:
Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A = é _? ‘: —7, por lo
tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene solucion tnica.
Ahora calculemos A; con i € {1,2}.
Ay :‘i’ _f ‘:3(—1)—1(2):—3—2:—5
A=t 321y =33 =1-9=—3
31
A =55 Ay -8 8
TAT T YT AT T
- L. . 5 8
por consiguiente la tnica solucién es z = - Yy = 2
Comprobacion:
5 8 5 16 21
11 2z ) =c+—==—=—=3
(7) * (7) 7 - 7 7
bt 8 5 8 7
k (7) (7) To7T 7
A Ejemplo 1.5.13.
6z + Sy = 2
r + y = -3
Solucion:
Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A = ‘ ? i) ‘ =6—-5=1,

por lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene solucién tnica.

Ahora calculemos A; con i € {1,2}.

=2(1) — (-3)(5) =2 +15 =17
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Ay :‘ 0 ‘:6(—3) _1(2) = —18 — 2 = —20
Ay 17 Ay —20
TEATT O VTR T 0

por consiguiente la tnica solucién es x = 17, y = —20.
Comprobacion:
6(17) + 5(—20) = 102 — 100 = 2
1(17) +1(—20) = 17— 20 = -3
A Ejemplo 1.5.14.

6xr + 5y = —1

r + y = -1
Solucion:
Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A = ‘ (15 51) ‘ =6—-5=1,

por lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene soluciéon tnica.

Ahora calculemos A; con i € {1,2}.

Alz‘ j ?‘:—1(1)—(—1)(5):—1%:4
6 —1
Agz‘l 1 ‘:6(—1)—1(—1):—6—1—1:—5
Ay 4 Ay =5
= — = — = 4 = — = — = —
TEATI TR YRR T T Y

por consiguiente la tnica soluciéon es x =4, y = —b5.
Comprobacion:

6(4) +5(—5) = 24 — 25 = —1
1(4)+1(=5) =4—-5=—1

A Ejemplo 1.5.15.

r + 2y = 0
dr + 9y = 1

Solucion:
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Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A = ‘ le 3 ‘ =9-8=1,
por lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene solucién tnica.
Ahora calculemos A; con i € {1,2}.
0 2
Ay = =0(9) = (1)(2) = -2
19
10
Ay —‘ 41 ‘— 1(1) —4(0) =1
A =2 Ay 1
TTA T R N T
por consiguiente la tnica soluciéon es r = -2, y = 1.
Comprobacion:
1(=2)+2(1)=-242=0
4(-2)4+9(1)=-8+4+9=1
B Ejemplo 1.5.16.
3r + 2y = 3
r + y =5
Solucién:
Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A = ‘ :1)) ? ‘ =3-2=1,

por lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene soluciéon tnica.

Ahora calculemos A; con i € {1,2}.

Ay :‘g’ f‘:3(1)—(5)(2)=3—1oz—7
Azz‘i’ 2‘:3(5)—1(3):15—3:12
Ay =T Ay 12
TTA T YT AT T T
por consiguiente la tinica solucién es x = =7, y = 12.
Comprobacion:

3(=7)+2(12) = —21 +24 =3
1(=7)+1(12)=-7T+12=5
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A Ejemplo 1.5.17.

—4dr + 3y = 4
—3r + 2y = 2

Solucién:
—4 3

-3 2
por lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene solucién tnica.

Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A = =—-8+9=1,

Ahora calculemos A; con i € {1,2}.

A=Y 3 oae) — @) =8—6=2
2 2
—4 4
Ay = 3 9|7 —4(2) — (-3)(4) =—-8+12=14
A1 2 Ag 4
TTAT1I T YT A T
por consiguiente la tnica soluciéon es x =2, y =4.
Comprobacion:
—4(2)+3(4)=-8+12=14
—3(2)+2(4)=-6+8=2
B Ejemplo 1.5.18.
2 + y = 3
or + 4y = 6
Solucién: Se deja como ejercicio para el lector x =2, y = —1.

A Ejemplo 1.5.19.

. Para qué valores de a el siguiente sistema de ecuaciones tiene solucién tnica?
2 + ay = 1
v + y = 3

Solucion:

2
Se deja como ejercicio para el lector, a # R (Sugerencia: utilice el determinante del

sistema).
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B Ejemplo 1.5.20.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
br + 3y = 2
20 + y =1

. Para qué valores de b el sistema de ecuaciones tiene:

a) Solucién unica. (Solucion: b # 6)

b) Ninguna solucion? (Solucion: b = 6)
B Ejemplo 1.5.21.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
ar + 3y = 2
3r + ay = 1
. Para qué valores de a el sistema de ecuaciones tiene:
a) Solucion unica. (Solucion: b # —3 y b # 3)
b) Ninguna soluciéon? (Solucion: b= -3y b= 3)

B Ejemplo 1.5.22.

2 + y + 2z =0

dr + 3y + 2z = 2
2c — y — 3z = 0
Solucion:
2 1 1
Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A ={4 3 2| = =8,
2 -1 -3

por lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene solucién tnica.

Ahora calculemos A; con i € {1,2,3}.

0 1 1
Ar=[2 3 2|=0(-9+2)—1(=6—0)+1(-2—0)=0+6—2=4
0



Aplic. de matrices inversas y determinantes

2 0 1
Ay=|4 2 2|=2(-6-0)—-0(-12—-4)+1(0—-4)=-12—-0—-4=-16
2 0 -3
2 10
Az=4 3 2(=2(0+2)—1(0—4)+0(—4—-6)=4+44+0=28
2 =1 0
A 4 1 _A2_—16_2 Ay 8 ]
TTATR T YT ATT®RTY FTA TR
- . . —1
por consiguiente la tnica solucion es x = 50 y=2, z=-—1
Comprobacion:
-1
2(7)+1(2)+1(—1):—1+2—1:0
-1
4(7)+3(2)+2(—1):—2+6—2:2
-1
2(7) -12)-3(-1)=-1-24+3=0
A Ejemplo 1.5.23.
r + vy + 2z =6
r -y + z = 2
20 — y + 3z = 6
Solucion:
1 11
Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A =|1 —1 1|= -2, por
2 -1 3

lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene soluciéon tnica.

Ahora calculemos A; con i € {1,2,3}.

11
Ar=[2 -1 1|=6(-3+1)—1(6—6)+1(—2+6)=—12—0+4 =8
~1 3

N = = DN

(@230 Vi @)

1
1]=1(6-6)—6(3—2)+1(6—4)=0—6+2=—4
3
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1 1 6
Ag=|1 =1 2|=1(=6+2)—1(6—-4)+6(—-14+2)=—-4—-24+6=0
2 —1 6
A -8 Ay 4 Ay 0
TEAT T VR AT fr ATl

por consiguiente la tnica solucion es x =4, y =2, 2z=0.

Comprobacion:
1(4)+1(2)+1(0)=4+2+0=6
1(4)-1(2)+1(0)=4—-2+0=2
24) —1(2)+3(0)=8—-24+0=6

A Ejemplo 1.5.24.

20 — 3y + 4z = 0
r + y — 3z = 4
3r + 2y — 2z =0
Solucion:
2 -3 4
Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A =|1 1 -3 |= 30,
3 2 -1

por lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene solucién tnica.

Ahora calculemos A; con i € {1,2,3}.

0 -3 4
Ar=l4 1 —3|=—(=3)(—4—0)+4(8—-0)=—12+32=20
0 2 —1
2 0 4
Ap=|1 4 —3|=2(—4-0)+4(0—12) = -8 — 48 = —56
30 -1
2 -3 0
Ag=|1 1 4|=2(0-8)=3(0—12) = —16 — 36 = —52
3 20
oA 20 2 Ay 56 28 Ay =52 =%
“A 30 3 YTAT30 15 T AT 30 15
SR 2 10 _98 —96
oI cons ente la Cca solucion es = - = — = — = —.
por igui ani uci T=3=15 Y 5o 2 15
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Comprobacion:

10 —28 26\ 20 84 104
o =)+ (=3 (=2 ) e (2 ) =2 o
(15)+<3><15>+ (1) 571 1
10y (=228 _4(=26

15 15 15

10 —28 —2 30 —56 26
_ 2 - — N = — [ —
3(15)+()<15> 1 ) st T

B Ejemplo 1.5.25.

10 28 78 60
15 15 15 15

20 — 3y + 2z = =2
r — 6y + 3z = =2
3x + 3y — 2z = 2
Solucion:
2 =3 1
Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A =|1 -6 3 |= —6,
3 3 =2

por lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene soluciéon tnica.

Ahora calculemos A; con i € {1,2,3}.

-2 =3 1 2 =2 1
Ay=|-2 —6 3|=-6 Ay =|1 -2 3|=-18
2 3 -2 3 2 =2
2 -3 -2
Ay=|1 =6 —2|=—30
3 3 2
A -6 Ay 18 Az =30
$—K—_—6—1, y—A—_6—3, z = = —5,

por consiguiente la tnica solucion es x =1, y=3, z=05.

Comprobacion:
2(1)—=33)+1(5)=2—-94+5=-2
1(1) = 6(3)+3(5) =1—-18+ 15 = -2
3(1)+3(3)—2(5)=3+9-10=2
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A Ejemplo 1.5.26.

%3
_l’_
&
_l’_
N
I
D

Solucion:
1 21
Calculemos el determinante del sistema, es facil ver que A =2 2 1|=—
1 2 3
lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene s6lo una solucion.
Ahora calculemos A; con i € {1,2,3}.
5 2 1 1 51
Ar=|6 2 1|=-4 Ay=|2 6 1|=-4
9 2 3 193
1 25
A3=[|2 2 6|=-8
129
A —4 Ay,  —4 Az =8
ATaT 0 YT AT TTA T
por consiguiente la tinica solucibon es x =1, y=1, z=2.
Comprobacion:
I(H)+2()+12)=1+242=5
2(1)+2(1)+1(2)=2+2+2=6
() +2(1)+32)=14+24+6=9
B Ejemplo 1.5.27.
r + 3y + 2z = 1
2 + y + z = O
—2r + 2y — z = =8
Solucion:
13 1
Calculemos el determinante del sistema, se puede ver que A =| 2 1 1
-2 2 -1

por lo tanto A # 0 y por consiguiente el sistema tiene s6lo una solucion.

Ahora calculemos A; con i € {1,2,3}.

4, por
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13 1 11 1
Ai=| 51 1]|=6 Ap=| 2 5 1]|=-3
-8 2 - -2 -8 -1
13 1
-2 2 =8
Ay 6 Ay =3 As 6
TTA T3 YTAT CFTA T3
por consiguiente la tnica solucion es x =2, y= -1, 2z=2.
La comprobacion se deja como ejercicio para el lector.
B Ejemplo 1.5.28.
Considere el siguiente sistema de ecuaciones:
ar + Oy + bz = 2
ar + ay + 4z = 4
Or + ay + 2z =D
. Para qué valores de a y b el sistema de ecuaciones tiene:
a) Solucion unica. (Solucion: a # 0y b # 2)
b) Infinidad de soluciones. (Solucion: a =0y b= 2)
¢) Ninguna solucion? (Solucion: a =0y b # 2)

B Ejemplo 1.5.29.

Counsidere el sistema de ecuaciones:

20 — y + z = 8
v + 3y + =z = 7
6r + 2y + 2z = 15

a) {Porqué no se puede aplicar la regla de Cramer?

b) Resuélvalo aplicando otro método.
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A Ejemplo 1.5.30.

Considere el sistema de ecuaciones:

r + 2y + 2z = —1
r + 3y + z = 4
r + 3y + 2z = 3

a) Resuélvalo aplicando la regla de Cramer.

(Solucion: x = =7, y=4, z=-1)
b

Resuélvalo aplicando Eliminacién Gaussiana.

d

)

c¢) Resuélvalo aplicando Gauss-Jordan.
) Resuélvalo aplicando la matriz inversa.
)

e) ;Con cuél de los cuatro métodos se realizan menos célculos?

1.6. Aplicaciones practicas de sistemas de ecuacio-
nes lineales

B Ejemplo 1.6.1. Manufactura de productos

Una empresa procuce tres tipos de botellas: aceptables, buenas y mejores. El costo
por hacer cada tipo de botella es de $4 , $6 y $7 respectivamente; las botellas se
venden en $6 , $9 y $12. Cada dia, el costo de hacer 100 botellas es de $520 y el
ingreso diario por su venta es de $810, jcuantas botellas de cada tipo se fabrican?

Solucién:

Si representamos con x el nimero de botellas aceptables, con y el namero de botellas
buenas y con z la cantidad de botellas mejores, entonces tenemos que:

El ntimero total de botellas es « + y + 2.
El costo de hacer botellas aceptables es 4x.
El costo de hacer botellas buenas es 6y.

El costo de hacer botellas mejores es 7z.
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El ingreso por vender botellas aceptables es 6.
El ingreso por vender botellas buenas es 9y.

El ingreso por vender botellas mejores es 12z.

Ahora bien, el numero total de botellas es 100, luego z + y + 2z = 100. Ademas,
el costo total es de 520, luego 4z + 6y + 7z = 520. Por otra parte, el ingreso total
es de 810, por lo tanto 62 + 9y + 122 = 810. Con este analisis se obtienen tres
ecuaciones lineales con tres incognitas, es decir,

r + y + z = 100
dr + 6y + Tz = 520
6z + 9y + 12z = 810

Se deja como ejercicio para el lector resolver por el método que crea conveniente el
sistema de ecuaciones y los valores de las incognitas son: x = 50, y = 30 y z = 20.

i) ;Los valores obtenidos que significado tienen?

ii) Verifica el resultado.

B Ejemplo 1.6.2. Circulacién del transito

En las calles que rodean al Plantel Centro Historico de la UACM, el volumen de
transito por hora promedio que entra y sale, estda indicado en la siguiente figura.
Determine la intensidad de trénsito en cada una de las cuatro intersecciones.

Solucion:

En cada interseccion de las calles, la cantidad de vehiculos que entra debe ser el
mismo que la cantidad de vehiculos que salen de esa seccion. Por ejemplo, en el
cruce de Izazaga y Bolivar el nimero de automoviles que entran es = + 450 y el
numero de automoviles que salen es y 4+ 610, luego

r+450 =y +610 .. x—y=160
de manera analoga
y+520=w+480 . y—w=—-40

w+390=24+600 . w-—z=210
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X
<£1O_ <X 'zazaga 4@0_
g
S
g S
=
®
Y| |uacmf|g ?
520 Fray Servando 600
—> W— —>
480
39
Figura 1.1: circulacion del transito.
z 4640 = = 4 310 —x+z=—-330
Por lo tanto el sistema de ecuaciones que obtenemos es:
r — y + 0w + 0z = 160
Oor + yv — w + 0z = —40
O + 0y + w — =z = 210
- 4+ y + 0w + 2z = =330

Ahora debemos escalonar para resolver el sistema de ecuaciones.

1 -1 1 0 160

0 1 -1 0| —40

0 0 1 -1 210

-1 0 0 1]-330
rm+rs| 1 0 0 —11330
~ 01 0 —11]170

0 01 —11]210

T4+ T2 0 00 0 0

ri+ry |1 0
ro4+1r3 | 0 1
~ 0 0
T4+7’1 0 -1
T—2z =

Yy—z =

w—z =

1 0| 120
0 —1] 170
1 —1| 210
0 1]-170
330 Tz = 2+330
170 y = 24170
210 w = z+210

Por lo tanto las expresiones obtenidas nos indican que existe una infinidad de so-
luciones, esto es, si la intensidad de transito entre las intersecciones de Isabel la
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Catolica e Izazaga fuera en promedio de 20000 autos por hora, entonces z = 20000
y por consiguiente x = 20330, y = 20170, w = 20210.

B Ejemplo 1.6.3. Redes eléctricas

En una red eléctrica, es posible determinar la cantidad de corriente en cada nodo
en términos de las resistencias y los voltajes. En la siguiente figura, el simbolo - F
representa una bateria que conduce una carga y produce una corriente; la corriente
saldra de la terminal de la bateria representada por la linea vertical mas larga. El
simbolo MWW representa una resistencia y se miden en ohms, las letras maytusculas
representan nodos y las letras ¢ representan las corrientes entre los nodos y se miden
en amperes. Las flechas senalan la direccion de las corrientes, sin embargo, si una de
las corrientes se vuelve negativa esto significaria que la corriente esté en la direccion
contraria a la flecha.

Para determinar las corrientes se aplican las Leyes de Kirchhoff:

1) En todos los nodos, la suma de las corrientes de entrada es igual a la suma de
las corrientes de salida.

2) En todo ciclo cerrado, la suma algebraica de voltaje debe ser igual a la suma
algebraica de las caidas de voltaje o tension.

Las caidas de voltaje o tensiéon V' de cada resistencia, estdn dadas por la Ley de
Ohm V = IR, donde I representa la corriente y R la resistencia.

Determine las corrientes en la red representada en la siguiente figura.

Solucién:

Denotemos con 21, 9, i3 a X, y, z respectivamente.

Aplicando la primera ley en los nodos A y B se tiene que:
iy —iz+i3=0 (nodo A)
—i1+1iy —i3 =0 (nodo B)
Aplicando la segunda ley en el ciclo superior y en el ciclo inferior obtenemos:
4iy 4+ 2ip = 8 (ciclo superior)
2i5 + 5i3 =9 (ciclo inferior)

Por lo tanto el sistema de ecuaciones obtenido es:
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8 volts
|
|
X %4 ohms
Y
2 ohms
Ae—— ™M » @B
y
3 ohms ; ; 2 ohms
«—
Z 9 volts

Figura 1.2: circuito eléctrico.

’il - ig + ’i3 = 0
—i3 + g — 13 = 0
4, + 215 + 0i3 = 8
0y + 213 + 513 = 9

Ahora vamos a escalonar para resolver el sistema de ecuaciones:

1 -1 1]0 ~ 1 -1 1]0 ~ 1 -1
-1 1 —-11]0 ro+ry | 0 0 00 | interc. | O 2
4 2 08 | r3—4r; | O 6 —4 |8 | royry |0 6
0 2 5|9 0 2 59 0 0
2r 4715 [ 2 0 71097 ~ [20 7][9] m—Tr3[ 2
~ 02 5| 9 02 59| r—>5r]0
rg—3ry | 0 6 =19 =19 | T5r3| 0 0 11 ~ 0
00 0| O 00 0|0 0
i1 0 0]1 .

;«2 01 0]2 ;1 _ ;Zﬁper

~ 100 11 2 peres

00 o0lo 13 = 1 amper

B Ejemplo 1.6.4.

Calcule las corrientes en la red representada en la siguiente figura.

S O NN O

S 00 © O

O =N
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8 volts
|
|
X %l ohm
Y
1 ohm
Ae— ™M~ » @B
y
4 ohms§
«— ]
Z 13 volts

Figura 1.3: circuito eléctrico.
Solucion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: x = 3 ampers, y = 5 ampers,
z = 2 ampers).

B Ejemplo 1.6.5.

Determine las corrientes en la red representada en la siguiente figura.

5 volts
|
|
X %1 ohm
2 ohms
A B
y
2 ohms
«—
Z 10 volts

Figura 1.4: circuito eléctrico.
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Solucion:

Se deja como ejercicio para el lector.

1.7. Distribucién de temperaturas

Para esta aplicaciéon consideramos una placa de cualquier metal donde se aplican
varias temperaturas, el problema consiste en determinar la temperatura en un punto
dado de la placa. Para ello suponemos que la distribucion de temperatura es uniforme
a lo largo de la placa, por consiguiente la temperatura en un punto es el promedio
de las temperaturas .

A Ejemplo 1.7.1.

Determinar la temperatura en el punto 77.

15°

T
30° 10°

25°

Figura 1.5: temperatura promedio.

Solucién:

Supongamos que la temperatura del punto 77 es el promedio de las temperaturas
alrededor de T). Por consiguiente

~30% + 15° + 10° + 25°

=20 .. Ty =20°
1 1

1

B Ejemplo 1.7.2.

Obtenga la temperatura en cada uno de los puntos 7 y 15 de la siguiente figura.
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15°

T T
30° 1. o> 10°

25°

Figura 1.6: temperatura promedio en T y T5.
Solucion:

Supongamos que la temperatura del punto 77 es el promedio de las temperaturas
alrededor de T7. Por lo tanto

_30° 4+ 15° + T3+ 25°

T

4
lo cual implica que 477 = 70°+ 1y ... 4T} —T5 = 70°.
Anéalogamente
Ty + 15° + 10° + 25°
T, =
4
lo cual implica que 475 =50° + 17 ... 4T, —T; = 50°.

Por consiguiente obtuvimos un sistema de ecuaciones, a saber

4T1 - T2 - 700
_Tl + 4T2 - 500

cuya solucion es 17 = 22° y T, = 18°.

B Ejemplo 1.7.3.

Obtenga la temperatura en cada uno de los puntos 77, Ts, T5 y Ty de la siguiente
figura.

Solucién:

Se deja como ejercicio para el lector.
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20°

T 15

10° 15°

13 Ty

50

Figura 1.7: temperatura promedio en 17, T, T3 y 1.

Sugerencia: El sistema de ecuaciones que modela el problema es

AT, — Ty, — 1T = 30°
=T + 415 - Ty =35°
—T1 + 4T3 - T4 - 150

- Ty — T3 + 47, =20°

cuya soluciéon es Ty = 13- 75°, T, =15°, T3 =10y T, =11 -25°.

B Ejemplo 1.7.4.

Obtenga la temperatura en cada uno de los puntos 17, Ts, T3 y T de la siguiente
figura.

20°

T; T

0° 15°

T3 T,

0 o

Figura 1.8: temperatura promedio en 17, T, T3 y 1.
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Solucion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: T} = 9 -375°, Ty, = 13 - 125°,
T3 =4-375°y T, = 8- 125°).

1.8. Balanceo de ecuaciones quimicas

En quimica es frecuente trabajar con reacciones. Para ello se utiliza una expresion
grafica para representar una ecuaciéon quimica, en la primera parte expresamos los
reactivos y en la segunda los productos de la reaccion.

Para balancear o equilibrar ecuaciones quimicas existen diversos métodos. En todos
el objetivo que se persigue es que la ecuaciéon quimica cumpla con la ley de la
conservacion de la materia, esto es, la materia no se crea ni se destruye solamente
se trasforma.

A Ejemplo 1.8.1.

Balancear la ecuacion quimica.

CgHg + 02 — COQ + H2O

Solucioén:

Para balancear la ecuaciéon debemos obtener valores = ,y , z y w de tal manera que
el namero de atomos en ambos lados de la ecuaciéon sea el mismo. Por lo tanto:

ZL’CgHg—l-'y Og—)ZCOQ—FUJ HQO

Con lo que obtenemos :

Carbono (C) 3x =1z
Hidrégeno (H) 8x = 2w
Oxigeno (O) : 2y=2z+w

El cual representa un sistema de tres ecuaciones con cuatro incognitas, esto es,

v + 0y — 2z + Ow =0
8t + 0y + 0z — 2w =0
Oz + 2y — 22 — w =0
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ahora debemos escalonar para resolver el sistema de ecuaciones.

30 -1 010 ~ 30 -1 010
8§ 0 0 =210 %rl 4 0 0 =110
0 2 -2 —=1(0 | rg—2r;| -6 2 0 =110
3r—2z = 0 z = 3z
dr—w = 0 . = 4z
—6r+2y—w = 0 2y = b6r+w=>6z+4xr =10z

asi el sistema de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones y el conjunto solucion
estd dado por:

=t cont €eR

y =5t
z =3t
w =4t

Sit = 2 entonces una solucion particular del sistemaes: z =2, y =10, 2z =6, w = 8.
Por lo tanto la ecuacién balanceada es:

2 CgHg—i-lO 02 — 6 COQ+8 HQO
B Ejemplo 1.8.2.
Balancear la siguiente ecuacién quimica.
Al(OH)g —+ HQSO4 — AZQ(SO4)3 + HQO
Solucion:

Como en el ejemplo anterior debemos obtener valores x ,y , 2z y w de tal manera que
el nimero de atomos en ambos lados de la ecuacion sea el mismo. Por lo tanto:

x Al(OH)g +vy HQSO4 —r 2 Al2(504)3 +w HQO

Con lo que obtenemos :

Aluminio (Al) X =2z
Oxigeno (O) : 3x+4dy=12z+w
Hidrégeno (H) : 3x+2y=2w

Azufre (S) : y =3z
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El cual representa un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, esto es,

r + 0y — 2z + Ow =0
v + 4y — 12z — w =
3rx + 2y + 0z — 2w =
Oz + v — 3z + Ow =0

ahora debemos escalonar para resolver el sistema de ecuaciones.

10 -2 o0]0 ~ 10 -2 o0l0

34 —12 1|0 | =304 -6 —1]0

32 0 —2(0|m-3nl02 6 —2]0

01 -3 00 01 -3 0]0

~ 10 -2 o0l0 v—2 = 0 _

ro—4r, |00 6 —1|0| 6z—w = 0 9“":62

rs—2rs |02 6 =20 " 2y+6r—2w = 0 “’:32
01 -3 0/0 y—32 = 0 y =

asi el sistema de ecuaciones tiene una infinidad de soluciones y el conjunto solucién
esta dado por:

T =2t
y =3t
z=1 cont €R
w = 6t

Sit = 1 entonces una soluciéon particular del sistemaes: x =2, y =3, z=1, w =6.
Por lo tanto la ecuacién balanceada es:

2 Al(OH)g +3 HQSO4 —1 Al2<504)3 + 6 HQO

B Ejemplo 1.8.3.

Balancear la siguiente ecuacién quimica.

C2H6 + 02 — COQ + HQO

Solucién:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: el conjunto solucion estéa dado por:
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t Tt 2t ; ‘e R)

- Y=—,2=—yw= con )

377 % 6"

Si t = 12 entonces una soluciéon particular del sistema es x =4, y =14, 2 =38, y
w = 12. Por lo tanto la ecuacién balanceada es:

xr=

4 CQHG + 14 02 — 8 002 + 12 HQO
A Ejemplo 1.8.4.

Balancear la siguiente ecuacién quimica.

NH3+02 — Ny + H50

Solucién:

Se deja como ejercicio para el lector (Sugerencia: el conjunto solucion esta dado por:

4t 2t
T=3, y =1, z:gyw:% con t € R).

Si t = 3 entonces una soluciéon particular del sistema es ¢ =4, y =3, 2 =2, y
w = 6. Por consiguiente la ecuaciéon balanceada es:

4NH3 + 302 — 2N2 + 6H20
B Ejemplo 1.8.5.

Balancear la siguiente ecuaciéon quimica.

FQSQ—I—OQ — F6203+SOQ

Solucion:

Se deja como ejercicio para el lector (Sugerencia: el conjunto solucion esta dado por:
11¢

x = 2t, y=— z=tyw=4t cont € R).

Si t = 2 entonces una soluciéon particular del sistema es x =4, y =11, 2 =2, y
w = 8. Por lo tanto la ecuacién balanceada es:

4F6Sg + 1102 — 2F6203 + 8502



Capitulo 2

Vectores en el plano y en el espacio

En este capitulo introducimos los vectores en el plano y en el espacio, definimos
algunas operaciones entre ellos y definimos algunos conceptos tales como: magnitud,
direccién y angulo entre dos vectores, ademas del producto vectorial y la ecuacion
de un plano.

2.1. Adiciéon y sustraccion de vectores

Geométricamente los vectores se representan en el plano con flechas que parten del
origen, como se observa en la figura 2.9.

Figura 2.1: vectores en el plano

Ahora veamos que podemos hacer con los vectores y si es posible darles algin tipo
de estructura.

Definicion 2.1.1. Si @ = (a,b) y ¥ = (¢,d) entonces U + U = (a+c¢,b+d) y
Y-V =(a—cb—4d).

B Ejemplo 2.1.1. Calcular @ + 0 y & — U, donde W = (2,1) y ¥ = (—1,3).
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<l

(a) suma de vectores (b) resta de vectores

Figura 2.2: suma y resta de vectores

Solucién:

U+ =(2,1)+(-1,3) = (2+ (=1),143) = (1,4).
U -7 =(2,1)—(-1,3) = (2—(-1),1—3) = (3,-2).

Geométricamente la suma y la diferencia se muestra en la siguiente figura.

Figura 2.3: suma y resta de vectores

Es facil ver que se tienen las siguientes propiedades para los vectores en el plano,
esto es, si W, U, W € R2, r, s € R entonces:

N T+0=T=0+7
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6) (r+s)u =rd +su
7) (rs)W =r(sW) = s(rd)

2.2. Magnitud y direccién de un vector

Definicion 2.2.1. Si ¥ = (z,y) € R? es un vector en el plano, entonces la magni-

tud (norma o tamafio) de U es || 7| = /22 + 2.

Hallar la magnitud de cada vector en el plano.

B Ejemplo 2.2.1.

U = (3,4)

Solucion:

17 =22+ 2 =VR+2=/I+16=25=5
B Ejemplo 2.2.2.

= (_\/gv 1)

Solucion:

17 = V2 + 12 = 2412=3FI=yI=2

B Ejemplo 2.2.3.

U = (—2,-4)

Solucioén:

7] = 22+ 9% = /(—2)2 + (42 = I+ 16 = V20
= /4(5) = V45 =25~ 447

B Ejemplo 2.2.4.

U = (5,0)
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Solucion:

17| =22+ 42 =+/(52+ (02 =v25+0=v25=5

A Ejemplo 2.2.5.
= (0,0)

Solucion:

17| =22+ 42 =/(02+(02=v0+0=v0=0

2.3. Angulo formado por dos vectores

Figura 2.4: d&ngulo entre u y v

Es necesario obtener una expresion para calcular el angulo entre dos vectores, para
ello aplicamos la ley de los cosenos al triangulo formado por los vectores U, v y
W — U, como se observa en la figura 2.4.

Por lo tanto |7 — 7| = |7 |* + | V|I> = 2| ||| 7 ||cos 8, por otra parte

17— 7| =) =27 -7+ | 7| lo que implica —2|| 7 |||V ||cos 6 = 2T - ¥,
asi | |||V |lcos @ = U - ¥ y despejando cos 6 obtenemos,
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cos O = 7Y
A

Encuentre el angulo formado por los vectores v y ¥ en cada caso.

B Ejemplo 2.3.1.

U= (-1,3)y ¥ =(3,3)

Solucioén:

Primero vamos a calcular la magnitud de cada vector.
17 =2+ = /(12 +3=VIT+9=+10
1P =V Ty =3+ 37 =V 19=18=3V2
ademas U - U = (—1)(3) + (3)(3) = —3+9=6

AT 6 2 2 1

cos 6 = = = = -
177 VI0B3v2)  VI0v2  2V5 5
cos 0 ~0-4472 = 0 =63 - 43°

44

34

Figura 2.5: &ngulo entre u y v
B Ejemplo 2.3.2.

U =(1,3) y ¥ = (5,—5)

Solucion:

Calculemos la magnitud de cada vector.
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6=116.57"

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

Figura 2.6: &ngulo entre uy v

17| =22+ 2= /12 + 3 =VI+9=V10
171 = Va? + % = /(5)2 + (=5)* = V25 + 25 = v/50 = 5v2
ademas U - ¥ = (1)(5) + (3)(=5) =5 — 15 = —10

w-T ~10 -10  —-10 -1

COSGI 7 7 - - — :—%_0'4472
17V V10(5v/2) V500 10v5 /5
cos 0 ~0-4472 = 0 = 116 - 57°

B Ejemplo 2.3.3.
U= (-2,1)y 7 =(31)
Solucion:
Primero vamos a calcular la magnitud de cada vector.
17 = V9 = V2P T B = VAT 1= 5
|7l = V2 + 9 = VB + P = o+ 1= V10
ademas U - U = (=2)(3) + (1)(1) = =6+ 1= =5

v 5 S _ 5 2 ooom

1
cos 8 = = = - -
IZN7~ V5(v/10) V50 52 V2

cos 0~ —0-7071 = 0 = 135°
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§=135"

Figura 2.7: &ngulo entre u y v

B Ejemplo 2.3.4.

Encuentre los angulos interiores del triangulo formado por los vectores U, y

U — U, donde U = (1,5) y ¥ = (5,4).

Solucioén:

Como @ = (1,5) y ¥ = (5,4), entonces @ = — v/ = (1 —5,5—4) = (—4,1).

Figura 2.8: tridngulo formado por u, vy w.

Ahora vamos a calcular la magnitud de cada vector.

7] =22+ 42 =/ 1)+ 52 = VI+25 =26
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17 = V22 + 12 = VB2 + 22 = /25 + 16 = VAI
|0 =22 +12=/(—4)2+ 12 =16 + 1 = V17
ademés o - 7 = (1)(5) + (5)(4) = 5 + 20 = 25,

U-wW=(1)(-4)+G)(1)=—-4+5=1
T W = (5)(—4) + (4)(1) = =20 + 4 = —16
cos O = gg = 25 = 25 ~ (- 7657
IV V26(v41) /1066
cos 0~ 0-7657 = 6 = 40°.
Ahora calculemos el angulo entre 0 y .
cos o = g% = ! = ! ~ 0-0475
I v26(v/17) V442
cos a~0-0475 = a = 87 - 27°.
Ahora calculemos el angulo entre o y .
cos 3 = v 10 _ 1% . 6. 6060

ITNTN ~ VA 697
cos B~ —0-6060= 5 =>52-73°.

Existe otra manera para calcular 3, a partir de # y a pues 6 + o + § = 180°, por
consiguiente 5 = 180° — (0 + o) = 180° — (40° 4 87-27°) = 180° — 127-27° = 52-73°

B =52 -73° este resultado coincide con lo que habiamos hecho.

2.4. Producto vectorial de vectores

Definicion 2.4.1. Si @ = (xl,yl,zl),7 = (x2,Ya, 22) son vectores en el espacio,
entonces el producto vectorial o producto cruz de v Y o que denotamos con UxV
es:

ik
7 X 7 =|T1 Y1 Z
T2 Y2 22

B Ejemplo 2.4.1.

Sean W = (2,3,5), 7 = (—1,4,7), calcular ¥ x .
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Solucion:

47 -1 7 -1 4

3 5‘_.‘ 2 5‘+k‘ 2 3‘

= (21 —20) — j(14 4+ 5) + k(8 +3) =i — 195 + 11k = (1, —19,11)
U x W =(1,-19,11).
B Ejemplo 2.4.2.

Sean U = (2,1,5), 7 = (—1,4,3), calcular & x .

Solucién:

—i(3-20)— j(6+5)+ k(8 +1) = —17i — 115 + 9k = (—17,—11,9)

U x U = (=17,-11,9).

Una pregunta natural es jqué relacion existe entre UXT y v ox U, para ello
consideremos el siguiente ejemplo.

B Ejemplo 2.4.3.

Sean U = (2,1,5), 7 = (—1,4,3), calcular ¥ x .
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Solucion:

1
U xu=|-1
2

=1

1 5|7

— s,
[SARNGU

4 3‘ .‘—1 3
=i[4(5) —1(3)] = j[(=1)(5) — 2(3)] + K[(—1)(1) — 2(4)]

=i(20 — 3) — j(=5 — 6) + k(—1 —8) = 17i + 11j — 9k = (17,11, —9)

U x W = (17,11, -9).
Podemos observar del ejemplo anterior que @ x ¥ = —(7 X 7)

B Ejemplo 2.4.4.

Sean w, v € R?, demuestre que ¥ X ¥ = — (U x ).

Demostracion:
Se deja como ejercicio para el lector. (Sugerencia: aplique propiedades de los
determinantes).

[ |
Observacion:

En el ejemplo 5.1.1 W = (2,3,5), ¥ = (=1,4,7) y « x o = (1,-19,11)
U (U x V) =21)+3(=19) +5(11) =2 —57+55=0 y
V(U x V)= (=1)(1)+4(=19) +7(11) = =1 =76+ 77 =0
por lo tanto v y 7 son perpendiculares a U xU.

La interpretacion geométrica de UXT aparece en la figura 2.9.

B Ejemplo 2.4.5.

Sean U = (3,1,—1), v = (1,0,1), calcular & x 7.
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s
<

=l

Figura 2.9: producto cruz de 4 y .

Solucioén:

1 -1 |3 -1], |3 1
o G

=i(1-0)—7B84+1)+k(0-1)=i—4j —k=(1,—-4,-1)
U x V= (1,-4,-1)
B Ejemplo 2.4.6.

Sean U = (1,1, —1),7 = (—1,2,3), calcular U x .

Solucion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: UV = (1,—4,-1)).

B Ejemplo 2.4.7.

Sean ¥ = (1,1,1), 7 = (1,2,3), calcular ¥ x .
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Solucion:
Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: @ x U = (1,-2,1)).
La norma del vector @ x ¥ cumple la ecuacion |7 x T = | &| || send y

representa el area del paralelogramo que forman los vectores v y o, como puede
verse en la siguiente figura.

|| sen 6

I
of |
I
I

0

w

Figura 2.10: area del paralelogramo que forman « y .

B Ejemplo 2.4.8.

Sean U = (2, 1,5),7 = (—1,4,3), demuestre que el area del paralelogramo que
forman los vectores o y U es VA491.

Demostracion:

Por el ejemplo 5.1.2 o x ¥ = (17,11, =9).

17 x 7| =/ (17)2 4 (11)2 + (=9)2 = V491 ~ 22 - 15

B Ejemplo 2.4.9.

Sean U = (3,1, —1),7 = (1,0,1), demuestre que el area del paralelogramo que
forman los vectores o y T es 3v/2.
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Demostracion:

Por el ejemplo 5.1.5 @ x U = (1,—4, —1).

|7 x V|| =/ (1)2+ (=42 + (-1)2 =18 =3vV2 ~ 4- 24

A Ejemplo 2.4.10.

Sean U = (4,2, -2), v = (2,0,2), demuestre que el area del triangulo que forman
los vectores 7, o y U — 0 es 2V/11.

Demostracion:

Como W = (4,2,—2) y ¥ = (2,0,2), entonces o x ¥ = (4,—12, —4).
el area del tridngulo que forman los vectores uU, v y U — U es

1 4411
A:§||7x7||:7\/_:2\/ﬁz6-63

2.5. Planos en el espacio

Definicion 2.5.1. Si P es un plano y S es un punto en P, yn es un vector normal
a P Figura 2.11, entonces U € P si y sdlo si (u—s)-n =0 es una ecuacion escalar
o cartesiana de P.

Figura 2.11: un plano.
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A Ejemplo 2.5.1.

Encuentre una ecuacion cartesiana del plano P que pasa por el punto S = (1,3,2)
y cuyo vector normal es n = (—1,5,1).

Solucion:
Sea U = (z,y, z) algin punto de P, entonces U € P siy solosi (u—s)-n=0

(x—1,y—3,2—2)-(-1,5,1) = —1(z — 1)+ 5(y — 3) + 1(2 — 2)

=—o+1+5y—15+2-2=—-2+y+2—-16=0

—r+y+2—16=0es la ecuacion de P.

Figura 2.12: plano —z +y + 2z — 16 = 0.

B Ejemplo 2.5.2.

Calcule una ecuacion cartesiana del plano P que pasa por el punto S = (2,—1,4) y
cuyo vector normal es n = (6,5, 1).

Solucion:

Sea U = (z,y, z) algin punto de P, entonces U € P siy solosi (u—s)-n=0.
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(r—2,y+1,2—4)-(6,5,1) =6(x —2) +5(y+1) + 1(z — 4)

=6r—124+b5y+5+2—4=06x+5y+2—11=0

6+ 5y+2z—11=0es la ecuacion de P.

Figura 2.13: plano 6z + 5y + 2z — 11 = 0.

B Ejemplo 2.5.3.

Encuentre una ecuacion cartesiana del plano P que pasa por los puntos P = (1,2, 3),

Q=(3,-1,00y R=(2,2,—1).
Solucion:

Primero observemos que tenemos tres puntos, pero no conocemos un vector normal
al plano, por consiguiente utilizando el producto cruz vamos a calcular n, esto es,

g—p=1(3,-1,0)—(1,2,3)=(2,-3,-3)yr—p=(2,2,—1)—(1,2,3) = (1,0, —4)



70 VECTORES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO

T J  k a0 B B
n=(q—p) x(r—p) =2 =3 =3|=1 A P +k 2 =3
Ly 0 —4| 7|1 =471 o

=i(12—-0) —j(—8+3) + k(0 +3) = 120 + 5j + 3k = (12,5, 3)

Sea U = (z,y, z) algin punto de P, entonces U € P siy sélosi (u—p)-n=20

(x—=3,y+1,2—0)-(12,5,3) =12(x — 3) + 5(y + 1) + 3(2)

=122 —-364+5y+5+32=12x+5y+32—-31=0

12 + 5y + 32— 31 =0es la ecuacion de P.

Figura 2.14: plano que pasa por P, Q y R.



Capitulo 3

Espacios Vectoriales

En este capitulo analizamos los conceptos de espacio vectorial y subespacio vectorial,
ademas, definimos combinacion lineal y conjunto generador de un espacio vectorial,
para obtener el concepto de base y dimensiéon de un espacio vectorial.

3.1. [Espacios Vectoriales

Definicion 3.1.1. Un espacio vectorial V' con coeficientes en un campo K que
denotamos con (V,+,+), es un conjunto con una operacion binaria llamada suma y
una multiplicacion escalar, que ademds cumple:

i) i, VeV, r €K entonces U + 7 €V

i) si v € K entonces il €V

éstas operaciones deben satisfacer los siguientes axiomas y a los elementos de V' se
les llama vectores:

para cada W, UV, WeV; r, se K

) (W+N+0 =4+ (7 + )
N U+ 0 =u=0+7

N T+(Cw)=0=("0)+7
H U+ =T+

5) r(0 + ) =rd +r7



72 EsrAacios VECTORIALES

6) (r+s)d =rd +sd
7) (rs)d =r(sd) = s(rd)
8) 1 =

Observacion:

En ocasiones se omite la flecha para los vectores y se considera K = Q, R o C.

A Ejemplo 3.1.1.

SeaV=R2y K =R, siﬁz(a,b)}f?: (¢,d) entonces U + U = (a+c,b+d)y

= (ra,rb). Veamos que (V,+,-) es un espacio vectorial.
Demostracion:

Sean @ = (a,b), ¥ =(c,d) y W = (e, f); 7, s €R.

1) (W + )+ W = (a+c,b+d)+ (e f) por definicion
=((a+c)+e (b+d)+f) por definicion
=(a+(c+e),b+(d+ f)) por asociatividad de R
= (a,b) + ((c+e),(d+ f)) por definicion
=+ (7 + W)
2) @+ 0 = (a.b) + (0,0)
=(a+0,0+0) por definicion
= (a,b) pues 0 es neutro en R
=
— 0+ por 4)
3) 7+ (<h) = (a,b) + (—a, )
= (a+ (—a),b+ (b)) por definicion
=(0,0) pues -a es inverso aditivo de a
-0

= (—0)+ por 4)
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4) U+ = (a,b) + (¢, d)
=(a+cb+d) por definicion
= (c+a,d+0b) por la conmutatividad en R
=T+
5) r(d + V) = r((a,b) + (¢, d))
=r(a+cb+d) por definicion
=(r(a+c),r(b+d)) por definicion
= (ra+rec,rb+rd) por la distributividad en R
= (ra,rb) 4 (rc,rd) por definicion
= +r7
6) (r+s)d = (r+s)(a,b)
= ((r+ s)a, (r + s)b) por definicion
= (ra+ sa,rb+ sb)  por la distributividad en R
= (ra,rb) + (sa, sb) por definicion
=r(a,b) + s(a, b) por definicion
—r U +sU
7) (rs)u = (rs)(a,b)
= ((rs)a, (rs)b) - - - x por definicion
= (r(sa), r(sb)) por la asociatividad en R
= r(sa, sb) por definicion de multiplo escalar
= r(s)
= ((rs)a, (rs)b por
= ((sr)a, (sr)b) por la conmutatividad en R
= (s(ra), s(rb)) por la asociatividad en R
= s(ra,rb) por definicion de multiplo escalar
= s(rl)

8) 17 = 1(a, b)
= (la, 1b) por definicion
= (a,b)  pues 1 es neutro multiplicativo en R

por lo tanto (R?, +,-) es un espacio vectorial.
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Ahora vamos a considerar el siguiente ejemplo.

B Ejemplo 3.1.2.

SeaV=Ry K=R,si 4 = (x1,m9,23) ¥ v = (y1, Y2, y3) entonces U+
= (r14+y1, T2+ Y2, T3+Y3) ¥ Pl = (ray, rxe, r3). Veamos que (V, 4+, ) es un espacio
vectorial.

Demostracion:

Sean U = (21,22, 23), v = (Y1,92,y3) ¥ W= (21,22,23); 1, s €R.

DU+ V) + W = (21 4 y1, T2 + ¥, T3 + y3) + (21, 22, 23) por definicion
= ((z1 4+ y1) + 21, (T2 + y2) + 22, (¥3 + y3) + 23)  por definicion
= (214 (y1 + 21), 2 + (y2 + 22), 23 + (y3 + 23)) por asoc. de R
= (21,29, 73) + (Y1 + 21, Y2 + 22, Y3 + 23) por definicion
=" + (7 + W)
2) 7+ 0 = (21, 29,23) + (0,0,0)
= (21 + 0,29+ 0,23+ 0) por definicion
= (x1, x9, x3) pues 0 es neutro en R
=
— 0+ por 4)
3)U + (—_’1>L) = (21, T, x3) + (—21, —T2, —T3)
= (z1 + (—x1), 22 + (—22), x5 + (—x3)) por definicion
=(0,0,0) pues -a es inv. adit. de a
-0
= (—u)+ por 4)

4) 7+7: (x175527$3)+(y17y27y3)
= (21 +y1, 22 + Y2, 23 + Y3) por definicién
= (y1 + 21, Y2 + T2, Y3 + T3) por la conmutatividad en R

=+
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por definiciéon
por definicién
por la distrib. en R

por definiciéon

por definiciéon
por la distrib. en R
por definicién

por definiciéon

por definicion
por la asociatividad en R

por definiciéon de multiplo escalar

por x
por la conmutatividad en R
por la asociatividad en R

por definicién de multiplo escalar

5) r(0 + V) = r((x1, 22, 73) + (Y1, Y2, Y3))
= r(z1+ Y1, T2 + Yo, T3 + Y3)
= (r(z1 +y1), (22 + y2), (23 + y3))
= (ray + rys, ey + rY9, T3 + 1Y3)
= (rzy, rae, res) + (ry1, TY2, TY3)
=rd + r
6) (r+ )W = (r + s)(x1, T2, x3)
= ((r+ s)a1, (r + 5)z2, (1 + 5)z3)
= (ray + sxy, rre + sxe, 13 + ST3)
= (ray, rre, re3) + (s, sTa, s3)
= r(xy, x9, x3) + s(x1, T2, T3)
= U +sU
7 (rs)W = (rs)(x1, 22, T3)
= ((rs)zy, (rs)xe, (rs)xs) - - - *
= (r(sxy),r(sza),r(s23))
= r(sxy, Sxq, ST3)
=r(sW)
= ((rs)z1, (rs)za, (rs)xs)
= ((sr)xq, (s1)22, (87)23)
= (s(rxq), s(rxs), s(ras)
= s(rzy, rxe, TT3)
= s(r)
8) 17 = 1(z1, 2, T3)

= (1251, 1LU2, 1:173)

- (xlv o, x3)

=

por lo tanto (R3, +, ) es un espacio vectorial.

por definicién

pues 1 es neutro multiplicativo en R
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A Ejemplo 3.1.3.

Sea V = R" y K = R, Si 7 = (1’17313‘27... 7;(;n) vy 7 — <y17y27"' 7yn) entonces
7 + 7 = ((L’1 + Y1, T2 + Yo, 5 Ty —+ yn) y 7"7 = (7‘$1,T(L’2, . ,7’$n). Veamos que
(V, +, ) es un espacio vectorial.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.  (sugerencia: verifique las ocho propiedades).

Observacion:

Con el ejemplo anterior podemos afirmar que para cada niimero natural n obtenemos
un espacio vectorial, en particular; R* R3 RS etc., son espacios vectoriales.

B Ejemplo 3.1.4.

SeaV={0yK=R,si =0y 7 =0entonces  + v =0y rd =r(0)=0.

Veamos que (V,+,-) es un espacio vectorial.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: verifique las ocho propiedades), a
este espacio vectorial se le llama trivial. ]

Observacioén:

Los vectores en R™ los escribiremos indistintamente como vectores renglén o vectores
columna.

B Ejemplo 3.1.5.

Sea V = { (x) €R*|y=mxconmeR ﬁjo}. V es el conjunto de todas las rectas
)

que pasan por el origen y K = R.

. T T2
Siu= < ), v = ( ) € V entonces y; = mxy, Yy = maxo; por lo tanto y; + yo
Y1 Y2
x
= mx; + maxs = m(x; +23) .. u+v € V. Ademas, si u = ( 1) eVyrelR
hn
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entonces y; = mxy, asi ry; = r(mzy) = m(rxy) .. ru € V, por consiguiente se
cumplen las cerraduras con la suma y multiplo escalar.

Veamos que (V, +, ) es un espacio vectorial.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.  (sugerencia: verifique las ocho propiedades).

[ |
B Ejemplo 3.1.6.
x
Sea V = y | €R¥|ar+by+cz=0p,V es el conjunto de todos los planos
z
que pasan por el origen y K = R.
il T2
Siu=|y1 |, v=| y2 | €V entonces ax; +by; +cz; =0, axs+ bys + czo = 0;
<1 <2

por consiguiente

0=04+0= (ax; +by; +cz1)+ (axs + bys + cz2) = a(z1 + x2) +b(y1 +y2) + (21 + 22)

x1
~u4+veV.Ademas, siu= | y; | €V yr &R entonces ary + by; + cz; =0,
<1

ast r(azxy + by, + cz1) = 7(0) = 0 y a(rxy) + b(ry1) + c(rz1) =0 . ru € V, por
consiguiente se cumplen las cerraduras en la suma y miultiplo por un escalar.

Veamos que (V, +, ) es un espacio vectorial.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.  (sugerencia: verifique las ocho propiedades).

Observacion:

Para probar que un conjunto es un espacio vectorial, primero deben verificarse que
se cumplen las cerraduras en la suma y miltiplo escalar, pues de lo contrario no
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tiene sentido verificar las ocho propiedades (éste es un error frecuente que cometen
los estudiantes).

B Ejemplo 3.1.7.

Sea V = Mayo(R) el conjunto de matrices de dos renglones y dos columnasy K = R,

.. |ab _le f _lat+e b+ f
&A—[C d]’B_[g h]entoncesA—i—B—[c_i_g d+h]€M2x2(R)Y

ra rb
rc rd

rA = [ } € Maxo(R). Veamos que (V,+,-) es un espacio vectorial.

Demostracion:

_la b e f IR
SeanA—[C d}’B_[g h}yC—[k l],r,seR.

1) (A+B)+C = Zi; Zii + {;{: jl} por definicion
[lato)ti b+H+s
= (ctg)th (d+h)+ por definicion

[
a+(e+i) b+ (f+ jg } por asociatividad de R

c+(g+k) d+(h+1
= Zcbl}jL{;iZk‘ J;Lig} por definicion
=A+(B+0C)
[a b 00
2) avo=2 0]+ [0 0]
_[a+0 b+0} por definicion
S le+0  d+0
= z 2} pues 0 es neutro en R
—A

—0+ A por 4)
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3 At (-A) = }‘b}-+[_“ _b]

por definicion

- 8 8 } pues -a es inverso aditivo de a
-0
=(-A)+ A por 4)
! Ath= [Zi; fli{l } por definicién
- [;iz ;{iz } por la conmutatividad en R
=B+A
_ |lat+e b+ f
" T<A+B>_T[C+g d+h]

6) (r+@A:(w+g[“b]

[ r(a+e) r(b+f)}
| r(c+g) r(d+h)

[ra+re  rb4rf
rc+rg  rrd+rh

ra rb } 4 [re Tf} por definicién

[ (r + s)a (r+s)b}
(r+s)c (r+s)d

[ ra+ sa rb—+ sb
| re+ sc rd + sd

ra b } + [Sa sb } por definicion

por definicién

} por la distributividad en R

rc rd rg rh

rA+rB

c d

por definicion

por la distributividad en R

rc rd sc sd

— A+ sA



80 EsrAacios VECTORIALES

= {Em a (rs)b ] ceex por definicion

por la asociatividad en R

=r [ZZ zfl } por definiciéon de miltiplo escalar
=r(sA)

[ (rs)a (rs)b ]

L (rs)e (rs)d | por
— Ez:;z ((jgfi por la conmutatividad en R

| s(ra) s(rb) .
=  s(re) s(rd) por la asociatividad en R
=s [:z :Z } por definiciéon de miltiplo escalar
= s(rA)
8) 14 = {g fz }
= { 1? iz } por definicién
a b e
= {c d } pues 1 es neutro multiplicativo en R
=A

por lo tanto (Maxa(R), 4+, ) es un espacio vectorial.

B Ejemplo 3.1.8.

Sea V' = Mzx3(R) el conj. de matrices de tres renglones y tres columnas y K = R,

a b c p q r a+p b+q c+r
siA=|d e f|,B=|s t u |entoncesA+B=|d+s e+t f+u
g h 1 Ty z g+z h+y i+z
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ka kb ke

ykA= | kd ke kf | €Msxs(R). Veamos que (V,+,-) es un espacio vectorial.
kg kh ki

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.  (sugerencia: verifique las ocho propiedades).

]
B Ejemplo 3.1.9.

Sea V' = M,,xn(R) el conjunto de matrices de m renglones y n columnas y K = R,

a;ix aiz - Q1p bii bz - b
A21 Q22 -+ Q2p bai by - Doy
si A= ) ) ] , B= ] ] entonces
Am1 Am2 Amn bml bm2 te bmn
ayp +bnn appg+bie - a, + b1,
ag) +bo1  age +bay - agy, + by
A+ B= . . . y
am1 + bml Am2 + bm2 e Amn + bmn
kayn  kaip -+ kay,
kagy  kax -+ kag, .
kA = ' ' ' € Myxn(R). Veamos que (V, +,-) es un espacio
ka1 kapme - kamn
vectorial.
Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: verifique las ocho propiedades).

Observacion:

Con el ejemplo anterior podemos afirmar que para cada nimero natural m y n
obtenemos un espacio vectorial, en particular, Mayyx3(R), Myxs(R), Msx5(R), etc.,
son espacios vectoriales.
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A Ejemplo 3.1.10.

Sea V =P = {p(x) | p(z) = a+ bx con a,b € R} el conjunto de polinomios de
grado menor o igual que uno con coeficientes reales y K = R. Si p(z) = a+ bz y
q(x) = ¢+ dz entonces p(z) + q(x) = (a+c¢) + (b+d)x y rp(z) = (ra) + (rb)x.
Veamos que (V, +, ) es un espacio vectorial.

Demostracion:

Sean p(z) =a+bx, q(z) =c+dv y t(x) =e+ fa; r, s €R.

1) (p(x)+qz))+txz)=((a+c)+ (b+d)x)+ (e+ fxr)  por definicion
=((a+c)+e)+((b+d)+ f))x  por definicion
=(a+(ct+e)+ b+ (d+ f))z por asoc. de R
=(a+bx)+ ((c+e)+ (d+ f)xr)  por definicion

= p(x) + (q(z) + t(z))

2) p(x) +0=a+br+o+ox
=(a+0)+ (b+0)x por definicion
=a+bx pues 0 es neutro en R
= p(z)
=0+ p(z) por 4)

3) p(x) + (=p(2)) = (a+bx) + ((—a) + (=b)z)

=(a+(—a))+ b+ (-b))x por definicion
=0+ 0z pues -a es inverso aditivo de a
= (=p(2)) + p(z) por 4)
4) p(x) +q(z) =a+bxr+c+dx
=(a+c)+ (b+d)x por definicion

=(c+a)+(d+b) porla conmutatividad en R

= q(z) + p(z)
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5 r(p(x) +q(x

) =

6) (r+s)p(z) =

por lo tanto (P,

r((a+c)+ (b+d)x)

(a+c)) +rb+dx por definicion
ra+rc) + (rb+rd)z
ra+rc) + (rb)x + (rd)x  por la distributividad en Py
ra+ (rb)x) + (rc+ (rd)x) por definicion
rp(x) +rq(z)

por la distributividad en R

= (r
= (
=
= (

(r+s)(a+ bx)
((r+s)a) + ((r + s)b)z) por definicion
= (ra + sa) + (rb+ sb)x

= (ra + sa) + (rb)x + (sb)x  por la distributividad en P,
= b

por la distributividad en R

= (ra+ (rb)x) + (sa + (sb)x) por definicion

r(a+ bx) + s(a+ bx) por definicion
rp(x) + sp(x)

(rs)(a+ bx)
((rs)a) + ((rs)b)x - - - por definicion
(r(sa) + (r(sb))x por la asociatividad en R

r(sa + (sb)x) por definicion de multiplo escalar

(rs)a) + ((rs)b)z por
(sr)a+ ((sr)b)x por la conmutatividad en R
s(ra) + (s(rb))z por la asociatividad en R

ra+ (rb)x) por definicién de multiplo escalar
)

= (la) + (1b)x por definicion
=a+bx pues 1 es neutro multiplicativo en R
=p(z)

+, ) es un espacio vectorial.
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A Ejemplo 3.1.11.

Sea V =P, = {p(z) | p(x) = ap + mux + --- 4+ a,2" con a; € R} el conjunto de
polinomios de grado menor o igual que n con coeficientes reales y K = R.

Sip(z)=ay+ax+---+a,z" yq(x) =by+ bz + -+ b,x"™ entonces p(z) + q(z)
= (ap+bo) + (a1 + b))z + -+ (an, + by)x™ y rp(x) = (rar) + (ray)x + - - -+ (ra,)z".
Veamos que (V, +, ) es un espacio vectorial.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

Observacion:

Con el ejemplo anterior podemos afirmar que para cada niimero natural n obtenemos
un espacio vectorial, en particular Py, P3, Ps, etc., son espacios vectoriales.

B Ejemplo 3.1.12.

Sea V= {f : R — R | f es una funcion continua} el conjunto de funciones
continuas y K = R.

Sif = f(z)yg=g(x)entonces (f +g)(z) = f(x)+g(z) y (rf)(z) = rf(z). Veamos
que (V,+,-) es un espacio vectorial.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 3.1.13.

Sea V ={z€C | z=a+biconi?=—1} el conjunto de los niimeros complejos y
K =R.

Siz=a+biyw=c+dientonces z+w = (a+c)+ (b+d)iyrz=(ra)+ (rb)i.
Veamos que (V, +, ) es un espacio vectorial.
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Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. [ ]

3.2. Subespacios Vectoriales

Definicion 3.2.1. Sea V' un espacio vectorial y W un subconjunto de V.. W es un
subespacio vectorial si W es un espacio vectorial, el cual denotamos con W < V.

Observacion:

El siguiente resultado que no probaremos caracteriza a los subespacios vectoriales.

Teorema 3.2.1.

Si V' un espacio vectorial y W un subconjunto de V', entonces W es un subespacio
vectorial, si y solo si, se cumplen las siguientes condiciones:

1) 0eWw
2) SiuyveW entonces u+v e W.

3) Sir es un escalar y v € W entonces rv € W.

Es claro que todo espacio vectorial V' tiene al menos dos subespacios, a saber, V' y
el conjunto {0}. Analicemos otros ejemplos.

B Ejemplo 3.2.1.

Sea V=R>y W = { (x) cR?|y=mxconmcR ﬁjo} el conjunto de todas las
)

rectas que pasan por el origen. Veamos que W < V.
Demostracién:

0
1) Es claro que 0 = 0 € W, pues 0 = m 0.

x x
2) Siu= ( 1), v = ( 2) € W entonces y; = mxy, Yy = maxso; por lo tanto
W Y2
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Y1+ y2 = mxy +may =m(r +a2) coutveW.

Y1
por consiguiente ru e W . W < V.

T
3) Siu= < 1) € Wy r € R entonces y; = may, asi ry; = r(mxy) = m(rxy)

A Ejemplo 3.2.2.

Sea V=R2y W = {(x) € R? ly=a+ 1}. Veamos que W no es un subespacio
Yy

vectorial de V.

Demostracion:

1)  Es claro que 0 = (8) gW,pues 0£ 0z +1 . WLV,

[ |
B Ejemplo 3.2.3.
x
Sea V=R3yW = y | €R®|ax+by+cz=0p, W es el conjunto de todos
z
los planos que pasan por el origen. Veamos que W < V.
Demostracion:
0
1) Esclaroque 0= | 0 | € W, pues 0x + 0y +0z = 0.
0
T T2
2) Siu= |y |,v=1| y2 | €W entonces
<1 <2

axry + by +cz1 =0, axe + bys + czo =0
por consiguiente

0=0+40= (axy + by +cz1) + (axy + bys + c20) = a(xy +x2) + b(y1 + ya) + (21 + 22)

L ut+veWw
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x1
3) Siu= |y | €W yreRentonces axy + by, + cz; =0,
21

asi r(axy + byy + cz1) = r(0) = 0y a(rzy) + b(ry;) + c¢(rz1) = 0, por consiguiente
rueW . W<V,

n
B Ejemplo 3.2.4.
x
Sea V =R}y W = y | €R®|ax+by+cz=3p. Veamos que W £ V.
2
Demostracion:
0
1) Esclaroqueu= | 0 | €W,pues 0=0x+0y+0z#3 .. WLV.
0
n

B Ejemplo 3.2.5.

Sea V =My a(R) y W = {A € Moo (R) | A= [g 2 } } Veamos que W < V.
Demostracion:

00
1) Esclaro que 0 € W, pues 0 = 0o0|€ Ww.

2) SiA:{a O}, B:{C O]GWentonces

00 0 d
_|latc 0+0]| Ja+c 0
A+B_[0+0 b+d}_[ 0 b+d]€W'
. a 0
2) SlA:lO b}GWyTERentonces
a 0 ra 10 ra 0
TA_T{OZ)]_{TO rb]_{o M}EW..WSV
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B Ejemplo 3.2.6.

a b

SeaV:ngg(R) yW = {AGMQXQ(R) | A= |:0 ¢

] } Veamos que W < V.

Demostracion:

00

1)  Esclaro que 0 € W, pues 0 = {0 0

[ew

2) SiA:[a b},B:[d Q}EWentonces

0 c 0 f
_|la+d b+e | |a+c Db+te
A+B_{O+0 c+f}_{ 0 c+f}€W

2) SiA= {8 ZZ} € Wy r € R entonces

rA:r[a b}:{m rb]:[ra rb}ew W<V

0 c r0  rc 0 re
|
B Ejemplo 3.2.7.
Sea V = Mo a(R) y W = {A € Moxa(R) | A = {g [2) } } Veamos que W £ V.
Demostracion:
0 2
1)  Esclaro que 0 ¢ W, pues 0 # {0 O} WLV
|

B Ejemplo 3.2.8.

Sea V = Maoua(R) y W = {A € May2(R) | A es invertible}. Veamos que W £ V.

Demostracion:

1)  Esclaro que 0 ¢ W, pues 0 = [8 8 } no es invertible . W LV
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B Ejemplo 3.2.9.

Sea V. =M,sn(R) y W = {A € M,,xn(R) | A es una matriz triangular superior}.
Demuestre que W < V.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 3.2.10.
Sea V =Cy W =R. Veamos que W < V.

Demostracion:

1)  Es claro que 0 € W, pues 0 € R.
2) Sia, be R entonces a+beR
2) Sir, aeRentoncesra e R . W<V n

B Ejemplo 3.2.11.

SeaV =P,y W =2, con 0 <m < n. Demuestre que W < V.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

3.3. Combinacién lineal y conjunto generador

Definicion 3.3.1. Si V' es un espacio vectorial con coeficientes en un campo K y
vy, Vg, -+ , U, Son vectores de V entonces v € V es una combinacion lineal de
vy, Vg, -, Uy cuando v = vy + CaUs + - - - + cpv, con ¢; escalares.
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A Ejemplo 3.3.1.

2 — 1
Sea V = R?, w = (5) y 2= < 43) son una combinacion lineal de <0> y <?),

) () v (D)) )

A Ejemplo 3.3.2.

2 3
Sea V = R3 w = ) y z = —2 | son una combinacién lineal de
| -1 6
[ 1 0 0]
Of, 1]y | 0] yaque:
| 0 0 L]
[ 2 1 0 0 3 1 0 0
5 =2|10(+5| 1 (=160 y 21 =310|-2|1|46{0
| -1 0 0 1 6 0 0 1

B Ejemplo 3.3.3.

Sea V =P, p(x) =2+ 5z y qg(x) = =3 + Tz son una combinacion lineal de 1 y z,

pues
245x=21)+bx y —-3+x=-31)+Tz

B Ejemplo 3.3.4.
Sea V = P3, p(z) = 2+ 5z — 62° + 32° y q(z) = 3+ x — 22°> + 52® son una
combinacién lineal de 1, z, 22 y 23, pues

2452 —622 432> = 2(1)+52—62 432> y 3+x—222+52° = 3(1)+1x—22* +52°

B Ejemplo 3.3.5.

25

-3 2 o
74 } y B= [ 16 } son una combinacion lineal de

Sea V = MQXQ(R), A= [
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1 0 0 1 0 O 0 0 oate
o o] o o] |1 o]Y|o 1P

2 5] 1 0 0 1 0 0 0 0
[74_‘2[0 0}*5[0 0}”[1 0}*4[0 1}

B Ejemplo 3.3.6.

Sea V = ngg(R), A= |i
de

100 010 001 000 000 000

{00 0}’ {00 0}’ {00 0]’ [1 0 o]>[o 1 0%[00 1},pues

B R R
rafoto]esfn i) v

R R R
o588 ]of0 0 1]

B Ejemplo 3.3.7.

9 4
Sea V =R} w= |2 y z = | —1 |, demuestre que w es una combinaciéon
7 8
1 6
lineal de u = 2 y v= | 4 |, pero z no lo es.
-1 2
Demostracion:

Para que w sea una combinacién lineal de v y v, deben existir escalares ¢y y ¢ tal
que w = c1u + cv, esto es,
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9 1 6 c1 + 602 c1 + 602 =9

2 = C 2 + o 4 = 201 + 402 201 + 402 = 2

7 -1 2 —c1 + 202 —c1 + 202 =7
resolviendo el sistema de ecuaciones ¢y = =3y co =2 .. w=—3u-+ 2v.

Analogamente para z obtenemos un sistema de ecuaciones que no tiene solucion.

c+6c = 4
200 +4cy = -1 S, Z=cu-+ cv es imposible.
—C1 + 202 = 8
|
B Ejemplo 3.3.8.
)
SeaV=R?®y 2= |9 |, demuestre que z es una combinacion lineal de
)
3
u= | 2
D
Demostracion:
Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: ¢; = 1, co = —4 y c3 = 3).
|

B Ejemplo 3.3.9.

Sea V =P, y p(z) =2+ 62, demuestre que p(z) es una combinacién lineal de
q(z) =1—x+32% r(r) =24z +42” y t(z) = 3 + 2z + 527,

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: ¢; =0, co =4y c3 = —2).
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B Ejemplo 3.3.10.

Sea V=27, y p(z) =2—x+ 322, demuestre que p(z) es una combinacion lineal
deyq(z)=1—22 r(z)=2+zyt(z) =22

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: ¢y =4, co=—1yc3=7).

A Ejemplo 3.3.11.

Sea V =2y y p(x) =a+ br + cx?, demuestre que p(z) es una combinacion lineal
deygq(z) =1-2% r(z) =2+azyt(z) =2

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: ¢; = a—2b, co = b, c3 = a—2b+c).

]
B Ejemplo 3.3.12.

Sea V' = My 3(R), demuestre que A = [ _72 _1 4 _53 ] es una combinacién lineal

de

-1 00 010 00 2 000 000 00O
000,000,000,100,010y003
Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

Definicion 3.3.2. S V' es un espacio vectorial con coeficientes en un campo K y
V1, Vg, + -+, U, Son vectores de V' entonces {vy, vy, -+ ,v,} genera a V' si para cada
v € V existen escalares ci, co, -+, ¢, tal que v = c1v1 + CoUy + - - - + € U,. En tal
caso {vy, vy, -+ ,v,} es un conjunto generador de V.
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A Ejemplo 3.3.13.

1 1 1
Sea V =R?, { (0) , <(1)> } es un conjunto generador de V'y { <0> , <1> } es otro

conjunto generador de V.

B Ejemplo 3.3.14.

1 0 0
Sea V =R? , O, | 11{,]0 es un conjunto generador de V.
0 0 1
Demostracion:
x 1 0 0
Es claro pues,siv= | y | entoncesv =2 | 0 | +y | 1 | +2] 0
z 0 0 1
[ ]
B Ejemplo 3.3.15.
1 1 1
Sea V =R3 , O, 1 {,]1 es un conjunto generador de V.
0 0 1
Demostracion:
[ 1 1 1
Es claro pues,siv= | y | entoncesv=(z—y) | 0 | +(y—2) | 1 [ +2z]| 1
| 2 0 0 1
[ 1
En particular, siv = | —2 | entonces z —y =3, y—2z= —5y z = 3, por lo tanto
| 3
1 1 1
v=3|0|-5|1]4+3]1
0 0 1
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B Ejemplo 3.3.16.

-1 1 2
Sea V = R? , demuestre que O {(, [1],]2 es un conjunto generador
0 0 2
de V.
Demostracién:

Se deja como ejercicio para el lector.

A Ejemplo 3.3.17.

seaV:MZXQ(R),demuestreque{[1 O},{O é]»{o 0]’[0 OH

es un conjunto generador de V.

Demostracion:

Es claro esab— 1 O+bO 1—|—CO O—i—dO 0
FOPUSS g1 =% 0 o 0 0 1 0 0o 1|

|
B Ejemplo 3.3.18.
Sea V = Py , demuestre que {1, x, x2} es un conjunto generador de V.
Demostracién:
Es claro, porque si p(x) = a + bz + cz? entonces p(x) = a(1) + b(x) + c(z?).

|

B Ejemplo 3.3.19.

Sea V =P, , demuestre que {1, x, --- ,z2"} es un conjunto generador de V.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.
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3.4. Conjunto linealmente independiente y lineal-
mente dependiente

Definicion 3.4.1. §i V' es un espacio vectorial con coeficientes en un campo K vy
V1, Vg, -+, v, vectores de V entonces {vy, va, -+ ,v,} es un conjunto linealmente
independiente si civq + cov9 + - - - + c,v, = 0, implica ¢ =co = -+ =c¢, =0. En
caso contrario el conjunto es linealmente dependiente.

B Ejemplo 3.4.1.

SeaV=R?,a= { <1>, (2) } es un conjunto linealmente independiente de V.

0
Demostracion:
1 0 C1 0
Supongamos que civ; + covy = 0, entonces ¢; 0 + ¢ 1) = =\o) por lo
C2
tanto ¢; = ¢y = 0, luego « es linealmente independiente.
[ ]
B Ejemplo 3.4.2.
1 0 0
Sea V =R3, = O, | 11],]0 es un conjunto linealmente indepen-
0 0 1
diente.
Demostracion:
1 0 0
Supongamos que ¢iv; + covy + cgv3 = 0, entonces ¢; | 0 | +co | 1 | 4¢3 | 0
0 0 1
C1 0
=|c | =|0],asicg=cy=c3=0,luego [ es linealmente independiente. =
C3 0
Observacion:

De acuerdo con la Regla de Cramer, un sistema de ecuaciones tiene una tUnica
solucion si el determinante del sistema es diferente de cero, pero cuando el sistema de
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ecuaciones es homogéneo la tinica solucion es la trivial, por lo tanto sélo necesitamos
calcular el determinante.

B Ejemplo 3.4.3.

1 0 2
Sea V =R, B = =21, 1 1], -2 es un conjunto linealmente
3 7 0
independiente.
Demostracion:
1 0 2
Supongamos que cjv; + cova +c3v3 = 0, entonces ¢; | —2 | +co | 1 | +c3 | —2
3 7 0
c1 + 2c3 0
= —201 -+ Co — 203 = 0
301 + 702 0
c1 + 203 =0 1 0 3
—2c14+c—2c5 = 0 . A=| -2 1 =2 y |A|=-37#0,
361+702 =0 3 7 0

asi c; = co = c3 =0, luego S es linealmente independiente.

[ ]
B Ejemplo 3.4.4.
3 2 4
Sea V =R}, n = 1, -=11],] 0 es un conjunto linealmente
1 5 -3
independiente.
Demostracion:
3 2 4
Supongamos que ¢ vy + e +c3v3 = 0, entonces ¢y | 1 | +co | —1 | +c¢3 0
1 5 -3
301 + 202 + 403 0
= C1 — Co = 0

c1+ 502 — 303 0
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3c1+2co+4c3 = 0 3 2 4
C1 — Cy =0 A= 1 -1 0 y |A‘ :397&0,
c1 + 502 - 303 = 0 1 5 —3
asi c; = cp = c3 =0, luego 7 es linealmente independiente. [ ]

B Ejemplo 3.4.5.

3 1 11
SeaV=R3, a= Of, | -31],| —6 es un conjunto linealmente depen-
4 0 12
diente.
Demostracion:
Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: —3v; — 2vy +v3 = 0 y no
todos los escalares son cero). |
B Ejemplo 3.4.6.
1 0 0 3
2 -2 2 0
_ T4 _ . S
Sea V =R*, [ = L2 sl 23 es un conjunto lineal
—2 0 1 6
mente independiente.
Demostracion: Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: Aplique
la definicion y resuelva el sistema de ecuaciones). |

3.5. Base y dimension

Definicion 3.5.1. Si V' es un espacio vectorial con coeficientes en un campo K y
B = {vy, vg,--- ,v,} es un conjunto de vectores de V', entonces B es una base de
V' si se cumplen:

1) B es linealmente independiente.

2) B genera a V.
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B Ejemplo 3.5.1.

1
SeaV:Rz,a:{<O), <(1))} es una base de V.

Demostracion:

Es claro, pues « es linealmente independiente y genera a V.

]
B Ejemplo 3.5.2.
5 1 1
Sea V=R, a= 5) 3 es una base de V.
Demostracion:
1) « es linealmente independiente.
Supongamos que c;v; 4 cove = 0, entonces
. 1 Le N [(a+e ) (0 ) c1+ca = 0
2 "7\3) 2 +3e)  \0) 7 2043, = 0
11 . .
A= 5 3 y Al =1#0,asi¢c; =cy =0, luego « es linealmente
independiente.

2) « genera a V.

Z 2
Sea v = € R” y supongamos que c;v; + covy = v, entonces

cl+cl— ate\ [z ) cit+ec = o
"\ 2 \3) 201 + 3¢y ) Y o 2c1+ 3¢ =y

11
=[]y weimag

ademaés por la Regla de Cramer,
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r 1 1 z
Ay = y 3‘—3x—y y A2—‘2 y =y —2x
Ay 3x—y 5 Ay y—2x 5
g =——= =3z — Co=—— = =y— 2
LTA 1 o2 TR 1Y
por consiguiente ¢y =3xr —y y co=—2r+y a genera a V.

]
B Ejemplo 3.5.3.
5 -1 1
Sea V =R*, [ = 5 )y es una base de V.
Demostracion:
1) [ es linealmente independiente.
Supongamos que cjv; + cave = 0, entonces
c —1 L 1 B —C1 + Cg o 0 ) —ci4+cg = 0
2 \4) " \2c1+4e) \0) T 2044, = 0
-1 1 .
A= 5 4 y |Al = —6 # 0, asi ¢; = ¢ = 0, luego [ es

linealmente independiente.

2) B genera a V

T 2
Sea v = € R* y supongamos que ¢,v; + covy = v, entonces
Yy

. —1 ny N [(—a+ca) [z ) —c1+c = x
! 2 2 4 N 261+402 n y o 201"‘402 =y
A= 0]y i=—e-aze

2 4

ademés por la Regla de Cramer,
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r 1 -1 =z
Ay = y 4‘—41'—31 y Ag—‘ 9 =—y—2zx
Ay 3z —y Ay y—2x
Cl = — = Coy == — =
A 6 7 A —6
3r — -2
por consiguiente ¢; = ‘ G 4 Yy Co= Y G ‘ B genera a V.
[ ]
B Ejemplo 3.5.4.
2 —1 3
SeaV=R?, n= 1|, 0 |,] 2 es una base de V.
1 1 4
Demostracion:
1) n es linealmente independiente.
Supongamos que civ; + covy + cgvz = 0, entonces
2 -1 3 261 — Co + 303 0
C1 1 + Co 0 + c3 2 = c1 + 203 = 0
1 1 4 1+ ¢y + 4cs 0
201 —CQ+303 =0 2 -1 3
Cl—|—203 =0 A= 1 0 2 y ‘A|:17A0,
c1+Cco + 403 =0 1 1 4

asi ¢c; = co = c3 =0, luego 7 es linealmente independiente.

2) n genera a V'

T
Seav= |y | € R3 y supongamos que c1v; + CaUa + C3U3 = v, entonces
z
2 -1 3 201 —Co + 303 T
all]|+ce 0 +c3| 2| = c1 + 2c;3 =1y
1 1 4 Cc1+ Co + 403 z
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201—02+303 = T 2 -1 3
c1+ 2c3 =9y . A=|1 02|y |[Al=1=A#0,
Cl—|—02+403 = Z 1 1 4
ademas por la Regla de Cramer,
r —1 3 2 z 3
Ar=ly 0 2|==2x4+Ty—2z, Ap=|1 y 2|=-2x+by—=z
z 1 4 1 z 4
2 -1 «x
y Az3=|1 0 y|=2—-3y+2 ,ademasc, =A; pues A = 1.
1 1 =z

C1 = Al = —2$+7y—22, Co = Ag = —21’+5y—2, C3 = Ag = x—3y—|—z

por consiguiente 7 genera a V.

]
B Ejemplo 3.5.5.
1 -2 1
SeaV=R3, o= 2 |, 1 |{,]0 es una base de V.
3 0 1
Demostracion:
1 -2 1
Se deja como ejercicio para el lector. sugerencia: (2 1 0|=2
3 01
]
B Ejemplo 3.5.6.
1 1 1
SeaV=R3, 3= 20, | -11{,]1 es una base de V.
1 3 4

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.
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B Ejemplo 3.5.7.

seavzmzxz(R)yVZHé 8}[8 HH 8}{8 (1)]}

demuestre que 7 es una base de V.

Demostracion:

1) ~ es linealmente independiente.

2)

Supongamos que ¢y My + co My + c3Ms + ¢4 My = 0, entonces

1 0 I
010 0 C2

[0 ]

v genera a V.

0
0

1+00+COO_0102
01711 o o 1] e e

c1 =cy =c3=rc4 =0, asi v es linealmente independiente.

Es claro esab— 1 O+bo 1—1—00 0+d0 0
TOPUS gl 7% o0 o 0 0 1 0 0o 11|

B Ejemplo 3.5.8.

Sea V = P, |, demuestre que n = {1, x, x2} es una base de V.

Demostracion:

1) n es linealmente independiente.

Supongamos que c;v; + cava = 0, entonces ¢;(1) + co (1) + co(z?) =0

=0+ 0z + 022

7 genera a V'

c1 = cy = c3 =0, luego 7 es linealmente independiente.

Es claro, pues si p(x) € P, entonces p(r) = a + bx + cx?.
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]
A Ejemplo 3.5.9.
Sea V = P, , demuestre que n = {1, x, --- , 2"} es una base de V.
Demostracion:
Se deja como ejercicio para el lector.
]

Observacioén:

Con el ejemplo anterior podemos ver que {1, x, 2%, 23, xt, :L'5} es una base de Py,
{1, T, - ,:.1710} es una base de Pi; de hecho la base depende del valor de n, con
n € N.

Definicion 3.5.2. Si V' es un espacio vectorial con coeficientes en un campo K y
B es una base de V', entonces el nimero de elementos que tiene B es la dimension
de V' y lo denotamos con dim V.

B Ejemplo 3.5.10.

Sea V = R? , demuestre que dim V = 2.

Demostracion:

1

Es claro pues o = { (0

) , ((1)) } es una base de V', a « se le llama la base canodnica.

B Ejemplo 3.5.11.

Sea V = R? , demuestre que dim V = 3.
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Demostracion:
1 0 0

Es claro pues g = O, | 11],]0 es una base de V', de hecho S es la
0 0 1

base canénica.

Observacion:

En R? hay muchas bases, de hecho, se puede demostrar que cualesquiera dos vectores
no paralelos forman una base de R?; en R? ocurre lo mismo, cualesquiera tres vectores
no paralelos forman una base de R3.

A Ejemplo 3.5.12.

Sea V =R" | demuestre que dim V = n.

Demostracién:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: proponga la base candnica).
]

B Ejemplo 3.5.13.

Sea V = Py , demuestre que dim V = 3.

Demostracion:

Es claro, porque a = {1, x, x2} es una base de P,. [ ]

B Ejemplo 3.5.14.

Sea V = P3 , demuestre que dim V = 4.

Demostracion:

Es claro porque a = {1, x, 2%, :L'3} es una base de Ps. ]
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A Ejemplo 3.5.15.

Sea V = P,, , demuestre que dim V =n + 1.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: n = {1, =, --- ,2"} es una base).
[ |

B Ejemplo 3.5.16.

Sea V = Mayo(R) , demuestre que dim V = 4.

Demostracion:

10 0 1 0 0 0 0

Es claro, pues 7—{{0 0},[0 0],{1 O}’[O 1]}esunabasede

V. A v suele llamarse base canénica de Mayo(R). ]

B Ejemplo 3.5.17.

Sea V = M,,xn(R) , demuestre que dim V' = mn.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: proponga la base candnica).
[ |

3.6. Matriz de cambio de base

1
Sean u; = (O) V Uy = ((1)) vectores en el plano, por lo tanto av = {uq, us}

1 0
= { (0)7 (1) } es la base canodnica de R%. Por otra parte, consideremos
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v = (;) y Uy = (;1) , estos vectores no son paralelos y por lo tanto son linealmen-
. . T .
te independientes, asi 3 = {v;, v2} es una base en R?. Sea v = ( y consideremos
v = x1u1 + Yy1us, lo cual quiere decir que v esta representado en %}erminos de la base
a y escribimos [v], = zl . Ahora como 3 es otra base en R?, entonces existen
1

escalares c1, ¢y tales que v = cjv1 + covy y por consiguiente v se expresa en términos
1
de la base 3 y se denota con [v]z =
(&)
Para calcular los nimeros c¢; y ¢o se expresan los elementos de la base a en términos
de los elementos de la base 5. Es facil ver que
3 2

Uy = g’Ul —gvg y UuUg = gUl‘l'gUQ

3 1
por lo tanto [u1]s = (_52) y o [uels = (i)
: 5

Ademas
n 3 2 L 1 L 1
v =TU ug =1 | vy — —v —v1 + —v
1U1 T Y1Us L\ g~ g2 hn V1T g2
3 1 2 1
=50 + Ao + —ph + sy ) V2
por lo tanto
3 1 2 1
€=z + Y1 Y = pn + =Y
cl 571+ 54 5 5 T
s = <C2) N 2 1 N 2 1 =4
—:T1+ s -3 3 Y1
_ : -5 —3+1
por ejemplo si [v], = < . ), entonces [v]g = =
-z 1 5 2+1
2 —5 -2
= S e = < . ) vy [v]g= < 5 ), lo cual significa que
3

1 —1 —2-3 )
—2U1+3U2——2<2>+3<3>— <_4+9> —<5>——5u1+5u2.

Definicion 3.6.1. La matriz A del ejemplo anterior se llama matriz de cambio de
base de o a 8 y se denota con [v]g = A [v],.
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Observacioén:

Como habréan notado la matriz de cambio de base A es la inversa de la matriz
formada por los elementos de la base 3, es ahi donde radica la importancia de saber
escalonar matrices y sobre todo el célculo de la matriz inversa.

B Ejemplo 3.6.1.

Sean o = { ((1)) , <(1)) } y 6= { (;) , (;1) }, hallar la matriz de cambio de base
10

de av a f y determine [v]z sabiendo que [v], = 10/

Solucion:

1 —-1]1 0 ~ 1 -1 1 0 5r14+7r |5 0 2 1
3 210 1 |(re—2r1 |0 5|-3 1 ~ 0 5|-3 1
%7’1 1 0 %

~ s A= es la matriz de cambio de base.

(3]}
(S

52 [0 5| =% 3 -3 3
10 : 10 4-2
Por ejemplo si [v], = ( 10) , entonces [v]g = =
- -3 1] -10 —6—2
2 10 2 -
= o e = y  [v]p= , 1o cual significa que

1 -1 2+8 10
2U1 —8’Uz = 2(3) —8< 9 ) = <6— 16) = <_10> = 1OU1 — 1OUQ

B Ejemplo 3.6.2.

Sean o = {((1]), ((1))} y B = {(i)), (i)} hallar la matriz de cambio de base

de o a f.

Solucion:

1 -2
-1 3

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: A = { } es la inversa).
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B Ejemplo 3.6.3.

1 0 0 2 1 2
Sean «o = O, [11],(0 y = 01, 3], -1 hallar la
0 0 1 4 1 1
matriz de cambio de base de a a .
Solucion:
4 1 =7
Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: A = _%0 -4 —6 2 | esla
—-12 2 6
inversa).
B Ejemplo 3.6.4.
1 0 0 2 —1 3
Sean o = O, | 11],]0 y = 11, 0 [, 2 hallar la
0 0 1 1 1 4
matriz de cambio de base de a a f3.
Solucion:
-2 7 =2
Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: A = | =2 5 —1 | esla
1 -3 1
inversa).
Observacion:

Cuando una de las bases es la canodnica, para calcular la matriz de cambio de base
es suficiente con encontrar la matriz inversa. Sin embargo, ;si las dos bases que nos
dan ninguna es la canénica como le hacemos? este problema resulta un poco dificil,
pero el trabajo realizado hasta ahora nos permite resolverlo.

B Ejemplo 3.6.5.

Sean a = { (i), <1) } y (= { < 11>, (;) } hallar la matriz de cambio de base

de o a 5.
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Solucion:

Lo primero que hacemos es expresar los vectores de la base o como una combinacion
lineal de los vetores de la base 3, esto es, deben existir escalares ¢y, cq, c3, ¢4 tales
que u; = C1V1 + CoUy ¥ Uy = €301 + €49, €s decir,

()=o) =) - (05
()=o) =) - (55)

por consiguiente obtenemos dos sistemas de ecuaciones

\)

Cl—l—CQ = 03+C4 = 1
—Cl—|—202 =1 Y —03—|—2C4 =1

) 2
y las soluciones son ¢; =1, co =1, ¢c3 = 3 Cy = 3

C1 C3 1
A= = = — es la matriz de cambio
Co Cy 3

Wl
—_

win

de base de «a a 3.

Existe otra manera de hacerlo y para ello consideramos las dos matrices inducidas
por las bases y escalonamos como si encontraramos la inversa, como se muestra a

continuacion:
1 112 1 ~ 1 112 1| 3rq—mr |3 0|3 1
-1 2|1 1| re+7r |0 33 2 ~ 0 313 2
[ 1 0]1 3 Tk
~ s A= 3 es la matriz de cambio de base.
%7’2 0 111 % 3 2

B Ejemplo 3.6.6.

Sean o = {(?), (_21)} y B = {(i), (;5)} hallar la matriz de cambio de

base de « a 3.
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Solucion:

Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: A = % { —}E]l _1(1] })

B Ejemplo 3.6.7.

2 7 -2 -3 . .
Sean o = {(_5>, <3)} y B = {( ] ), ( 5 )} hallar la matriz de cambio de
4

base de av a B y determine [v]g sabiendo que [v], = )

Solucioén:

Primero vamos a calcular la matriz de cambio de base.

{—2 —3‘ 27}r1+2r2[01‘—8 13] ~ {01‘—8 13}

1 2| -5 3 ~ 1 2/-5 3| re—2r; |1 0| 11 -23
11 —-23
~ 1011 =23 A= es la matriz de cambio de base.
0 1|-8 13
-8 13
11 —23 4 44 + 23
4
Como [v], = ( 1) entonces [v]g = =
N -8 13 -1 -32—-13

T e[ o= (O
B Ejemplo 3.6.8.

Sean o = {(19), (:?)} y 3= { (_14), (_35)} demuestre que la matriz de

cambio de base de v a fes A=
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Demostracion:
Se deja como ejercicio para el lector. (sugerencia: aplique el proceso del ejemplo
anterior). u

B Ejemplo 3.6.9.

Sean a = { (_13), (_42) } y B = { (_97), (_75) } demuestre que la matriz de

3

2
cambio de base de v a fes A=

5

2

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.



Capitulo 4

Transformaciones lineales

En este capitulo se define el concepto de transformacion lineal y posteriormente
introducimos el nicleo y la imagen de una tranformacion lineal. Al final trabajamos
con isomorfismos entre espacios vectoriales dando un enfoque geométrico y apoyado
con ejemplos.

4.1. Transformaciones lineales

Definicion 4.1.1. Sean U y V espacios vectoriales, una funcion T : U — V es
una transformacion lineal si se cumple las siguientes condiciones:

1) Para cadauw,v € U T(u+v)=T(u)+T(v).
2) Para cadauw € Uyr e R T(ru) =rT(u).

B Ejemplo 4.1.1.

Sea T': R — R tal que T'(z) = x, demuestre que 7" es una transformacion lineal.

Demostracion:

)Seanz,y e R, T(z+y)=x+y=T(x)+T(y) ... T(x+y)=T(x)+T(y).
2) Sean r,x € R, T'(rz) =rx =rT(z) .. T(rx)=rT(z).

Por lo tanto T es una transformacion lineal. A ésta transformacion se le llama
identidad.
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B Ejemplo 4.1.2.

Sea T': R — R tal que T'(x) = x — 1, demuestre que 7' no es una transformacion
lineal.

Demostracion:

I)Seanz,y e R, T(x+y)=2z+y—1yT(2)+T(y) =z —14+y—1#T(x+y)
. T(x+vy)#T(x)+T(y) y por consiguiente 7" no es una transformacion lineal.

]
Observacion:
En el ejemplo anterior se observa que 7'(0) = —1 # 0, el siguiente resultado nos dice
que esto no ocurre con las transformaciones lineales.
Si T es una transformacion lineal, entonces T'(0) = 0.
Demostracion:
T0)=T(0+4+0)=T(0)+T(0) ... T(0)=0.

]

Con este resultado antes de demostrar las dos condiciones para que una transforma-
cion sea lineal, primero es conveniente verificar que 7°(0) = 0.

B Ejemplo 4.1.3.

Sea T : R? — R tal que T'(z,y) = x +y, verifique que T es una transformacion
lineal.

Demostracion:

1) Sean u = (x1,91),v = (72,y2) € R?, entonces u + v = (x1,y1) + (z2, y2)

= (21 + 22,51+ y2) por lo tanto T'(u+v) =T'(21 + 22,51+ y2) = (21 + 72) + (Y1 + 12)
= (@t )+ (@2 +y2) =T(w) +T(v) . T(utv)=T(u)+T(v).

2) Sean r € R, u = (z,y) € R?, entonces T'(ru) = T(r(z,y)) = T (rz,ry)

=(rx)+ (ry) =r(z+y) =rT(z,y) =rT(u) .. T(ru) =rT(u).

Por consiguiente 7" es una transformacion lineal. ]
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Observacion:

En algunas ocasiones por abuso de notacioén se trabaja con X! en lugar de X, esto es,
en el ejemplo anterior se utiliza normalmente la siguiente expresion, sea T : R? — R

tal que T<x) =x+vy.
Y

B Ejemplo 4.1.4.

Sea T : R? — R? tal que T(I

x
) = ( 0), verifique que T es una transformacion
Yy

lineal.

Demostracion:

Antes de verificar si es una transformacion lineal, veamos geométricamente que hace
esta transformacion.

(xy)

Figura 4.1: proyeccion en el eje x
1) Sean u = <ZE1), v = <z2> € R?, entonces u + v = (:)51) + <x2> <1’1 + Iz)
h v2 Y Y2 Y1+ Y
CTlutv)=T T+ %2\ _ (1t 22\ (4 n T2\ _pfT LT T
0 0 0 0 n n
=T(u)+T(v).

2) Sean u = (:)51) € R? y r € R, entonces ru = r(xl) = <r:):1)
21 Y1 Y1
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. T(ru) = TCZ) = (Tgl) :r@l) - rT@) = rT(u) . T(ru) = rT(u).

Esta transformacion lineal a cada punto del plano lo proyecta sobre el eje z.

B Ejemplo 4.1.5.

Sea T : R? — R? tal que T(x

T
) = < ), verifique que T es una transformacion
) )

lineal.

Demostracion:

1) Sean u = ( ) ( ) € R?, entonces u 4 v = <:c1> + <$2) = <$1 + xg)
(1 Y2 Y1+ Y2

e =1 = Gain) = () + () 7))

Y1+ Y2 Y1+ Yo (1 Y2 (7 Y2

2) Sean u = < € R?* y r € R, entonces ru = r(xl) = (mn1>
hn Y1

. T(ru) = T(Tyl) - (Zi) _r@) - TT(Z) =T (u) - T(ru) = rT(u).

Esta transformacion lineal a cada punto del plano lo deja igual, de hecho es la
identidad. [

B Ejemplo 4.1.6.

x x
Sea T : R? — R? tal que T < ) = ( ), demuestre que 7" es una transformacion
Yy -y

lineal.

Demostracion:

Antes de verificar si es una transformacion lineal, veamos geométricamente que hace
esta transformacion.

1) Sean u = (xl) v = (xg) € R?, entonces u + v = (m) + (xg) = (xl + xg)
% Y2 (1 Y2 Y1+ Y2
. T(u+v):T<1’1+$2>:<l’1+l’2):<$1+$2):<$1)+<x2)
Y1+ y2 —(y1 + 2) —Y1 — Y2 — —Y2
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()

4 (X,7y)

Figura 4.2: reflexion en el eje x

- T(Il) + T(“’) = T(u) + T(v).
Y1 Y2
2) Sean u = (xl) € R* y r € R, entonces ru = r(zl) = (7’1’1)
hn N Y1

. T(ru) = T(::Z) - (—szjl) :7’<_x;1) - rT@) = rT(u) . T(ru) = rT(u).

Esta transformacion lineal a cada punto del plano lo refleja en el eje z, como se
observa en la figura 4.2. ]

B Ejemplo 4.1.7.

Sea T : R? — R? tal que T(x) = (
Y

lineal.

T f
, demuestre que T es una transformaciéon
-y

Demostracion:

Antes de verificar si es una transformacion lineal, veamos geométricamente que hace
esta transformacion.

1) Sean u = <$1>7 v = (Iz) € R?, entonces u + v = (:)31) 4 (Iz) — <:)§1 + 552)
Y1 Y2 Y1 Y2 Y1+ Yo
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Figura 4.3: reflexion con respecto al origen

() (T (T (e ()

- T(zl) + T(“) = T(u) + T(v).

Y1 Y2

2) Sean u = (Il) € R? y r € R, entonces ru = r(x1> = (ml)
1 hn Y1

. T(ru) = T(:Z) - (:::) - r(j;) =T @ — 1 T(u) . T(ru) = rT(u).

Esta transformacion lineal a cada punto del plano lo refleja con respecto al origen,
como se observa en la figura 4.3. [ ]

B Ejemplo 4.1.8.

x

Sea T : R? — R? tal que T( ) = <y)7 demuestre que 7' es una transformacion
y x

lineal.

Demostracion:

Antes de verificar si es una transformacion lineal, veamos geométricamente que hace
esta transformacion.

1) Sean u = (ﬂ), v = (:)32) € R?, entonces u + v = <:)§1) + (:)32) = <I1 * :):2)
% Y2 (1 Y2 Y1+ y2
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Figura 4.4: reflexién con respecto a la recta y = x
L T(u+v) = T(xl +SL“2) _ (y1 —|—y2) _ (y1) I <y2)
Y1ty Ty + T2 T T2
- T<x1) + T(“) = T(u) + T(v).
Y1 Yo
2) Sean u = (xl) € R?* y r € R, entonces ru = r(xl) = (7’3:1)
1 Y1 LA

. T(ru) = T(::Z) - (:i) - r(‘;{i) :rT(;i) =rT(u) . T(ru) = rT(u).

Esta transformacion es una reflexion con respecto a la recta y = x, como se indica
en la figura 4.4. [ |

A Ejemplo 4.1.9.

Sea T : R? — R? tal que T (m) =3 (x)’ demuestre que T es una transformacion
Yy Yy

lineal.

Demostracion:

Antes de verificar si es una transformacion lineal, veamos geométricamente que hace
esta transformacion.

1) Sean u = <ZE1), v = <z2> € R?, entonces u + v = (:)51) + <x2> = <x1 T 1’2)
% Y2 (1 Y2 Y1+ Y2



120 TRANSFORMACIONES LINEALES

Figura 4.5: dilatacion por tres
3 3 3 3
. T(u+v) :T(Zlfl—l-l’g) :3($1+1’2) _ ( 1’1+ 1’2) _ < 1’1) i ( 1’2)
Y1+ Y2 Y1+ Y2 3y1 + 3y 31 3y2

- 3(2) +3<Z> - T(Z) +T<Z) = T(u) + T(v).

2) Sean u = <I1) € R? y r € R, entonces ru = r(xl) = (7’:)31)

n (O]

e =1(7) =35 ) = () = (e = (o) = Clan)

_ r(g‘;) . 3(‘;) :rT(‘;) — ' T(u) - T(ra) = rT(u).

Esta transformacion lineal a cada punto del plano lo estira tres veces, como se
observa en la figura 4.5.

Una pregunta natural es jcomo podemos generar transformaciones lineales?, el si-
guiente resultado permite dar muchos ejemplos y determina la estrecha relacion que
existe con las matrices.

Teorema 4.1.1.

Si T : R" — R™ es una transformacion lineal, entonces existe una tnica matriz

A€ Mun(R) tal que T(X) = AX VX e R™
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Demostracion:

Consideremos la base candnica 5 = {ej,es,€e3, -+ ,e,} y apliquemos T a cada ele-
mento de la base, esto es,

ail a12 A1n
T(€1> = ) T(€2> - ) 7T(€n) -
Am1 Am?2 Amn
a1 Q2 - Q1p
Q21 Q22 -+ Q2p
entonces A = ] ] ] , veamos que T'(X) = AX.
Am1 Am2 - Amn
X1
Sea X = : =z1 e+ +x, e, entonces T(X) =T (z1 €1+ -+ 2, €,)
Tn

=x1T(e1) + -+ -+ x,T(epn), pues T es una transformacion lineal. Por otra parte,

aiy Q2 -t G 1 a11rr + -0+ Gy,
Qo1 Qg -+ Qo Ta anrr + -+ Gy,
AX = . . . o= . .
Am1 Am2 - Amn T, Am11 + .- + AmnTn
ai 12 A1n
a1 22 A2p,
=1 , + xo , +- 4, , =x1T(er)+ - +z,T(ep)
am1 Am2 Amn
T(X)=AX

Definicién 4.1.2. A la matriz A del teorema anterior se llama matriz estandar
para T y en ocasiones se denota con Ar.

El siguiente resultado ayuda a obtener una cantidad importante de ejemplos.
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Teorema 4.1.2.

Si T : R" — R™ es una transformacion, tal que T(X) = AX VX € R", con
A € M, xn(R), entonces T es una transformacion lineal.

Demostracion:
1) Sean X,Y € R", entonces T(X +Y)=AX+Y)=AX+AY =T(X)+T(Y)
T(X4+Y)=T(X)+T(Y).

2) Sean r € R, X € R" entonces T'(rX) = A(rX) = (Ar)X = (rA)X = r(AX)
=rT(X) .. T(rX)=rT(X), por consiguiente 7" es una transformacion lineal.

B Ejemplo 4.1.10.

Hallar la matriz estandar para 7" : R? — R? tal que T(x) = <I) .

Y )
Solucion:
1 1 0 0
T<0> = (O)’ T<1) = <1> s A= [ (1) (1) } es la matriz estandar y por
consiguiente:
10 x x o .
AX = 0 1 sl =1y = T(X), lo cual coincide con el teorema anterior;

ademas A es la matriz identidad como era de esperarse, pues la transformacion es
la identidad.

B Ejemplo 4.1.11.

Hallar la matriz estandar para 7" : R? — R? tal que T(x) = <x * y) .
Yy r—=y

Solucion:

(o) GZ0)= () () = G2 - ()

A= { ! _1 } es la matriz estandar para 7.



Transformaciones lineales

123

B Ejemplo 4.1.12.

Hallar la matriz estandar para 7' : R? — R? tal que T<I> = (y) .
T

Solucion:

(o) () 7() - (o)

= { (1) (1) } es la matriz estandar para 7T

N

A Ejemplo 4.1.13.

r+y
Hallar la matriz estandar para 7 : R? — R* tal que T' | y | = x;y
: x
Solucion:
-7 [0l 1] 0 0+1 1
1-0 1 0—-1 -1
T8_O_0’T(1)_O_Oy
- - 1 |1 0 0
"0 [ 0+0 ] [0 ]
7lol = 0-01]_ |0
1 1 1
- - 0] | 0 |
1 10
1 -1 0 . )
A= 0 0 1|¢ la matriz estandar para 7.
1 00
B Ejemplo 4.1.14.
x x
Hallar la matriz estdndar para T :R3 — R3 talque T | y | = | v

z 0
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Solucion:
1 1 0 0 0 0
T(o|=(0|,T|1 =1, T|0|=1]0
0 0 0 0 1 0
1 00
A=10 1 0 | esla matriz estindar para T
0 00

A Ejemplo 4.1.15.

Hallarlatransf.linealT:R2—>R2talqueT{(1)] :{_1],T[O] = {0]

Solucion:

Por el teorema 4.4.1 la matriz estandar para T es A = { _(1] (1) ]

T(X)ZAXimplicaT{“;]:[_(l) H {ﬂ:{—yx}

por consiguiente T’ { g } = [ —yx } es la transformacion solicitada.

A Ejemplo 4.1.16.

Hallarlatransf.linealT:R2—>R2talqueTl(1]} = [?],Tlo} :ll}

Solucién:

Por el teorema 4.4.1 la matriz estandar para T es A = [ (1) (1) }

T(X)zAXimphcaT{ﬂ:H éHﬂz{ﬂ

por consiguiente T’ [ g } = [ z } es la transformacion buscada.
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A Ejemplo 4.1.17.

Hallar la transf. lineal T : R? — R? tal que T { (1) }

I
1
= =
| I
~
1
— O
| I
I
1
—_
—_
| I

Solucién:

1 1

T(X):AXimphcaT{ﬂ:“ —H [ﬂ:{ilz]

Por el teorema 4.4.1 la matriz estandar para T es A = [ L-l }

r—Y

} es la transformacion pedida.
r+y

por consiguiente T’ [ ;j } = [
A Ejemplo 4.1.18.

Sea T : Py — Py tal que T(a + bx + cz®) = a + bx, demuestre que T es una
transformacion lineal.

Demostracion:

1) Sean p(x) = a + bx + cx?, q(z) = d + ex + fx? € Py, entonces p(x) + ¢(x)
=(a+d)+ (b+e)z+ (c+ f)z* € Ps.

Tp(x)+q@)=T(a+d) +(b+e)x+(c+ flz*) =(a+d)+ (b+e)x
=(a+bx)+ (d+ex)=T(p(x)) + T(q(x)).

T(p(z) +q(z)) = T(p(x)) + T(q(z))

2) Sean r € Ry p(z) = a + bx + cx?® € Py, entonces rp(x) = r(a + bz + cz?)
= (ra) + (rb)x + (rc)z? € Py

. T(rp(zx)) = T((ra) + (rb)x + (rc)x®) = (ra) + (rb)x = r(a+bx) = rT(p(x)) y por
consiguiente T'(rp(x)) = rT(p(x)).

T es una transformacién lineal. ]
B Ejemplo 4.1.19.

Sea T : P; — Py tal que T'(p(z)) = xp(z), demuestre que 7" es una transformacion
lineal.
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Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 4.1.20.

Sea T : Py — Py tal que T'(a + bx + cx?) = b+ cx, demuestre que T es una
transformacion lineal.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 4.1.21.

Sea T : R — P; tal que T'(a) = a + ax, demuestre que T es una transformacion
lineal.

Demostracion:

1)Sia,beRentoncesa+beR . T(a+b) =(a+b)+(a+bx
= (a+ax) 4+ (b+bx) =T(a) + T(b) y por consiguiente T'(a + b) = T'(a) + T'(b).

2) Si a,b € R entonces T'(ra) = (ra) + (ra)r = r(a + azx) = rT(a).

T es una transformacién lineal.

B Ejemplo 4.1.22.

SeaT : R — Py tal que T'(a) = a+ax+ax?, demuestre que T es una transformacion
lineal.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.
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A Ejemplo 4.1.23.

Sea T : R — P53 tal que T(a) = a + azx + ax?® + az?, demuestre que T es una
transformacion lineal.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 4.1.24.

Sea T : Cla,b] — Cla,b] tal que T'(f) = f’ es la derivada de f, demuestre que T’
es una transformacion lineal.

Demostracion:

1) Sean f,g € Cla,b], entonces f +g € Cla,b] .. T(f+g9)=(f+9)=f+¢
=T(f)+T(g) y por consiguiente T'(f + g) = T(f) +T(g).

2) Sean k € Ry f € Cla,b], entonces T'(kf) = (kf) = k(f') = kT(f).

T es una transformacion lineal.

B Ejemplo 4.1.25.

Sea T : Myya(R) — R tal que T <{Z Z D = a + d, demuestre que T es una

transformacion lineal.

Demostracion:

at+e b+ f

c+g d+nh

1) Sean A = [z Z}, B_[g {L} € Maxo(R),
:|€M2><2 R)

entonces A+ B = [
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T(A+B)=(a+e)+(d+h) =(a+d)+(e+h) =T(A) +T(B) y por
consiguiente T (A + B) = T(A) + T'(B).

b ka kb
2) Seank e Ry A= [Z J } € May2(R), entonces T'(kA) =T ({k‘z ed D

= ka + kd = k(a + d) = kT(A).

T es una transformacion lineal.

A Ejemplo 4.1.26.

Sea T : Mysn(R) — M,yum(R) tal que T(A) = A® es la transpuesta de A, demues-
tre que 1" es una transformacion lineal.

Demostracion:

1) Sean A, B € M,,,xn(R), entonces A+ B € M,,xn(R)

.. T(A+B) = (A+ B) = A"+ B" = T(A) + T(B) y por consiguiente
T(A+ B)=T(A) +T(B).

2) Sean k € Ry A € M,,«n(R), entonces T'(kA) = (kA)"! = k(A") = kT(A).

T es una transformacion lineal.

B Ejemplo 4.1.27.

Sea T : M,xn(R) — R tal que T(A) = det(A) es el determinante de A, verifique
que T no es una transformacién lineal.

Solucion:

Se deja como ejercicio para el lector.
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B Ejemplo 4.1.28.

Sea T': Maxa(R) —> Maxa(R) tal queT{Z b } = [a+b+c+d atb+c

d a+b a ’
demuestre que 7" es una transformacion lineal.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. [ ]

B Ejemplo 4.1.29.

cos § —sen 6
sen 6 cos 0
de rotaciéon, demuestre que 7" es una transformacion lineal.

Sea T': R? — R? tal que T'(X) = AX donde A = } es la matriz

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

4.2. Nucleo de una transformaciéon lineal

Definicion 4.2.1. StV y W son espacios vectoriales y T : V. — W es una
transformacion lineal, entonces el nticleo de T es Nuc(T) ={v eV | T(v) =0} y
la dimension del nicleo de T es v(T), esto es, v(T) =dim (Nuc(T)).

A Ejemplo 4.2.1.

Sea T : R? — R? tal que T(x) = (g) hallar Nuc(T).
)

Solucion:

Seav= (") eR?tal que T'(v) = 0, entonces T’ o (7)) = (Y
Y Y 0 0
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Nue(T) = {(x) ER |z = 0} = cje y, asi v(T) = 1.

Y

B Ejemplo 4.2.2.

T

Sea T : R? — R? tal que T(x) = (
Yy Y

) hallar Nuc(T).

Solucion:

Sea v = (x) € R? tal que T'(v) = 0, entonces T(x)
) Y

()= )

y }, luego v(T') = 0.

x =0,y =0y por consiguiente Nuc(T') = { <0

N———

A Ejemplo 4.2.3.

Sea T : R? — R? tal que T(x) = (O
Yy

), demuestre que Nuc(T) = eje x.
Y

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 4.2.4.

x x
SeaT:R>— R3talqueT | y | = | v | hallar Nuc(T).
z 0
Solucion:
x x x 0
Seav= |y | €R*tal que T(v) =0,entonces T | y | = |y | =] 0

z z 0 0
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x
=0,y =0y zeslibre . Nuc(T) = y | ER*|2=0,y=0, = cje z,
z
por lo tanto v(T') = 1.
B Ejemplo 4.2.5.
x 0
SeaT:R>— R3talque T | y | = | y | hallar Nuc(T).
z 0
Solucion:
x x 0 0
Seav= |y | €R*tal que T(v) =0, entonces T | y | = |y | = | 0
z z 0 0
x
. y=0,zy zsonlibres ... Nuc(T) = y | €R®|y=0p = plano 2z y por
z
consiguiente v(7T') = 2.
B Ejemplo 4.2.6.
x 0
SeaT:R>— R3talqueT | y | = | y |, demuestre que Nuc(T) = eje x.
z z
Demostracion:
Se deja como ejercicio para el lector.
[
B Ejemplo 4.2.7.
x x
SeaT:R> — R3talqueT | y | = | 0 |, demuestre que Nuc(T) = plano yz.

z 0
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Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 4.2.8.
Sea T : Myxn(R) — My (R) tal que T(A) = A*) hallar Nue(T).
Solucion:

Sea A € M,,xn(R) tal que T(A) = A* = 0, entonces A" =0 € M, (R)
Nuc(T) = {0} y por consiguiente v(T") = 0.

B Ejemplo 4.2.9.
Sea T : Py — Py tal que T'(a + bx + cx?) = a + bz, hallar Nuc(T).
Solucién:

Sea p(z) = a + bx + cx? € Py tal que T(p(z)) = a + br = 0 = 0 + Oz, entonces
a=b=0 . Nuc(T)={p(x)=a+br+cx®cPy|plx)=ca?}, asi v(T) = 1.

B Ejemplo 4.2.10.

Sea T : P3 — Py tal que T(a + bx + cx? + dx?®) = a + bx + cx?, demuestre que
Nuc(T) = {p(x) = a+bx + cx® + da® € P3 | p(z) = da?}.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.
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4.3. Imagen de una transformacién lineal

Definicion 4.3.1. StV y W son espacios vectoriales y T : V. — W es una trans-
formacion lineal, entonces la imagen de T' es:

Im(T) ={weW | w=T(v) para alguna v € V'}
la dimension de la imagen de T' es p(T), esto es, p(T) =dim (Im(T)).

Antes de dar ejemplos, es conveniente enunciar un teorema muy importante, el cual
caracteriza la dimension de una transformacion lineal, mas precisamente.

Teorema 4.3.1. (Teorema de la dimensidn)
Si V' y W son espacios vectoriales y T : V' — W es una transformacion lineal, con
dim(V') = n, entonces p(T) + v(T') = n.

Observacion:
Dado v(T') el teorema de la dimension permite calcular p(T'), esto es, p(T) = n—v/(T)
y reciprocamente.

B Ejemplo 4.3.1.

Sea T : R* — R? tal que T(x) = (g) hallar Im(T).
Y

Solucion:

Por el ejemplo 421 v(T)=1yn=2 .. pI)=n—-v(l)=2-1=1

Im(T)z{@) E]R2|y:O}:ejex.

B Ejemplo 4.3.2.

Sea T : R? — R? tal que T<x> = (1’
)

) hallar Im(T).
Y

Solucion:
Por el ejemplo 4.22 v(T)=0yn=2 .. p(T)=n—-v(T)=2-0=2

Im(T) = R%
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B Ejemplo 4.3.3.

Sea T : R? — R? tal que T(x) = <O
Yy

), demuestre que Im(T) = eje y.
Y

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. [ ]

A Ejemplo 4.3.4.

x x
SeaT:R>— R3talqueT | y | = | v | hallar Im(T).
z 0
Solucion:
Por el ¢jemplo 424 v(T)=1yn=3 .. p(T)=n—v(l)=3-1=2
x
Im(T) = y | €R*| 2=0p = plano xy.
z
B Ejemplo 4.3.5.
x 0
SeaT:R>— R3talqueT | y | = | y | hallar Im(T).
z 0
Solucion:
Por el ¢jemplo 4.25 v(T)=2yn=3 .. p(l)=n—-vl)=3-2=1
x
Im(T) = y | ER¥|2=0,2=0p =ejey.

z
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B Ejemplo 4.3.6.

x 0
SeaT:R>— R3talqueT | y | = | y |, demuestre que Im(T) = plano yz.
z z

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 4.3.7.

T T

SeaT:R>* — R3talqueT | y | = | 0 |, demuestre que Im(T) = eje .

z 0

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

B Ejemplo 4.3.8.

Sea T : Myxn(R) — M,xm (R) tal que T'(A) = A, hallar Im(T).

Solucion:
Por el ¢jemplo 4.2.8 v(T') = 0 y dim(M,,xn(R)) = mn
p(T) = dim(Mxn(R)) —v(T) = mn — 0 =mn
Im(T) = Mysm(R).
B Ejemplo 4.3.9.

Sea T : Py — Py tal que T'(a + bx + cx?) = a + bx, hallar Im(T).
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Solucion:

Por el ejemplo 429 v(T)=1yn=3 .. pT)=n—v(T)=3-1=2

A Ejemplo 4.3.10.

Sea T : Py — Py tal que T'(a + bx + cx?® + dr3) = a + bxr + cz?, demuestre que

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector. [ ]

4.4. Isomorfismos

Definicion 4.4.1. Sea T' : V. — W wuna transformacion lineal, T es inyectiva st
Vu, veV T(u)=T(v), entoncesu=v.

Observacion:

En algunas ocasiones en vez de utilizar la definicién anterior, se utiliza su contra-
puesta, esto es, T' es inyectiva cuando u # v, implica T'(u) # T'(v).

B Ejemplo 4.4.1.

Sea T': R — R tal que T'(z) = x, demuestre que T es inyectiva.

Demostracion:

Sean z,y € R tal que T'(z) = T(y), entonces x = T'(x) =T (y) =y
r =y y por consiguiente 7' es inyectiva. [
B Ejemplo 4.4.2.

Sea T : R? — R? tal que T(x) = (y), demuestre que T es inyectiva.
Y x
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Demostracion:

Sean u = <I1>,v = (932) € R? tal que T'(u) = T(v), entonces
Y1 Y2

T(xl) = T<$2> <y1> = <y2) y por consiguiente x1 = T3 V Y1 = Yo
Y1 Y2 1 T2
u = v, luego T' es inyectiva. [ ]

Antes de dar mas ejemplos, es conveniente enunciar un resultado importante, el cual
caracteriza la inyectividad de la transformacién mediante su ntcleo.

Teorema 4.4.1.

Sea T : V — W una transformacion lineal, entonces T es inyectiva, si y solo si,
Nuc(T) = {0}.

B Ejemplo 4.4.3.

Sea T : R? — R? tal que T’ (x) = (:1:)’ demuestre que T es inyectiva.
)

Y
Demostracion:
Por el ejemplo 4.22 v(T) =0 .. Nuc(T) = {0} y por el teorema anterior 7" es
inyectiva.

B Ejemplo 4.4.4.

Sea T : R? — R? tal que T’ <I) = (x + y), demuestre que T es inyectiva.
Yy r—Yy

Demostracion:

1) Primera demostracion:

Para ver que T es inyectiva, es suficiente probar que Nuc(T) = {0}.
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Sea v = <I) € R? tal que T(v) = 0, entonces T(x) = <x * y) = <0>
Y y xr—y 0

r+y=0 _ _ o (0
Ty =0 x =0, y =0y por consiguiente Nuc(T) = {(O)}

2) Segunda demostracion:

Queda como ejercicio para el lector utilizando la definicion. [ ]

Observacion:

En algunas ocasiones en mas facil ver cuando T : V' — W no es inyectiva, pues es
suficiente con exhibir u # vy T'(u) = T'(v).

B Ejemplo 4.4.5.

2
Sea T : R? — R? tal que T(x) = ( v y)’ demuestre que 1" es inyectiva.
Y r—y

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector (sugerencia: Pruebe que Nuc(T) = {0}).

]
B Ejemplo 4.4.6.
2 2 X r—y . .
Sea T : R® — R~ tal que T( ) = ( ), demuestre que 7" no es inyectiva.
Y 2x — 2y
Demostracion:
1) Primera demostracion.
1 2 . :
Dados u = Yyr=1y) cumplen u #vy T(u) =T(v) .. T no es inyectiva.

2) Segunda demostracion.

Se deja como ejercicio para el lector (sugerencia: Pruebe que Nuc(T') # {0}). n
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B Ejemplo 4.4.7.

Sea T : R? — R? tal que T<x

x . .
) = (0), demuestre que 71" no es inyectiva.
Yy

Demostracion:

1) Primera demostracion:

Por el ejemplo 4.2.1 v(T) =1 .. Nuc(T) # {0} y por el teorema anterior 7" no
es inyectiva.

2) Segunda demostracion:

1 1
Dados u = <1> y v = ( 1), cumplen v # vy T(u) = T(v) y por lo tanto T no es

inyectiva. [ ]

B Ejemplo 4.4.8.
Sea T : Myyxn(R) — M, (R) tal que T(A) = AY, demuestre que T' es inyectiva.
Demostracion:

Por el ejemplo 4.2.8 v(T) =0 .. Nuc(T) = {0} y por el teorema anterior 7" es
inyectiva.

Definicion 4.4.2. Sea T : V. — W wuna transformacion lineal, T es suprayectiva
o sobreyectiva stV w € W existe v € V tal que T'(v) = w, es decir, Im(T) =W.

Observacion:

Por el teorema de la dimension 7' : V. — W es suprayectiva si p(7') = dim (W).
Ademas, T : R" — R™ y v(T) =0, si y solo si, T es suprayectiva, pues p(T) = n.

B Ejemplo 4.4.9.

Sea T : R — R tal que T'(x) = z, demuestre que T es suprayectiva.
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Demostracion:

Por el ejemplo 5.1.1 T" es inyectiva y por la observacion anterior 71" es suprayectiva.

A Ejemplo 4.4.10.

Sea T : R? — R? tal que T(x) = (y), demuestre que T' es suprayectiva.
y x

Demostracion:

Por el ejemplo 5.1.2 T es inyectiva y por la observacion anterior T" es suprayectiva.

B Ejemplo 4.4.11.

Sea T : R? — R? tal que T(x) = <x)7 demuestre que T' es suprayectiva.
Yy Yy

Demostracion:

Por el ejemplo 5.1.3 T es inyectiva y por la observaciéon anterior 7' también es
suprayectiva.

B Ejemplo 4.4.12.

+ .
Sea T : R? — R? tal que T(x) = (x y), demuestre que T es suprayectiva.
Yy r—y

Demostracion:

Por el ejemplo 5.1.4 T es inyectiva y por la observacién anterior 1" es suprayectiva.
]
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A Ejemplo 4.4.13.

2r +vy

SeaT:R2—>R2talqueT<x>:<
r—y

), demuestre que T es suprayectiva.
Yy

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector (sugerencia: Pruebe que T es inyectiva y utilice
la observacion anterior). u

A Ejemplo 4.4.14.

SeaT : R? — R2tal que T (x) = (21' B g ) , demuestre que 7" no es suprayectiva.
Y T — 2y

Demostracion:

Por el ejemplo 5.1.6 T" no es inyectiva y por la observacion anterior 7' no es supra-
yectiva.

B Ejemplo 4.4.15.

Sea T : R? — R? tal que T<x

x .
) = (0), demuestre que T" no es suprayectiva.
Y

Demostracion:

Por el ejemplo 5.2.1 T" no es inyectiva y por la observaciéon anterior 7" no es supra-
yectiva. ]

B Ejemplo 4.4.16.

Sea T : Myxn(R) — M, (R) tal que T(A) = A?, demuestre que T es suprayec-
tiva.
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Demostracion:

Por el ejemplo 5.2.2 T es inyectiva y por lo tanto v(T') = 0, asi p(T') = nm y por
consiguiente Im(7T) = M,xm(R) .. T es suprayectiva.

Definicion 4.4.3. SeaT' : V — W una transformacion lineal, T es un isomorfismo
st T es inyectiva y suprayectiva.

Observacion:

Cuando T": V. — W es un isomorfismo, se dice que los espacios vectoriales V' y W
son isomorfos (tienen la misma forma) y lo denotamos con V = .

B Ejemplo 4.4.17.

Sea T : R? — R? tal que T(x) = <x)7 demuestre que T es un isomorfismo.
Yy Y

Demostracion:

Por el ejemplo 5.1.3 y el ejemplo 5.1.3 T' es inyectiva y suprayectiva, por lo tanto T’
es un isomorfismo. [ ]

Observacioén:

El ejemplo anterior es un caso particular del siguiente teorema, ademas la transfor-
macion lineal es la identidad.

Teorema 4.4.2.

Si V'y W son espacios vectoriales, con dim(V) = dim(W)=ny T :V — W es
una transformacion lineal, tal que T'(v) = v entonces 7' es un isomorfismo.

Demostracion:

Como T'(v) = v es la identidad, entonces Nuc(T') = {0} y por lo tanto 7" es inyectiva
y como dim(V) = dim(W), por lo tanto Im(T) = W y por consiguiente T" es
suprayectiva, asi 1" es un isomorfismo.
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B Ejemplo 4.4.18.

Sea T': C — R? tal que T'(a + bi) = (Z

), demuestre que 1" es un isomorfismo.

Demostracion:

1) Veamos primero que T es inyectiva.

Sea v =a + bi € C tal que T'(v) = 0, entonces T'(a + bi) = (a) =0= (0)

0
a =0, b=0y por consiguiente Nuc(T') = { (0) } .. T es inyectiva.

2) Es claro que T es suprayectiva pues V <Z> € R? existe a + bi € C tal que

a . .. .
T(a+ bi) = < b) .. T es suprayectiva y por consiguiente 7" es un isomorfismo.

C = R2. Este resultado nos demuestra que la estructura de C y R? como
conjuntos son muy parecidos.

B Ejemplo 4.4.19.
Sea T : R? — P; tal que T(Z) = a + bz, demuestre que T es un isomorfismo.

Demostracion:

1) Veamos primero que T es inyectiva.

Supongamos que T(Z) =a+br=0=0+0z .. a=0,b=0,asi Nuc(T) = {0}

y por consiguiente 7' es inyectiva.

2) Es claro que T es suprayectiva, pues si p(z) = a+bx € Py, entonces p(x) =T <Z) ,
P1.

I

esto implica que T es suprayectiva, luego T' es un isomorfismo .. R?
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Observacioén:

En los dos ejemplos anteriores demostramos que C = R? y R? = P;, por lo tanto
C = P,. Esto es una consecuencia del siguiente teorema.

Teorema 4.4.3.

SiT:V—WyS: W — Z son isomorfismos, entonces la composicién
SoT:V — Z es un isomorfismo.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.

]
A Ejemplo 4.4.20.
a
SeaT :R> — Pytalque T | b | =a+ br + ca?, demuestre que T es un isomor-
fismo.
Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector (sugerencia: Considera el ejemplo anterior). =

B Ejemplo 4.4.21.

Qo
a1
Sea T : R"*! — P, tal que T . = a9+ a1x + -+ a,x™, demuestre que T

(079
es un isomorfismo.

Demostracion:

1) Veamos primero que T es inyectiva.
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Qo
a1

Supongamos que 7T’ . = 0, esto es, a9 + a1z + - - - + a,2™ = 0. Por lo tanto
a,

ap =0, ag =0,--- ,a, =0, asi Nuc(T) = {0} y por consiguiente 7" es inyectiva.

2) Es claro que T' es suprayectiva, pues si p(z) = ap+a1x+- - -+a,z" € P, entonces

Qo

ai
plx) =T . , por lo tanto T" es un isomorfismo y por consiguiente R" = P, ;.

B Ejemplo 4.4.22.

Sea T : Myxn(R) — My (R) tal que T'(A) = A, demuestre que T es un isomor-
fismo.

Demostracion:

Por el ejemplo 5.2.2 T es inyectiva y por el ejemplo 4.4.16 T" es suprayectiva, por lo
tanto 1" es un isomorfismo.

B Ejemplo 4.4.23.

Sea B € Mayxo(R) invertible y T : Maoyxo(R) — Mayxo(R) tal que T(A) = AB,

demuestre que 1" es un isomorfismo.

Demostracion:

1) Veamos primero que T es inyectiva.

Sea A € Maya(R) tal que T'(A) = 0, entonces AB = 0 y como B es invertible
A= (AB)B7' =0B~! =0y por consiguiente A =0 .. Nuc(T)= {0}, asi T es
inyectiva.
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2) Es claro que T es suprayectiva, pues dim(Max2(R)) = 22 = 4,

Im(T) = Maya(R), por consiguiente 1" es suprayectiva y por lo tanto 7" es un
isomorfismo.

El resultado del ejemplo anterior se puede extender a matrices M, x,(R).

B Ejemplo 4.4.24.

Sea B € M, x,(R) invertible y T : M, (R) — M,,»n(R) tal que T(A) = AB,

demuestre que 7" es un isomorfismo.

Demostracion:

Se deja como ejercicio para el lector.



Capitulo 5

Valores propios y vectores propios

A lo largo de este capitulo, retomamos algunos temas y analizamos con ejemplos los
valores propios y vectores propios de una matriz, luego concluimos con una aplicaciéon
elemental.

5.1. Valores propios y vectores propios

Definiciéon 5.1.1. Sea A € M, x,(R), A € R es un valor propio de A si Av = v
y v # 0. El vector v es un vector propio de A inducido por X.

A Ejemplo 5.1.1.

Hallar los valores propios y los vectores propios de la matriz A = { _2 _525 } )

Solucion:

1) Calculemos los valores propios.

Para ello primero vamos a calcular el polinomio caracteristico, esto es,

p) = det(a =) =50 T = G- - (22

=40 —BA—8A+AZ—4=A2— 130436 .. p(A)=A2— 13X+ 36.

Ahora encontremos las raices del polinomio caracteristico y por consiguiente los
valores propios.
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Si p(A\) =0 entonces A2 — 13X +36=(A—4)(A—=9)=0 .. A—4=0, A\—9=0,
por consiguiente A\; = 4 y Ay = 9 son los valores propios de la matriz A.

2) Calculemos los vectores propios.

Para cada valor propio debemos resolver (A — Al)v = 0 donde v = [ z ], por lo
5—A =2 T 0
w75 ][0

i) calculemos el vector propio asociado al valor propio \; = 4.

= R N M R

-2y =0 . . P .
Ly y el sistema tiene una infinidad de soluciones.

por consiguiente 97+ 4y =0

r=2,y=1asiv= { ? ] es un vector propio de A.

i1) Ahora calculemos el vector propio asociado al valor propio Ay = 9.

DR Rt

- —dr —2y = . . P .
por consiguiente 2‘2 B g - OO y el sistema tiene una infinidad de soluciones.
) -1 .
r=—-1, y=2,asiv= 5 | CSuUn vector propio de A.

Ademas podemos formar una matriz C' con los vectores propios de A, esto es,

1 5 -1 2

e R B | S P T
(5 a]-[o o]0 0]

i Se sorprendi6 ! jseré casualidad?

- 1
= { . 21 } y es facil ver que C7! = = { 2 1 ], por otra parte calculemos
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B Ejemplo 5.1.2.

Hallar los valores propios y los vectores propios de la matriz A = { _i) _é ] .

Solucion:

1) Calculemos los valores propios.

Para ello primero calculamos el polinomio caracteristico de A, esto es,

p(\) = det(A — \I) :‘ S-A

ST ve-n- oy
—95 B A—BAEA—1=A—10A+24 . p(A) =A% — 10\ + 24,

Ahora encontremos las raices del polinomio caracteristico y por consiguiente los
valores propios.

Si p(A) =0 entonces A2 —10A+24=(A—4)(A—=6)=0 .. A—4=0, A—6=0,

por consiguiente A\; = 4 y Ay = 6 son los valores propios de la matriz A.

2) Calculemos los vectores propios.

Para cada valor propio debemos resolver (A — Al)v = 0 donde v = { Z ], por lo
5—A -1 x 0
oo |55 (0] =[]

i) calculemos el vector propio asociado al valor propio A\; = 4.

e | M b R e M

—y=0 . . e .
Ty y el sistema tiene una infinidad de soluciones

por consiguiente Crdy=0

1 .
r=1 y=1asiv= [ } es un vector propio de A.

1

i1) Ahora calculemos el vector propio asociado al valor propio Ay = 6.

ey | M e by | M Y
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—r—y=0

Cr—y=0 y el sistema claramente tiene una infinidad de solu-

por consiguiente

clones.
-1

1 } es un vector propio de A.

x:—l,yzl,asiv:[

Ademés podemos formar una matriz C' con los vectores propios de A, esto es,

- 1
¢= l 1 11 ] y es facil ver que C~' = 3 l _11 1 }, por otra parte calculemos

e Y A T L T T

B Ejemplo 5.1.3.

Hallar los valores propios y los vectores propios de la matriz A = [;l g }

Solucion:

Se deja como ejercicio para el lector (sugerencia: \; = 1, Ay = 6 son valores propios

YU = [ _23 } , U = [ 1 } son vectores propios de A).

B Ejemplo 5.1.4.

1 -1 0
Hallar los valores propios y los vectores propios de la matriz A= | -1 2 —1
0o -1 1

Solucion:

1) Calculemos los valores propios.

Para ello primero calculamos el polinomio caracteristico de A, esto es,
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p(A) =det(A—-—X)=| -1 2—-X -1

=1 =-ME-0)A-X)-1]=(=D[(=)T =) =0]+0
SN2 =N = (1= A) = (1=A) = (1= A)2(2=A) —2(1 = \) = —A\3 + 4\ — 3\

p(A) = —A3 4+ 4X2 — 3.

Ahora encontremos las raices del polinomio caracteristico y por consiguiente los
valores propios.

Sip(A\) =0, entonces —\* +4X* —3X=0 . AN —4XN? 43X =A(\? —4)\ +3)
=X A-1D)A=3)=0 .. A=0, A—1=0, A =3 = 0, por consiguiente
A1 =0, Ay =1y A3 =3 son los valores propios de la matriz A.

2) Calculemos los vectores propios.

X

Para cada valor propio debemos resolver (A — Al)v = 0 donde v = | y |, por lo
z
1-X -1 0 x 0
tanto -1 2-X -1 y{=10
0 -1 1-A z 0
i) calculemos el vector propio asociado al valor propio A; = 0.
1-0 -1 0 x 0
-1 2-0 -1 y| =10
0 -1 1-0 z 0
1 -1 0 x 0
-1 2 -1 y|=10
0 -1 1 z 0
r—y=20
por consiguiente —x + 2y — 2z =0 y el sistema tiene una infinidad de soluciones
—y+2z=0
1
r=1,y=1, 2z=1,asiv= | 1 | es un vector propio de A.

1
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i1) Ahora calculemos el vector propio asociado al valor propio A = 1.

1-1 -1 0 x 0
-1 2-1 -1 y|=10
0 -1 1-1 z 0
0 -1 0 x 0
-1 1 -1 y{=10
0o -1 0 z 0
—y=0
por consiguiente —x +y — 2z =0 1y el sistema tiene una infinidad de soluciones
—y =0
-1
r=—-1,y=0, z2=1,asiv= 0 es un vector propio de A.
1

i11) Ahora calculemos el vector propio asociado al valor propio Ay = 3.

1-3 -1 0 x 0
-1 2-3 -1 y| =10
0 -1 1-3 z 0
-2 -1 0 T 0
-1 -1 -1 y| =120
0 -1 =2 z 0
—2x—y=0
por consiguiente —x —y — 2z =0 ¥ el sistema tiene una infinidad de soluciones
—y—22=0
1
r=1 y=-2, z=1,asiv= | —2 | es un vector propio de A.
1

Ademas podemos formar una matriz C' con los vectores propios de A, esto es,

1 -1 1 1 2 2 2
C=|1 0 -2 | yesfacil verque C' = -] =3 0 3 |, por otra parte
11 1 61 1 —2 1
calculemos
1 2 2 2 1 -1 0 1 -1 1
C1AC = G -3 0 3 -1 2 -1 1 0 -2
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1 2 2 2 0o -1 3 1 00 0 0 00
:6_303 00_6:60602010
1 =21 0o 1 3 0 0 18 00 3
A 000
=10 X 0
0 0 Xs
B Ejemplo 5.1.5.
1 -1 4
Hallar los valores propios y los vectores propios de la matriz A= | 3 2 -1
2 1 -1

Solucioén:

1) Calculemos los valores propios.

Para ello primero calculemos el polinomio caracteristico, esto es,

1-x -1 4
p(N) =det(A—N)=| 3 2-X -1
2 1 —1-2X

=1=M[C2=-N(=1=XN+2] = (=D[B(=1=XN)+2]+4[3—2(2—))]
=X 4+2)24+5)1—6

p(A) = =A%+ 2X2 + 5\ — 6.
Ahora encontremos las raices del polinomio caracteristico y por consiguiente los
valores propios.
Si p(\) = 0, entonces —A3 +2X\2 + 5\ — 6 = 0.

AN=2X2—5A+6 = (A+2)(A=1)(A=3)=0 .. A+2=0, A—=1=0, A-3 =0,
por consiguiente Ay = —2, Ay = 1y A3 = 3 son los valores propios de la matriz A.

2) Calculemos los vectores propios.

x
Para cada valor propio debemos resolver (A — Al)v = 0 donde v = | y |, por lo
z
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1—-Xx -1 4 x 0
tanto 3 2—=A -1 y| =180
2 1 —1-A z 0
i) calculemos el vector propio asociado al valor propio A\; = —2.
1-(-2) —1 4 x 0
3 2—(-2) —1 y | =120
2 1 —1—-(-2) z 0
3 -1 4 x 0
3 4 -1 y{=10
2 1 1 z 0
3r—y+42=0
por consiguiente 3x +4y — 2z =0 y el sistema tiene una infinidad de soluciones
2r+y+2=0
1
r=1 y=-1, z=—1,asiv= | —1 | es un vector propio de A.
—1

i1) Ahora calculemos el vector propio asociado al valor propio Ag = 1.

1-1 -1 4 x 0
3 2—-1 -1 y|l=120
2 1 —-1-1 z 0

0 -1 4 x 0

3 1 -1 y =10

2 1 =2 z 0
—y+4z=0

por consiguiente 3z +y — 2z =0 y el sistema tiene una infinidad de soluciones
20 4+y—22=0
-1
r=—-1,y=4, z2=1,asiv= 4 es un vector propio de A.
1

i71) Ahora calculemos el vector propio asociado al valor propio Ay = 3.

1-3 -1 4 x 0
3 2-3 -1 y|l=10
2 1 —1-31|] 2 0
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-2 -1 4 z 0
3 -1 -1 y | =10
2 1 —4 z 0

—2r—y+42=0
por consiguiente 3x —y —z=0 vy el sistema tiene una infinidad de soluciones
20 4+y—42=0

1
r=1,y=2, z=1,asiv= | 2 | es un vector propio de A.
1

Ademés podemos formar una matriz C' con los vectores propios de A, esto es,

1 -1 1 1 2 2 —6
C=|-1 4 2| yesfacilverqueCt=-1| -1 2 -3 |,
-1 1 1 3 0 3
por otra parte calculemos:
1 2 2 —6 1 -1 4 1 -1 1
C—1AC:6 -1 2 -3 3 2 -1 -1 4 2
3 0 3 2 1 -1 -1 1 1
1 2 2 -6 -2 -1 3 1 —-12 0 0 -2 0 0
== -1 2 -3 2 46 =5 0 6 0 |=]0 10
3 0 3 2 13 0 0 18 0 0 3
A 000
=1 0 X O
0 0 Xs

B Ejemplo 5.1.6.

Hallar los valores propios y los vectores propios de la matriz A =

= DN W
N O N
W N =~

Solucién:

1) Calculemos los valores propios.

Para ello primero vamos a calcular el polinomio caracteristico, esto es,
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3—A 2 4
p(A) =det(A—=XI)=| 2 0—-X 2
4 2 3—A

es facil ver que p(\) = =A%+ 6A% + 15X + 8 = —(A + 1)*(\ — 8).

Ahora encontremos las raices del polinomio caracteristico y por consiguiente los
valores propios.

Si p(\) = 0 entonces —(A+1)%2(A —8) =0

(A+1)2=0, A —8 =0, por consiguiente \; = Ay = —1 y A3 = 8 son valores
propios de la matriz A.

2) Calculemos los vectores propios.

x
Para cada valor propio debemos resolver (A — Al)v = 0 donde v = | y |, por lo
z
3—A 2 4 x 0
tanto 2 00—\ 2 y | =10
4 2 3-=A z 0
i) calculemos el vector propio asociado al valor propio A; = —1.
3— (—1) 2 4 1 [= 0
2 — (- 1) 2 y|l=10
4 2 (1) ] | = 0
4 2 4 0]
2 1 2 =10
4 2 4 0

4o+ 2y +42=0
por consiguiente 2z +y+ 2z =0 y el sistema tiene una infinidad de soluciones
dr 4+ 2y +42=0

1
r=1 y=-2, 2=0,asiv= | —2 | es un vector propio de A.
0

Ahora como tenemos un valor propio que se repite, debemos elegir una solucion
diferente a la obtenida en el caso i), esto es, cualquier vector no paralelo a v
y que satisfaga el sistema de ecuaciones es un vector propio de A. Por lo tanto
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xr =0, y=2, z=—1 es otra soluciéon del sistema de ecuaciones, asi v = 2

es un vector propio de A.

i11) calculemos el vector propio asociado al valor propio A\; = 8.

3—8 2 4 x 0
2 0-8 2 y | =10
4 2 3-8 z 0
-5 2 4 T 0
2 -8 2 y | =10
4 2 =5 z 0

-5 +2y+42=0
por consiguiente 2z — 8y + 2z =0 y el sistema tiene una infinidad de soluciones
dr +2y — 5z =0

2
r=2,y=1, z=2,asiv= | 1 | es un vector propio de A.
2

Ademas podemos formar una matriz C' con los vectores propios de A, esto es,

1 0 2 1 5 —2 —4
C=| -2 2 1| yesfacil ver que C7! = 9 4 2 -5,
0 -1 2 2 1 2
por otra parte calculemos:
1 5 =2 —4 3 2 4 1 0 2
C—tAC = 9 4 2 =5 2 0 2 -2 2 1
2 1 2 4 2 3 0o —1 2
1 5 —2 —4 -1 0 16 1 -9 0 O -1 0 0
=3 4 2 =5 2 -2 8|==1 0 -9 0 |= 0 -1 0
2 1 2 0 1 16 0o 0 72 0 0 8
A 000
=10 X 0
0 0 Xs
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5.2. Aplicaciones de valores propios y vectores pro-
pios

B Ejemplo 5.2.1.

Dada la matriz A = { 0 =2 ] calcular A™.

1 3

Solucién:

1) Calculemos los valores propios.

Para ello primero vamos a calcular el polinomio caracteristico, esto es,

p(\) = det(A — ) :‘ 0—X =2

: 3_)\‘:(0—)\)(3—)\)—1(—2)

= A+A+2=X 2 =-32+2 . p\) =X -3\+2

Ahora encontremos las raices del polinomio caracteristico y por consiguiente los
valores propios.

Sip(A) =0, entonces A2 —3A+2=A—-1)(A—2)=0 .. A—=1=0, A—2=0,
por consiguiente A\; = 1 y Ay = 2 son los valores propios de la matriz A.

2) Calculemos los vectores propios.

Para cada valor propio debemos resolver (A — AI)v = 0 donde v = [ z ], por lo
we [0
i) calculemos el vector propio asociado al valor propio A\; = 1.
Al R] e FE]

1 3-1 Yy 0 1 2 Yy 0
y el sistema tiene una infinidad de soluciones

] es un vector propio de A.
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i1) Ahora calculemos el vector propio asociado al valor propio Ay = 2.

e Mt e | M

- —2r —2y = . . e

por consiguiente $$+y g 0 0 y el sistema claramente tiene una infinidad de
soluciones.

-1

1 } es un vector propio de A.

r=—1, yzl,asivz[

Ademés podemos formar una matriz C' con los vectores propios de A, esto es,

- 1
¢= [ . 11 ] y es facil ver que C7" = — l Ll }, por otra parte calculemos

—1 111 2
e 11770 =271 2 —1]1 1 1] 2 -2
T AC = {1 2 1 3 -1 1 112 -1 2
o 1 0 o )\1 0 . 1 _ . _ -1
—[02}—{0 )\2] s, C'AC=D . A=CDC
por consiguiente A" =CDC-t CDC ... CDC™t=(CD"C!

e[ TE A 0 S
JER ER (R R ER PN

[ 2-2¢ 220!
| —1+2" —1420!

_on _ on+1
vV n € N tenemos que A”:[ 2-2 2-2 }

_1_|_2n _1+2n+1

B Ejemplo 5.2.2.

Dada la matriz A = [ ; ;l } calcular A™.
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Solucion:

Se deja como ejercicio para el lector, de hecho,

[ - 25— 21y

57 (1) 2(5") + (=1)"




Lista de simbolos

por lo tanto

para todo

existe

pertenece

tal que

perpendicular

paralelo

diferente

magnitud

conjunto de nimeros naturales
conjunto de niimeros enteros

conjunto de niimeros racionales
conjunto de niimeros reales
determinante de A

mxn(R) conjunto de matrices de m renglones y n columnas
a, b conjunto de funciones continuas en [a,b]

Y= WU muw<:;-

ST HONZ

Q
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El presente Problemario de algebra lineal relne una serie
de ejercicios pensados en fortalecer las habilidades de los
estudiantes de ingenieria, durante la aplicacion practica de los
conceptos basicos de este tema matematico.

Los problemas han sido agrupados dentro de los siguientes
apartados: sistemas de ecuaciones lineales, vectores en el plano
y en el espacio, espacios vectoriales, transformaciones lineales
y valores propios y vectores propios.






