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Introduccion

La experiencia del autor como docente de Matemaéticas en la Universidad Auténoma de la
Ciudad de México, lo llevo a detectar una queja constante entre sus alumnos: entiendo la teoria,
pero no sé€ como empezar a resolver los ejercicios.

Pensando en ofrecer a los estudiantes una herramienta de enfoque practico, surge la escritura
de este libro, propuesta que, dentro de su metodologia, omite las demostraciones de las férmulas,
mientras que ilustra el contenido de los teoremas en forma numérica o grafica siempre que es
posible. De esta forma, se prevé que resulte mas tutil al estudiante observar directamente en una
grafica que el teorema del valor medio establece que la integral es un area comprendida entre
dos rectangulos, que tener en algin lugar del cuaderno la demostracién rigurosa por medio de
sumas de Riemann y limites. En cuanto a su abundancia en ejercicios y problemas précticos se
pretende que, cuando el universitario necesite aplicar la integral para calcular cantidades fisicas
en sus cursos correspondientes, tenga familiaridad con el tema y se sienta m&s seguro en su
trabajo.

El primer capitulo presenta brevemente la definicién y las propiedades de la integral. Estas
propiedades no se demuestran, pero se ilustran en lo posible para que el alumno comprenda el
contenido conceptual involucrado.

En el capitulo 2, se explican los métodos de integracién mas cominmente encontrados en los
tratados de Calculo, métodos que se abordan de forma directa para que el estudiante proceda de
inmediato a su aplicacién. No se incluye en el mismo capitulo lo referente a los limites de sumas,
ya distraeria del tema principal; sin embargo, la informacién se encuentra en un apartado al
final del libro.

El capitulo 3, sin embargo, presenta métodos que usualmente no se encuentran en la biblio-
grafia tradicional, por lo cual tampoco es comiin que se expongan en los cursos habituales. Esto
hizo que se les dedicara un capitulo especial, mismo puede considerarse optativo por aquellos
estudiantes que asi lo consideren.

El capitulo 4 relaciona los contenidos tedricos con la practica profesional. En él se incluyen
problemas reales y ejercicios de aplicacion, con un enfoque interdisciplinario hacia otras asig-
naturas de la Ingenieria. Con esto se pretende que el estudiante encuentre un sentido practico
en la informacion y su aprendizaje le sea significativo.

v



VI Introduccidn

Finalmente, el capitulo 5 expone una introduccion a las series, las que seran ttiles al estu-
diante en cursos posteriores para integrar ecuaciones diferenciales.

El autor desea agradecer a aquellos estudiantes y profesores que leyeron versiones anteriores,
con lo que ayudaron a localizar inconsistencias en el texto y los ejercicios, ademas de haber
hecho sugerencias interesantes y muy tutiles. En particular se agradece a Fernando Martinez,
Rafael Torres y Arturo Criollo (UAM-I). Sin embargo, las erratas que atn persistan, seran
la absoluta responsabilidad del autor y se agradecera a los lectores que se sirvan senalarlas,
asl como proporcionar sus sugerencias y aportaciones. Para ello pueden contactar al autor a
través de la direccién electrénica fausto.cervantes@uacm.edu.mx , y/o en el cubiculo E-256
del Plantel San Lorenzo Tezonco.

Muchas personas ayudaron a que este libro llegara a ser publicado después de un largo
camino. En especial se agradece a Ana Beatriz Alonso por todo el apoyo editorial brindado.

Se espera que este material sea til a todos los lectores; pero sobre todo a los estudiantes de
Ingenieria de la UACM, ya que fue en ellos en quienes, en primer lugar, se penso al escribirlo.

Nada humano me es ajeno

Fausto Cervantes Ortiz
San Lorenzo Tezonco, D. F.
Febrero de 2008
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Capitulo 1

La integral

Cuando calculamos areas de figuras cuyos lados no son rectos, no resulta tan facil como
simplemente dividir en triangulos o rectangulos y aplicar las férmulas conocidas. Esto es lo
que nos lleva a la definicién de integral, por lo tanto, veremos la forma de calcular areas por
medio de rectangulos y después se definira la integral, para posteriormente enfocarnos a las
aplicaciones de la misma.

1.1. Aproximacién de areas por medio de rectangulos

y
y =fx)
/\
X
a=x x X X xn=b

Figura 1.1: Area bajo una curva

Para aproximar el area bajo una curva por medio de rectangulos, primero se divide el
intervalo [a,b] en n subintervalos definidos por los valores zo = a, x1, x9, x3, ... , T, = b,
los cuales nos daréan las bases de los rectangulos, mientras que los valores de la funciéon en



1 La integral

los extremos nos daran las alturas. A esta subdivisién se le llama particion. En la figura
1.1 se muestra la particion efectuada para calcular el drea bajo una curva. La particién no
necesariamente debe ser con subintervalos iguales, aunque frecuentemente esto simplifica los
calculos.

Si calculamos el area para algin rectangulo, digamos el niimero k, tomando como altura el
valor de la funcién en el extremo inferior del subintervalo obtendremos

A, = (iUk - xkfl)f(xkfﬂ = f(xkfl)A-%k-

A la cantidad Az se le llama a veces incremento de x. Con esto, el area total de los
rectangulos sera

A= flap1)Axy.
k=1

También podemos calcular el area de cada rectangulo tomando como altura el valor de
la funcién en el extremo superior del subintervalo. Con esto se tendria para el area de cada
rectangulo

A = (xk - xk—l)f($k) = f(ﬂfk)Al"k-

Y para el area total:

k=1

A estas areas asi obtenidas, A; y A, les llamaremos area inferior y darea superior respectiva-
mente. Cualquiera de estas dos areas se aproximara cada vez mas al area real A en la medida
en que se haga mas fina la particién, lo cual se logra al hacer cada vez més grande el niimero
de subintervalos, dado por n. Entonces el area real sera

= lim Zf zr_1)Azp = 1lim Zf(xk)A:ck

|Aa:m|—>0 |Axm|—>0 —
= lim Zf(xk,l YAz, = lim Zf x) Az, (1.1)

n—oo n—o0o

suponiendoque estos limites existan. En general, si la funcién es continua en el intervalo |a, b],
existiran los limites.

A la cantidad |Ax,,| se le llama norma de la particién y es el subintervalo més grande en la
misma. Por supuesto que, si los subintervalos son iguales, Ax,, = Axy, que es como se maneja
a continuacion.

Asi pues, para calcular el drea bajo una curva primero calculamos Az = (b —a)/n y
evaluamos la funcién f(xy) sustituyendo x por a + kAxy. Después sustituimos en la férmula
(1.1) y calculamos el limite. Para esto usaremos los valores de los siguientes limites



1.1 Aproximacion de areas por medio de rectangulos

n
, k2 1
1m E — = =
n—00 n3 3’

k=1

n
TOILEE
im — =
n—oo ’[’L4 47

k=1

y en general,

Para mas detalles sobre el calculo de estos valores, véase el apéndice ntimero 1.

Ejemplo

Hallar el drea bajo la curvay = 22 entre a = —1y b= 2.
Solucién

De la férmula (1.1), encontramos que

n n 3k 2 3
= 1Ii = 1Ii 14+ — - =
A= lin > flaiay f;oZ( +n) ()

n

n n 2

) 1 R | ) k
:373220;15 —187}Lf20;kﬁ+27iﬂ&;$ =

—3-18/2427/3=3.

Entonces el drea mide 3 unidades cuadradas.



1 La integral

Ejercicios

Encontrar las dreas de las funciones dadas, en el intervalo especificado.

1. f(z)=3z, [0,2] R: 6
2. f(x) =4z, |[0,3] R: 18
3. f(x)=ma, [a,b] R: 2(b* — a?)
4. f(z)=2*-5x+6, [0,6] R: 18
5. f(z)=1+22, [0,6] R: 78
6 f(x):pa: +qr+r, [ab] R: 5(b® —a®) + 4(b* —a®) + (b —a)
7. f(x)= [0,1] R: 5/4
8 f(x):x +qm2+m'+s [0, 6] R: 324 + 72¢ + 18r + 6s
9. f(z)=(2z—-1)3 10,1] R: 0
10.  f(z) = (az +b)3, [0,1] R: L[(a+b)* — b7

1.2. Definicion y propiedades de la integral

Se define la integral de la funcién f(z) entre los limites a y b con la férmula utilizada para
calcular el area bajo la curva f(z) y se representa como

b n—1 n
/ f(x) dz = TLILIEOZf(xk)Axk = T}LngOZf(xk)Axk (1.3)
‘ k=0 k=1

Aqui se da por hecho que los limites existen y son iguales. Si las funciones no son continuas
en [a, b, esto podria no ser cierto para algunos casos. En tal caso se dice que la funcién no es
integrable.

Notese que esto permite que la integral tenga valores negativos, ya que las coordenadas
y sus diferencias, o los valores de la funcién pueden ser negativos. El simbolo [ se llama
integral, la funcién f(x) se conoce como integrando, las constantes a y b se llaman limites
de integracion. El término dx es la diferencial de x, que nos indica cudl es la variable de
integracién y mostrara su importancia posteriormente, sobre todo al estudiar algunos métodos
de integracion.

Definida en esta forma, es facil ver que la integral posee las siguientes propiedades:

1. Todo factor constante se puede sacar fuera del signo de la integral:

/abcf(x) drx = c/abf(m) dx

2. La integral de una suma (o resta) de funciones es la suma (o resta) de las integrales de
cada funciéon por separado:

[ @ o) w= [ s s [



1.2 Definicién y propiedades de la integral

Figura 1.2: Comparacién de integrales

3. Al cambiar de orden los limites de integracién, cambiard el signo de la integral:

[ rww=- 1w

4. Dados tres nimeros a, by ¢, se cumple que:

/abf(x) dx:/:f(x) dx+/cbf(x) da

5. Sien el intervalo [a, b] las funciones f(z) y g(x) cumplen que f(x) < g(z), entonces:

/abf(rv) d < /abg@s) da

Esto se ve claramente en la figura 1.2: el drea bajo la curva f(z) es menor que el area
bajo la curva g(z).

6. Sim y M son los valores minimo y méximo absolutos de f(z) en [a, b], entonces:

m(b—a) g/ f(z) de < M(b—a)



1 La integral

Figura 1.3: Comparacién de areas
Esto se ilustra en la figura 1.3, donde se ve que el valor del drea bajo la curva f(z)
estd entre los valores de las areas de los rectangulos de alturas m y M, respectivamente.

(Teorema del valor medio) Si a < b, y m y M son los valores minimo y méximo
absolutos de f(x) (siendo esta funcién continua), para algin nimero £ entre a y b se
cumple que

= | 1@ de == 1o, (14

con m < < M o mas claramente:

b
/ £(6) de = F()(b— a),

con a < x < b. Lo que este teorema establece es que el area bajo la curva es igual al
area de un rectangulo con la misma base y que tiene como altura el valor f(), nimero
comprendido forzosamente en el recorrido. Esto se ilustra en la figura 1.4.

Ejemplo

Calcular la integral

3
/ (322 4+ 22 +5) dx

—2



1.2 Definicién y propiedades de la integral

Figura 1.4: llustracién del teorema del valor medio

Solucién

De la férmula 1.3, encontramos que:

-1

3 n
/ (32% + 22 +5) de = lim Zf(xk)Axk,
n—oo =1

donde z, = —1 + 47"' y Az = %. Entonces se tiene que

3
/ (322 + 22 +5) do =

-1

" 4k\ 2 4k
- 1i § S a2
nl)n;o |f’>< 1+n) +2( 1+n>+5
k=1
n

16k  48k27 4
= 1/ 6—— — =
:{;Z[ P ]n

n n

1 k mk2
=24 lfm Y — —64 lim Zﬁjulgg lfim ZEZ
n—0oo n n—oo n—oo
k=1

k=1 k=1
64 192
=24 - — 4+ — =56.
2 + 3

La integral vale 56 unidades.
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Ejercicios

Calcular las siguientes integrales usando la definicién de integral (ecuacién 1.3).

1. f02 3z dx R: 6
2. fOS 4z dx R: 18
3. fb mzx dx R: Z(b* — a?)
4. fo (22 — 52+ 6) dz R: 18
5. fo (1+2?) dz R: 78
6. f:(px +qr+7) dz R: (b —a®) + 4(b* —a®) +r(b—a)
7. fo (23 +1) dz R: 5/4
8. foﬁ(m +qr? +rx +8) do R: 324 + 72q + 187 + 6s
9. [i(2z—1)*d R: 0
10. [ (az +b)® d R: & [(a+b)* - bY]

1.3. La integral como una funcidn

Si en una integral uno de los limites de integracién (sin pérdida de generalidad podemos
suponer que es el limite superior) no es constante, sino que varia, la integral se vuelve funcién
de ese limite.

Derivacion de una integral que es funcion de uno de los limites de integracion

Sea:
_ / F(t) dt. (15)

La funcién F'(z) es funcién de x dado que el limite superior varia. Para derivarla, podemos
hacer lo siguiente (supongamos que F'(z) es continua en [a, b))

Flz+ Az) :/m+ 0 dt:/rf(t) dt+/m+ ") dt, (1.6)

entonces

AF(2) = F(o + Az) — F(z) = /%+ ") dt. (1.7)

Por el teorema del valor medio se cumple que

AF(x) = f(§(x + Az) —z] = f( ) Ax, &€ [z,x+ Ax] (1.8)

Entonces, dividiendo entre Ax




1.3 La integral como una funcién

y calculando el limite cuando Az — 0

AF@) o A F&) = f(a). (1.10)

dx Az—0 Ax Az—0

Esto se puede generalizar al caso en que el limite superior es funcién de z, digamos g(x),
considerando ahora G(z) como una composicién de F(z) con g(x)

9(z)
Glz) = / £(t) dt. (1.11)

Entonces, de la regla de la cadena tenemos que

(1.12)

Ejemplo

Derivar la funcién

f@:):/lr L

4 + 3t2
Solucién
ﬁ 11—
de 4+ 322’
Ejemplo

Derivar la funcién

1+
f(:z:)/+ 2 dt

—2senzx

Solucién

La integral dada se puede expresar como

1+z a 1+
/ 2 dt :/ t? dt+/ 2 dt,
—2senz —2senx a

El segundo miembro de la anterior igualdad se puede reescribir como

—2senzx 1++/z
— / t2 dt + / t? dt,

con a constante.
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lo que nos permite evaluar cada término usando la ecuaciéon 1.12 como sigue

(—2 senac)) = 2cosx(4sen’ z) = 8senx cos? ,

() (2

T

((1+\f))< (1 +\/—)):—\/—(1+2\/_+x) L\F £

Finalmente tenemos que

df vz

— = 8sen x cos? x+—+1—|——

dx 2\/x

Ejercicios
Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones:
1. Flz)= [/ V1I—t>dt R: V1 — 22
2. F(x)=[IVI— dt R: —V1— 22
3. Fla)=f7 R: 1/
4. F(z) =[5 1+1t2 dt R 1+1x2
5. F(x)= [P /(T + 1) dt R: 2¢/(1 — 22)°
Y 1 2z
6. F(z)= [ i ¢ R A=
T Fe)= [y, ¢ dt R:
0
8. F(x) fﬁﬁ_t dt R 4\/¥1+2x
9 f V12 dt R: (fitde —  /Llte
14z z2
0. Fa)= 77 1, R: e

1.4. Teorema fundamental del calculo

Sea f(z) continua en [a,b], y sea F(z) tal que dF(x)/dx = f(x). Entonces también se
cumple que

xT

Fx)+C= | f(t)dt. (1.13)

Haciendo x = a, vemos que

Fla)+C= [ ft)dt=o0, (1.14)



1.4 Teorema fundamental del calculo 11

o sea que C'= —F'(a), por lo tanto

F@ﬂ—f%@zz/mf@)ﬁ. (1.15)

Si ahora hacemos z = b

b
ﬂw—ﬂ@:/f@ﬁ. (1.16)

Lo anterior nos permite calcular cualquier integral hallando una funcion cuya derivada sea
el integrando, y después evaluamos en a y b. A la funcién F(z) se le llama antiderivada o
primitiva de f(x). Con esto, el problema de hallar la integral de una funcién se reduce al de
encontrar la antiderivada y evaluarla en los limites de integracion.

Ejemplo
Calcular la integral

5
/ (52t — 423 +32% — 22+ 1) dx

-2
Solucién

Sabemos que la funcién f(z) = 5z* — 423 + 32% — 22 + 1 es derivada de la funcién F(z) =
2% — 2 + 23 — 2% 4 x, por lo cual, la integral buscada es

5
/ (52* — 423 4+ 322 — 20 + 1) dov = F(5) — F(-2) =
—2

=[(5)° = (5)" +(5)° = (5)* + (5)] = [(=2)” = (=2)* + (=2)° = (=2)* + (~2)] = 2767.

Ejercicios
Calcular las siguientes integrales usando el teorema fundamental del calculo
L [23z do R: 6
2. [z do R: 18
3. fab ma dz R: Z(b* — a?)
4. fOG x? — br + 6) dx R: 18
5. fOG(l + a? R: 78
6. [ (pa? +qw+r) dz R: B(b? — a®) + £(b* — a®) + (b —a)
T fy@® 1) da R: 5/4
8. [o(@®+ gz +ra+s) do R: 324 4 72 + 18r + 65
9. f01(2x —-1)3d R: 0
10. [, (ax +b)® d R: L [(a+b)* — b
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1.5. Integraciéon de funciones pares e impares

Cuando tenemos una funcién par, debido a la simetria de la curva en su representacion
geométrica, encontramos que el area encerrada entre puntos separados simétricamente respecto
al origen, es el doble del area de cero al punto positivo. Esto es, si tenemos la integral

/a f(z) dz, a>0, (1.17)

podemos sustituirla por

2/0a f(z) dx. (1.18)

Esto puede resultar ventajoso al calcular integrales de funciones para las cuales F'(0) = 0,
siendo F'(z) la primitiva de f(x).

Para una funcién impar sucede algo diferente. Notemos que si f(z) < 0, la integral tiene
valores negativos. Entonces si tenemos

/a f(z) dz, a>0, (1.19)

la integral nos da cero, puesto que la parte negativa anula a la parte positiva. Por otra parte,
esto nos garantiza que la integral

’ flx)ydz, a>0, b>0, (1.20)
se puede reemplazar por la integrz;i
b
/ f(z) dx, (1.21)
ya que la otra parte se anula. ’
Ejemplo

Calcular la integral

Solucién

Observemos que esta funcién es impar, por lo que se puede sustituir por la integral

3
/ 23 dz,
2

cuyo valor es
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Ejemplo
Calcular la integral
3
/ (z* — 2%) dx
-3
Solucién
Observemos que esta funcién es par, por lo que se puede sustituir por
3
2/ (z* — 2?%) dx,
0
cuyo valor es
3 54810 3% 3% 396
/(w4—x2)dx[x——x—} =——-—==—
9 3], 3
Ejercicios
Encontrar las siguientes integrales
1. f_63(1 + 2?) dx R: 90
2. [°, (2 —32) da R: 120
3. f_33(4x2 — 22%) dx R: — 82
4. [*(203 +aP) da R: 810
5. [2,(372% — 1152%) da R: 0
6. f_ﬁﬁ(x4+x2+5) dx R: 16572
7. J7, (112 + 1523) da R: 32901
8. f32(6x7 + 42%) dx R: 0
9. [l.(3z" —8aP) du R: -3460164936
10. ff8<4$8 + 322%) dy R: 922337643?319668736




14 1 La integral

1.6. Integrales impropias

Cuando en una integral alguno de los limites (0 ambos) es 00, se le llama integral impropia.
Para calcular esta clase de integrales se hace

/OO f(x) dz = blim bf(x) dz, (1.22)
b b
/ f(x) de = aEr_noo f(x) dz, (1.23)

a——00,b—00

/_Zf(x)da:: lim /abf(x)dx. (1.04)

Si no existe el limite, se dice que la integral diverge.

Ejemplo

Calcular la integral

/ e *dzx
0

Solucién

Sabemos que la funcién f(z) = e~* es derivada de la funcién F(x) = —e~*, por lo cual, la integral
buscada es

9] b
/ e dr=1lim [ e *dr= lim [—671]2 = lim (—e " +1) = 1.
0

b—oo J b—oo b—oo

Existen integrales que son impropias debido a la presencia de alguna discontinuidad esencial
en el intervalo de integraciéon. Estas integrales se calculan dependiendo de cada caso.
Si la funcién es discontinua en el limite superior

b c
/ f(x) dz = lim f(x) dz. (1.25)

c—b—

Si es discontinua en el limite inferior

/abf(x) dr = lim /Caf(@ dz. (1.26)

c—at

Si es discontinua en algin punto a < xg < b, se hace

/abf<lf) dx:/:(’f(x) dx+/xjf(x) dz, (1.27)

y a estas dos integrales se les aplican las formulas anteriores.
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Ejemplo
Calcular la integral
1
1
1z
Solucién
El integrando tiene una discontinuidad esencial en x = 0, por lo cual debemos reescribirla como
1
/ —Qdac:/ —Qda:—i—/ —dx—2/ — dx
1 X 1 X
por la propiedad de paridad, y entonces tenemos que evaluar la integral impropia obtenida.
Sabemos que la funcién f(x) = %2 es derivada de la funcién F(z) = fT,l, por lo cual tenemos que
1 1 1
1 1 -1 1 1
/ dx—2hm</—2dx)—[h'm—} ——h'm[———}—oo,
1 Z v—0 \Jp, b—1 T ], b—1]b 1
esto es, la integral diverge.
Obsérvese que si no se hubiera separado en dos la integral, sino que se hubieran sustituido di-
rectamente los limites de integracién en la funcién F(x) = —%, se hubiera obtenido 0, resultado
erroneo. Por eso es fundamental examinar el dominio de integracién antes de aplicar la férmula
del teorema fundamental del célculo.
Ejercicios
Calcular las integrales impropias dadas
L. floo a:(‘il% R: 3
0 d . 1
2. f—oo ﬁ R 3
3. f +‘i€ R: diverge
4. 7 %/(:if? R: diverge
5. f_ (;—8)2/3 R: diverge
e d 1
6. fl (1{19{2%)2 Rig
8 da .
o 7% R: 6
8. f_ll 43 da R: diverge
9. [T (223 —2+3)da R: diverge
0. 5" 4 R: diverge
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Capitulo 2

Métodos de integracion basicos

Anteriormente aprendimos que para hallar el valor de una integral es suficiente con hallar la
antiderivada y evaluarla en los limites de integracion. Para esto es necesario saber métodos que
nos permitan encontrar la antiderivada de cualquier funcién. No todas las funciones a integrar
tienen antiderivadas, y aun en el caso de que la tengan, puede ser extremadamente dificil
hallar su antiderivada. A continuacion se estudian los métodos méas comunes para encontrar
antiderivadas, llamados métodos de integracion.

En general, puesto que la evaluacién de la primitiva en los limites de integracién no ofrece
dificultades, se excluyen los limites de integracion y se usa la integral en forma indefinida. En
este caso, la integracion se reduce a expresar la antiderivada como funcion de x, esto es

/f(:v) de = F(z)+ C. (2.1)
Esto es 1til porque de este modo si cambian los limites de integracion sélo se debe reevaluar

la primitiva. Por otro lado, cuando se hace algin cambio de variable, es necesario retornar a
la variable original

[ flota

2.1. Cambio de variable

df;@) dr — / f(u) du = G(u) = Glg(x)] = F() + C. (22)

X

Uno de los métodos mas usuales para integrar una funcion es el de cambio de variable, que
consiste en encontrar alguna variable nueva que nos permita simplificar la integral a otra mas
sencilla. Recordemos la regla para derivar una funcién compuesta (regla de la cadena)

(o) = o @) 23

por lo que la integral de la funcién f'[g(z)]¢'(z) es

/ Flo(@))g'(x) dz = flg(x)] + C. (2.4)

La férmula 2.4 nos sirve para integrar funciones en las que aparece el producto de alguna
funciéon por la derivada de alguna subfuncién de la variable independiente. De este modo,
si identificamos en el integrando alguna subfuncién g(z) cuya derivada ¢'(x) aparezca como
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factor, hacemos el cambio de variable u = g(x), con lo que du = ¢'(z)dx y la integral se
convierte en

/ fu) du= f(u) + C = flg(x)] + C. (2.5)
Ejemplo

Encontrar la integral
/23:(x2 +1)% da

Solucién

Si hacemos u = 22+ 1, tenemos que du = 2z dz, que es el factor que tenemos fuera del paréntesis.
Entonces la integral se convierte en
/ u? du,

+C.

que calculamos facilmente como
3
U
3
Regresando a la variable original obtenemos

2 3
/236(:102 +1)? do = w +C.

Ejemplo

Hallar la integral

/sen2 3x cos3x dx.

Solucién

Si hacemos u = sen 3z, tendremos que du = 3 cos3z dx, con lo cual la integral se convierte en

1
/sem2 3xcos3x dxr = 3 /u2 du,

la cual se calcula muy facilmente con la regla de la potencia

1 9 u3
- du=—+C.
3/ U 9+

Regresando a la variable original tenemos que

1
/sen2 3xcos3x dr = 9 sen® 3z + C.
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Ejemplo
Encontrar la integral
/secx dx
Solucién
La primitiva de esta integral no es obvia, pero para motivarla, recordemos que la secante aparece
en las derivadas de la tangente y de la propia secante. Entonces, multiplicando y dividiendo por
sec x + tgx obtenemos
2
/sec:z:dx:/secx secx + tgx dm:/sec ersecxtg:r'
secx +tgx secr +tgx
Sea u = secx + tg x, entonces du = (sec? z + secx tg r) dr. Con esto la integral serd
du
Y =Ilnu=In|secx + tgz| + C.
Ejercicios
Hallar las integrales siguientes usando un cambio de variable adecuado
1. [cos3zx dx R: Lsen3z + C
2. [a®Vad+1dx R: 2(23 4+ 1)3/2 4 C
4 ) 1

| a5z do R~z +C

4. [2x(2*+3)* dz R: {(z2+3)°+C

5. [Va—1dx R: 2(z—1)32+C

6. [z do R: —3In|5 — 3z + C

144z ) 5
7. f\/m x R: 2vV1+ax+222+C
. )

9. f(l*?il?)lgdx R: *T+C
10. [ cos2z da R: Lsen2z + C
11, [ WD gy R: (o 4 o
12, [xsen(2?) dz R: —%cosx +C
13.  [secztgzy/1+secz dx R: 2(1 +secz)®? +C
4. [e*/I+e® da R: 2(1+e®)32 4+ C
15.  [cos*zsenz dx R: =% cos’z 4+ C
16. [ -f= R: In(lnz) + C

17. f\/ctg zcsc? x dx R: %(ctg m)3/2 +C
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18. f%z/r) dx R: —LsenZ +C
19. [ 35 da R: 1In|2? + 22|+ C
20. [sec®ztgx dx R: # +C
21, [a®Vb+ caotT da e
22.  [cosxzcos(senx) dx R: sen(senz) + C
23. [yt da R: 2(z+2)74 -8z +2)%*+C
24. [ graio do R: —gme—gerrs + C
25. [sen®zcosx dx R: isenlz 4+ C
26. [tg?asec’x da R: 1 tgz+C
27, [ da R:In|l+e*|+C

2.2. Cambio de variable en la integral definida

Cuando se hace el cambio de variable u = g(z), tendremos que hacer también un cambio
en los limites de integracion: en lugar del valor de x en a, tomaremos el valor de v cuando
T = a, esto es

g(b)

b 9(b)
/ fa) de = / flwdu=F(u)| = Flu®)] = Flu(a), (2.6)
‘ 9@ 9(a)

donde u(a) y u(b) son los valores de u en a y b de la nueva variable.
Ejemplo

Calcular la integral

1
/ 2x(2* +4)? dx
0
Solucién

Sabemos que la funcién fi(x) = 2z es derivada de la funcién fo(z) = 2% + 4, por lo cual podemos
hacer el cambio de variable v = 22 + 4, con lo que du = 2z dx. De estamanera, si = 0,
u=02+4=4;ysiz=1,u=1%24+4=5. Con todo esto, la integral se transforma en

1 5 31° 3 3
5% 4 61
22(2® +4)% d :/ 2qu= 2| = |2 -] =2
-/0 x(x )* dx 4u u 5], 373 3

Al buscar integrales de funciones pares o impares, es muy importante tener en cuenta las
propiedades mencionadas para este tipo de funciones en el capitulo 1, ya que en ocasiones al
hacer algin cambio de variable para calcular la integral, puede cambiar la paridad y llevar a
resultados erréneos.
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Ejemplo

Calcular la integral

Solucién

Si hacemos, por ejemplo, u = 22, tenemos que du/2+/u = dx, con lo que la integral se convierte
en

1 u
(&
—— du = 0.
/ 2

Evidentemente este resultado es erroneo, puesto que el area bajo la curva dada no es cero, como
se ve en la figura 2.1.

Figura 2.1: Area bajo la curva f(z) = e .
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Ejercicios
Encontrar las siguientes integrales usando cambios de variable.
1. fo Y100 dx
2. fo z(x? —1)% dx
f1 ﬁ dx
4. f? (2%1)
5. f3 e @
6. fl VvV —1dx
7. ff 32 + 24 dx
8. f5/2 z(z? +1)3? dx

2

9 3 2dx
! 0 (z+1)6

10. [ 35z da

2.3. Integracidn por partes

R: ﬁ

R: ﬁ

R: 3[v29 - V3]
R: 22—1

R: —%

R: 13—6
H18VE - V3]

R: 841v29 —800v5
160

1023
R: 2560

R: 1498 — 99T

Este método se utiliza cuando en el integrando hay productos de funciones que no pueden
reducirse a un cambio de variable. Recordemos que para derivar un producto de funciones se

usa la regla
d dv du
fu@ya)) = u g + o

que al integrar nos da

uvz/uvldx—l—/vu'dx,

y como v' dxr = dv y v’ dx = du, tenemos que

uv:/udv+/vdu,
/udv:uv—/vdu.

o, reordenando

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

La férmula 2.10 nos permite cambiar integrales de productos por otras integrales mas faciles
de obtener. Es importante tener cuidado al elegir cudl es la funciéon u y cudl es la funcion v,
ya que si elegimos mal, en lugar de simplificar la integral se puede complicar cada vez mas.

Ejemplo

Encontrar la integral

/JceI dx.
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Solucién

Hagamos u = x y dv = €* dx. Con esto tenemos que du = dx y v = e*. Esto convierte la integral

en la forma siguiente
/:cegC dr = xe” f/ez dx.

La segunda integral nos da e*, con lo cual concluimos que

/xew de =ze® —e"+C=e"(x—1)+ C.

Ejemplo

Calcular la integral

/lnx dx.

Solucién

En este caso nos conviene méas hacer u =Inz y dv = dz. Con esto du = df y v =, y la integral
se convierte en

d
/lnxdx:xlnx—/x—x:a?lna:—x—i—C.

T

Ejemplo

Encontrar la integral

/arc senz dx.

Solucion

dx
1—22

Aqui hacemos u = arcsenz y dv = dz. Con esto se tiene que du = y v = z. Esto hace que

la integral se convierta en

dx
arcsenx dr = rarcsenxr — | T——.
Vv1—2z2

La segunda integral se calcula con el cambio de variable u = 1 — 22, lo cual nos da

/arcsenx dxr = xarcsenx + /1 — 22+ C.
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Cuando se tiene que calcular por partes una integral definida, la férmula a usar es
b b b
/ u dv = [u v] —/ v du. (2.11)
a a a
Ejemplo
Evaluar la integral
x
/ rsenz dx.
0
Solucién
Aqui hacemos u = z y dv = sen zdx. Con esto se tiene que du = dr y v = — cosz. Esto hace que
la integral se convierta en
/ senx dr = —xcosx —|—/ coszx dx.
0 0
0
El primer término de la expresién del segundo miembro nos da cero, mientras que la otra integral
es inmediata y da 1,por lo tanto
z
/ senz dr = 1.
0
Ejercicios
Evaluar las integrales siguientes
1. [zlhzdx R: 12?lnz — 322+ C
2. [ze* dz R:e* (2 -1)+C
3. [xsen 4daxdx R: —fzcosdx + {5 sendz + C
4. fx2 cos 3x dx R: %x2 sen 3z + %.Z‘COS?).I — %sen?)x—i—C
5. [(Inz)* dz R: z(lnz)? —2zlnz + 22+ C
6. [e**sen3w dx R: ef—;(Q sen3z — 3cos3z) + C
7. [asenhz dzx R: xcoshx —senhz 4+ C
8. fol xe % dx R:1-2
9. ffl“—fdx R:%—%ln2
0. ['ny7 de R:4In2 — 2
11. fol/Z arccosw dx R: $(m+6—3V3)
12.  [coszIn(senz) dx R: senz(lnsenx — 1) + C
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13.  [cos(lnz) dx R: Lz(coslnz +senlnz) + C
14. ff r*(Inz)? do R: %(m 2)2 — gé In2+ %
15.  [seny/x dx R: 2(sen/x — \/z cos /1) + C
16. ff:% x3 cos(z?) dx R: 72"'4\/5 — %

2.4. Fracciones parciales

Cuando en una integral hay funciones racionales (o sea, cocientes entre polinomios) y no hay
posibilidad de hacer algin cambio de variable, se puede usar el método de fracciones parciales,
que consiste en descomponer una fraccién en varias mas simples. Esto es como revertir una
suma de fracciones.

Para usar este método, primero hay que asegurarse de que la fraccién involucrada es propia
(esto es, que el grado del numerador sea menor que el del denominador). Si no lo es, se debe
hacer la division correspondiente. Después se debe factorizar totalmente el denominador. Hecho
lo anterior, se distinguiran varios casos.

Factores lineales diferentes FEl integrando se descompondra en la forma

P(z)
(ar2 + by)(agw + by)...(anx +b,)
Ch Csy C,

(2.12)

+ + ...+t
ax+ by asr + by a,T + by,

Factores lineales repetidos El integrando se descompondra en forma similar a la anterior,
pero el factor lineal repetido se expresara como
P(x) Ch Cy Cn

= + + ..+ 2.13
(mz+b)"™  ax+b (a2 4+ b)? (a1 4+ by)™ ( )

Factores cuadraticos irreducibles diferentes El integrando se descompondré en la forma

P(x) B

(@122 4 bz + c1) (922 + box + ¢3)...(an2? + by +¢)
Ciz + Dy Cox + Do Chx+ D, ' (2.14)

a1 2?2 +bix+cp ax? +box + o anx® + byx + ¢,

Factores cuadraticos irreducibles repetidos El integrando se descompondra en forma si-
milar a la anterior, pero el factor repetido se expresard como

P(z)
(@22 + bz +c)™
Cix+ D Cor + D Cnx + Dy,
S et MY it BT ‘ . (2.15)

o>+ bz +c (ax? 4+ bix + cp)? (@122 + byx + )™
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Para encontrar los valores de los coeficientes Cj, D;, se resuelve el sistema lineal que resulta
de igualar los numeradores al efectuar las sumas correspondientes.

Ejemplo
Encontrar la integral

/5x2+20x—|—6
3+ 222 4+ 2

Solucién

Factorizando el denominador tenemos que

522 +20x + 6 _a Co n c1
rz+1)2 oz z+1 (z+1)2

Sumando las fracciones tenemos que

a1 n Cy n c1 _alr+ 12+ cox(z +1) + c3z
r x4+l (x+1)2 x(z +1)2 ’

igualando los numeradores tendremos la ecuacién

c1(x® + 22 + 1) + c2(2® + 2) + c3z = 52* + 20z + 6,
lo que al igualar los coeficientes de cada potencia de x nos da el sistema de ecuaciones

c1+ec2=5, 2c1+ca+e3 =20, ¢ =6,

cuya solucion es

por lo que se tiene que

5024200 +6 6 —1 9

3+ 222+ _x+:13+1+(m+1)2'

Asi pues, el problema se convierte en

5x° 4+ 20x + 6
/xd+2x2+x / dx+/—d +/( 1) dx.

Con los métodos estudiados antes encontramos que

6 -1 9 9
/xdx 6lnz, /x—i—ldm n(z+1), /(m+1)2 de z+1

Asi que finalmente obtenemos

522 + 20z + 6 9
——————— dr=6lnxz -1 1) — — :
/13+2x2+1’ x=6Ilnz —In(z + 1) x+1+C
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Ejemplo
Hallar la integral
/ 223 —4r — 8
———— dx
@ — )@ +4)
Solucién

Factorizando, podemos reescribir la funcién como

23 — 4z — 8 _cl+ c1 +03m+04
vz —1)(x2+4) = x—-1 2244

Sumando las fracciones involucradas tenemos que

ci(z —1)(2? +4) + cow(2? + 4) + (c3z + ca)z(x — 1) _ 223 — 4x — 8
z(x —1)(2? +4) z(x —1)(22 4+ 4)

Igualando los coeficientes de potencias iguales en los numeradores tenemos que

c1+co+c3 =2
—01—03+C4:0

de1 +4eg —cy = —4

de donde obtenemos ¢; = 2, co = —5, ¢3 = 5, ¢4 = 7. Con esto tenemos que la integral se convierte
en las integrales

2x° —4dx — 5r + 7
/m(m—l)(m2+4 / da:+/ /x2+4dx’

lo cual nos da, después de integrar cada una de ellas

223 — 4z — 8 5 .
———— 5 dx =21 —51 —1 —1 2 4 14 t (_) C.
/:c(:z:—l)(g:Q +4) r n n(z )+2 n(z* 4 4) + 14 arctg 5)+

Ejemplo

Determinar la integral

/ 823 4 132
—— dz
(z2 +2)?

Solucién

La descomposicién en este caso es de la forma
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8x3+ 13z Az + B Cx+ D

@2 +2)2  22+2  (22+2)2

Desarrollando en forma andloga a los ejemplos anteriores tenemos que

Az® + Bx? + (2A + O)z + (2B + D) = 82 + 13z,

lo cual nos conducird a los valores

Con esto, y calculando las integrales, tendremos

8x3 + 13z 3
= " dr=4In(z®>+2 _— .
/(x2+2)2 x n(z® + )+2<x2+2)+c

Ejercicios

Encontrar las integrales siguientes

1. fx+1 dx R: iz —z+Injz+ 1|+ C
2. f(m+5)($ 5 @ R: 2Injz + 5| —In|z - 2|+ C
3. f;”z,f; dx R:z—In|z|+2njz - 1|+ C
4 [y &L dr R:2In2+1+C
5. f2 ;’;!J”ﬂc 15) dx R: ZInd
6. fmdx R: L +Ln I+5’+C
(A R: 2Info| +3Injz + 2+ 1+ C
8. fﬁdz R:Infz + 1]+ 25 — ($+2)2+C’
9. fo z2+1 dx R: #
10. f(“ Dy da R:In(z — 1)2 4+ Inv22 + 1 — 3arctge + C
11. f%ﬁzlf)&g’izi dx R: In|z? + 14 LIn(a? +2) — \/_arctg\/——i-C
12, [y de R:%ln|x—1|—%ln(m2+x+1)—%arctg(z‘”—\/gl)+C’
13. ) o2 dr R: il 7
14, [ Ril+im|zt|+c

. V3 z 2(z+1)
15. f (x2+2x+4)2 dx R: _2(m2+12:r+4) - % arc tg (%31) - 3(1:2(+2:r+4) +C
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2.5. Funciones irracionales

Si en una integral intervienen raices de polinomios, puede no ser facil encontrar la integral.
Sin embargo, en muchas ocasiones es posible hacer algin cambio de variable que transforme
la integral dada en una integral racional. Veremos algunos de estos casos enseguida.

Cuando en una integral intervienen potencias fraccionarias de x, se utiliza una sustitucion
del tipo

x:tk,

siendo k el comun denominador de las fracciones involucradas. Esto nos lleva a una integral
racional de las que ya estudiamos anteriormente.

Ejemplo

Evaluar la integral
/ # dx.
vad+1
Solucién

Como los exponentes son las fracciones % y %, cuyo comun denominador es 4, usamos la sustitucién

z=t' = dr=4¢ dt,

con lo cual la integral se transforma en

4 t 3dt=4 a d
. 3 dt = — dt=
/t3+1 /t3+1
2 2
4/ 2 — dt:4/t2dt—4/ dt =
t3+1 t3 4+ 1

4., 4 4
=3 — §1n|t3 +1| = g[:c3/4 —In|z34 1]+ C.

3
mlax +b
/ R| x, dzx,
cr +d
donde R es una funcién racional de las funciones indicadas, esto es, de  y de una raiz de la
forma dada; ademas m es un entero > 2 y las constantes a, b, ¢, y d cumplen que ad — be # 0,

se hace el cambio de variable
fom axr +b
 Nex+d

con lo cual la integral se convierte en una racional.

Para integrales de la forma
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Ejemplo

Encontrar la integral

/ J2x—3 dz
2z + 3 (2z + 3)%°
Solucién

Hagamos el cambio de variable

42z —3 4 2x-3
t=1/ , = tt= :
2x+ 3 2x+ 3

De esta ecuacion despejamos z, lo cual nos da
31+t 3 2
t==—|==(—""+-1),
2 \1—1tt 2\ 1—1t4

12¢3

de donde resulta

Usando esto, nuestra integral se transforma en

1—tH2 1243 1
/t( ) dt:—/t4dt:
36 (1—t4) 3

5
15 1 [ ,)22-3
1? _15< mwﬁ) +C

Ejemplo
Hallar la integral

1
—d
/x—\/x—l—Q o

Solucién

Sea u = v +2, asi que z = u? — 2, con lo cual dr = 2u du. Con esto la integral dada se

transforma en
/ 2udu / 2u du
w?—u—2 ) (u—2)(u+1)

Para calcular esta integral, descompondremos en fracciones parciales de la forma
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2u A L B
(u—2)(u+1) u—-2 wu+1

De lo anterior obtenemos el sistema de ecuaciones

A+B=2 A-2B=0,

cuya solucion es

Entonces la integral anterior se puede sustituir por las integrales

4 du 2 du
- : -9+ 21 1
3/u—2+3/u+1 nju—2/+gnfut1],

que al regresar a la variable original nos da

1

——dx 1 -2 1 1] + C.
R n|\/x+ |+ nvVo+24+ 1+

Existen otras integrales irracionales que se calculan transformandolas en integrales trigonométri-
cas. Esto se estudiara mas adelante.

Ejercicios

Hallar las integrales siguientes

L[ i e R: 5% +1)°° = 3@+ 1)*° 4+ 0

2 [ L de Ri & [Va% —m[Va® +1] + C

3. f\/$_3 Vz dx R: 2174/x9_12_312/_1.13_’_6,

4. frf:lr Ri — = + = + 2z - 24n( ¥z + 1)+ C

5. f\/%:t_z i_g R: ln‘ivl_j% W71/1+z‘7—v1m’7m2+0
—Z 4z Vitz—/1—2x

6. f\/ﬁd? R: 2arctg 1+»L+ln\/1-+s-_dn+\/ﬁ+c

T [ da R 14 [ WE - 393+ 3 Vet - W + LV + 0

8 [y e R: /13 +C

9. f 39:+2 dx R: —T7x—6 + 11 ln<x———|— —%JJ—Q)—FC
Va+1 rz+1-—1

10. [¥5E do R: 2\/x+1+1n‘\/_vzil+1’+c

11. fm 1+ Idl‘ R /71 22 +C
CL\A/3

12, [ {5 0t R: -3 (h—L) +C
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B [ e R: 497 — 12 /7 + 12arctg ¥/F + C
24+ Yz ' 5
14. f1+f+f+f dzx R: 342 + 4T — 6T + 69T~

4ln(ﬁ+ )+ 2In(¢z+ 1)+ 3arctg Yz + C

2.6. Integrales trigonométricas

Cuando hay productos de las funciones trigonométricas, generalmente es posible calcularlas
si las clasificamos en productos de senos y cosenos, y productos de tangentes y secantes. En
caso de que intervengan otras funciones, se deberd hacer uso de las identidades trigonométricas
pertinentes.

Potencias de senos y cosenos

Si la integral es de la forma

/ sen™ z cos" x dz, (2.16)
observamos el grado de m y n y procedemos segin los siguientes casos

1. m impar y positiva: Transformamos todas las potencias de senos a cosenos (usando la
identidad cos? z+sen? z = 1), excepto un seno y hacemos el cambio de variable u = cos z.

2. n impar y positiva: Transformamos todas las potencias de cosenos a senos (usando la
misma identidad), excepto un coseno y hacemos el cambio de variable u = sen x.

3. ny m pares y positivas: Transformamos usando las identidades

9 1 — cos2z 9 1 + cos2z
sen x:f, CoS ‘CE:#

Ejemplo

Calcular la integral

/ sen? z: cos* z dz.

Solucién

Como ambas potencias de senx y cosx son pares, usamos las identidades del dngulo doble, con

lo cual tendremos
/ 1 — cos2x 1+ cos2x 2 do —
2 2 N

1
= g/(l —cos2z)(1 + 2 cos 2z + cos? 2x) dox =
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1
= g/(l+2COS2I+COSQI7C0821‘72COS22I7COS32I) dx =

1
:g [/dx—l—/cost dac—/cosQQx dm—/cos32x dx]

Resolvamos cada una de estas integrales
/ de =x

1
/cost dx = 3 sen 2x

1+ cos4x r sendx
/ cos® 2x dx > dxr 5 + 3

/0053 2z dx = /cos 22(1 — sen® 22) dx

haciendo u = sen 2z, tenemos que du = 2 cos 2z dx, con lo que se convierte en

1 1 ud 1 sen’® 22
— 1— 2 = — _ — = — S 2 — .
2/( u”) du 2<u 3) z(benx 3 )

Finalmente, sumando todo lo anterior tenemos que

/sen2 zcostz dr =

1 1 4 1 39
=3 [m+§sen2x—£—w——(sen2m—sen x)] +C.

Ejemplo

Encontrar la integral

3
cos® T
dx.
Vsenw
Solucién

Como tenemos una potencia impar en el término con cos z, transformamos la integral original en

T,

/ (1 —sen?x) cos d
Vsenx

y con el cambio de variable u = sen z, du = cosx dz se transforma en

1—u? du 2
— — du= | —= — [ *? du = 2u"/? — Zy5/?
Vi NGO / 5 7

lo que equivale a

cos®

\/senx

2
dr = \/senz — 3\/sen5m +C.
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Potencias de tangentes y secantes

Si la integral es de la forma

/secmxtg”x dz, (2.17)

procedemos de acuerdo al grado de m y n, segin los siguientes casos

1. m par y positiva: Transformamos todas las potencias de secantes a tangentes (usando la
identidad sec? x = 1 + tg%z), conservando sélo un factor de sec? z, y hacemos el cambio
de variable u = tgx.

2. n impar y positiva: Transformamos todas las potencias de tangentes a secantes (usando
la misma identidad), conservando un factor secxtgx, y hacemos el cambio de variable
U = Sec .

3. Sisélo hay potencias de tg x vy la potencia es par, convertir a sec? z — 1 una tg? x y hacer
u=tgx.

4. Si sélo hay secantes y la potencia es impar y positiva, integrar por partes.

5. Sino se puede hallar con las cuatro anteriores, convertir a senos y cosenos.

Ejemplo

Hallar la integral

/ sect 3z tg3 3z du.

Solucion

Cambiando un término de sec? 3z por 1 + tg? 3z, tendremos la integral
/5602 z(1 +tg? 3z) tg® 3z do = /8602 3xtg® 3x dx + /sec2 3ztg® 3z dr,

que, con el cambio de variable u = tg 3z, du = 3sec? 3z dx se transforma en

du du ut u® ] ]
. — = — 4+ —=—tg"3 — 3 C.
/u _|_/u + g*3x + tg® 3z +
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Ejemplo

Encontrar la integral

/ tgd
dx.
v/secx

Solucién

Usando la identidad sugerida, transformamos la integral en la siguiente

/(sec%:—l)tgx

_— dl‘:
Vsecx

:/secl/2xsecxtgx dw—/secfia/za?secxtgx dx =

/secs/thgx dxf/secfl/zxtgx dr =

2
:/u1/2 du—/u_3/2 du = §u3/2+2u_1/2:

2 2
= —V/sec3 C.
3 sect T + secx +

Ejemplo
Calcular la integral
/ tg® x dx
Solucién
Como sélo hay potencia par de tangente, transformamos en

/tg4 z(sec?x — 1) dr = /tg4 rsec’ z dr — /tg4 T dx.

La primera de estas integrales se resuelve haciendo u = tg z, du = sec® z dz, lo que da

5 5
t
/tg4xsec2xdx:/u4 du:%: gsx.

La otra integral se reescribe como

/tg%c(seczx—l) d:c:/thxsech dx—/thm dr =
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:/tg2xscc2x dx—/sec21: d:v—/ dx.

Calculando estas integrales con los métodos dados, finalmente obtenemos

tgd t
/tg6a:dx: 8 18 x—&-tgm—x—i—C.

Ejemplo
Hallar la integral

/ sec® z dx
Solucién

Como aqui sé6lo se tiene potencia impar de secz, integramos por partes. Como la potencia de
secantes cuya integral conocemos es sec? x, elegimos u = secx y dv = sec?z dx, con lo que
du =secxtgx dr y v = tgx. Entonces tendremos que

/sec3x dx:secxtgx—/thxsecx dx.

La ultima integral es de un tipo ya estudiado anteriormente, asi que la resolvemos como sabemos

/tgzxsecx d:c:/(secz:rfl)seca: dx:/secgzc d:cf/secac dx.

Obsérvese que hemos recuperado la integral inicial, a la que designaremos con I. Entonces, jun-
tando las integrales obtenidas a la primer integracién por partes tenemos que

Izsecxtgm—[+/secm dx,

que al despejar I, y recordando la integral de la secante (ejemplos de la seccién 2.1) nos da el
resultado

1 1
I= §sec;ctgac—|— §ln|secx+tgm\ +C.

Ejemplo

Encontrar la integral
sec
tg“x

Solucién
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Esta integral no se puede hallar por los métodos anteriores, por lo cual la tenemos que transformar

en senos y cosenos
1 cos’zx Ccos &
3 dr = 5 dxr
cosx sen? x sen? x

Si ahora hacemos u = sen z, du = cosx dz, asi tendremos que

d_?; _oro o =—cscx + C.
u u senx
Productos de sen mz y cosnx
Si la integral es de la forma
/sen mx cos nx dx, (2.18)
se utilizan las identidades
1
sen acos 3 = E[sen(oz — ) + sen(a + B)] (2.19)
1
cos acos f§ = §[cos(oz — ) 4 cos(a + )] (2.20)
1
sen avsen [ = §[COS(04 — ) — cos(a+ )] (2.21)

a fin de igualar los coeficientes del argumento de las funciones involucradas.

Ejemplo

Encontrar la integral

/ sen Hx cosdx dx

Solucién

Con la identidad indicada tenemos que

1 1
/sen5xcos4x dr = §/senx dx—|—§/sen9x dzx.

Estas integrales se resuelven de inmediato, dando

1 1
/sen5:ccos4x dr = —3 cosx — Ecostc—l—C.
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Ejercicios
Hallar las integrales siguientes

1. [sen®zcos® zdx R: % cos® x — % sen®z 4+ C

11

w/2
2. f sen® z cos® xdx — 381

3mw/4

3. [sen*zcos® zdx R: Lsen®z — Zsen”z + §sen®z+ C
/2 2 s

4. [y sen® 3zdx R: T
5. [costzdx R: %QH— 1sen2z + 25 sendx + C
6. [(1—sen2z)?dx R: 32 4 cos2z — Lsendz + C
7. foﬂ/4 sen? z cos? xdx R: 374
8. fsen3 xy/cos xdr R: [% cos® x — %cosx} yeosz + C
9. [cos®ztg®zdx R: 1cos’z —In|cosz| + C
10, [ 1zsenzgy R: In(1 +senz) +C
11.  [tg®xdz Ritgz —xz+C
12, [seczdx R:tgz+ ttg*z+C
13. foﬂ/4 tg? x sec? zdx R: £
4. [ tg3 x sec xdx R: % sec?z —secx + C
15. foﬂ/g tg® x sec zdx R: 38
16. [ tg® xdx R: L1sec’ z —tgz + In|secz| + C

sec” x .1 2

17. fctgtdm R: 5tg°z +C
18. f://g ctg 2xdx R:V3-12
19. [ctg 2zesct zdx R: —3ctg 3z — Lctg Pu 4+ C
20. [ escadz R: In|cscx —ctg x| + C
21. [ senbzsen2zdx R: § [3sen3z — Lsen7z] + C
22. [ cos Tz cosbrdr R: i sen 2x + i sen12x + C'
23. [ 156‘::% 2 gy R: 1sen2z + C

2.7. Sustitucién trigonométrica

Esta técnica se usa cuando en el integrando hay radicales de la forma /22 + a2, V22 — a2 y/o Va2 — 22.
Aqui lo importante es encontrar una relacién entre los lados y los dngulos de un tridngulo rectangulo, haciendo
uso del teorema de Pitagoras. La figura 2.2 muestra la configuracion de los catetos y la hipotenusa con relacion
al angulo de referencia. Con esto se encuentra cudl es la funcién trigonométrica que sustituye a la raiz, asi como
a las otras variables que aparezcan y a la diferencial de la variable de integracién. El tridngulo en particular
que hay que usar para cada integral se elige en base a los signos que aparezcan dentro de la raiz.
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¢)

Figura 2.2: Configuracién de los tridngulos para la sustitucién trigonométrica

Ejemplo

Hallar la integral
/ dx
SN =y

Solucién

Como aqui se est4 restando el término que contiene a 2, usamos un tridngulo como el de la figura
2.2 ¢), asi que tendremos que

T V9 — 22
senf) = —, cosf =

, ————, dx = 3cosf db,
3 3

con lo cual la integral se sustituye por

/ 3cosf df _1/ 29 4o — 1t 0— 1\/9—.’L‘2+C
32sen20-3cosf  9) OF n QCg 9z '

Ejemplo

Calcular la integral

dx
/ Va2 +1
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Solucién

Como aqui ambos términos que en la raiz estdn sumando, usamos un tridngulo de la forma dada
en la figura 2.2 a), con lo cual tenemos que

1
tgd =2z, sech =+/4x2+1, dx = Esec29 dé.

entonces la integral se convierte en

Lsec?0 do
/72bec 7 zé/secﬂ de.
sec

La estrategia de integracién en este caso es multiplicar y dividir por secf + tg 6, obteniendo

1 0+tgd

- / sec 0 sect +tgt do

2 secl + tg
Para hallar esta tultima integral usamos el cambio de variable u = sec + tg#f, asi que du =
(sec? 0 + secOtg0) df, con lo que la integral se convierte en

1 20 0tg0 1 [d 1 1
_/ S df = - o ~Inu = -In(sect +tg0).
2 secl + tg 2 u 2 2

Regresando a la variable original tendremos que

dx 1
—— = —In(v/422+1+22)+ C.
/\/43:2—1-1 2 ( )

Ejemplo
Hallar la integral

/\/552——4
—— dx.

Solucién
En este caso usamos un tridngulo como el de la figura 2.2 b). Entonces tendremos que:

2 2
senf = —, = x=2cscl, tgh=———, dr= —cschctg 6 db.
T I274

Con lo anterior, la integral se sustituye por

/ gcssiZ(—3 csclctg 0 df) — —3/ctg 29 do.

Sustituyendo ctg 20 por csc? § — 1, la integral se transforma en

—3/c5029d9+3/d9=3ctg9+39.

Regresando a la variable original x tenemos que

Vaz -4 3
/Ldac: $2—9+3arcsen<—)+C.
x x
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Ejercicios
Calcular las integrales siguientes
IS
2. fﬁdl‘ R%($2—18)\/x2_9+0
2
4 a:2\/2157w2 dz Ri = 2255;702 +C
dx L1 24+3—+/3
I Ry n| Y285 4 ¢
6. [V1—4a?dx R: 221 — 422 + § arcsen(2z) 4+ C
7. —ng_‘l dx R: V922 — 4 — 2arcsec (2£) +C
8. f ﬁ dl’ RZ \/% arcsen( ) +C
9. f¢x+—7d$ R: \/1'2*74’0
10. fo 9+3“2 R: In(1++2)+C
11. f02/3x3\/4—9x2 dx R: {3
12, [V2x —2a? dx slarcsen(x — 1) + (x + 1)vV2z — 22| + C
13. [ e da R: iln[3z+1+ V922 + 62 — 8|+ C
O R: & [arctg(e + 1)+ m285] +©
15.  [e*V9—e?* dx R: 1 [ V9 62t+9arcsen( )} +C
16. Treowr s 4o R: —arctg(cosz) + C
17. 111;”2 dx R:arctgz + $In |1+ 2%+ C
18, [ &= dx R: Larctga? + C
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Capitulo 3

Métodos de integracion avanzados e
integracion numérica

En este capitulo se exponen algunos métodos para integrar funciones en los cuales los métodos del capitulo
anterior pueden llevar a cdlculos demasiado largos. Estos métodos en realidad son simplemente sustituciones
especiales o0 extensiones de otros métodos, pero pueden hacer que la integracion sea mucho maés accesible.

3.1. Integracidén tabular

En algunos casos las integrales de productos de polinomios con funciones trascendentes involucran poli-
nomios de grados altos, que conllevan calculos demasiado laboriosos al aplicar la formula de la integral por
partes. En tales casos se utiliza una técnica conocida como integracion tabular, que consiste en derivar las
funciones polinémicas hasta llegar a cero, y a su vez integrar las funciones trascendentes tantas veces como
se derivo la otra funcion. Colocando las derivadas e integrales correspondientes lado a lado en una tabla, re-
alizamos los productos de cada derivada con la integral del siguiente renglén, cambiando alternativamente el
signo de cada producto. La suma de estos productos es el resultado de la integral correspondiente. Este método
funciona bien con funciones exponenciales, hiperbdlicas, senos y cosenos.

Ejemplo
Hallar la integral

/(x3 +2® + o+ 1)e” dr.

Solucién

Elegimos u = 23 + 22+ 2+ 1y v = €7, y realizamos las derivaciones e integraciones indicadas. En
la tabla de la figura 3.1 se muestran los resultados de esto. De lo obtenido en la tabla mencionada
y haciendo los productos de u(x) y sus derivadas con v(z) y sus integrales, encontramos que

/(ac?’—i—xz—i—x—i—l)eg” dr = (2* — 22° + z)e” + C.
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u(x) y sus derivadas V()C) y sus integrales
302 X
x +x +tx+1 e

()
3 2o+l \ *
x +2x K e
2542 *

Figura 3.1: Ejemplo de integracién tabular

3.2. Coeficientes indeterminados

Una forma alterna de calcular integrales de productos de polinomios con funciones exponenciales o de senos
y cosenos es por coeficientes indeterminados. Este método consiste en suponer una solucién consistente en uno
o dos polinomios del mismo grado que el que vamos a integrar multiplicado por la exponencial (un polinomio) o
por seno uno y coseno el otro. Para esto dejaremos los coeficientes de dichos polinomios en forma indeterminada.
Después tomamos la funcién resultante y la derivamos. Como esta funcién y el integrando deben ser iguales,
igualamos los coeficientes de cada potencia, lo que nos dard un sistema de ecuaciones en el mismo ntmero de
incoégnitas que los coeficientes de los polinomios propuestos. Resolviendo este sistema obtendremos los valores

de los coeficientes del polinomio supuesto inicialmente.

Ejemplo

Hallar la integral

Solucién

/(ac‘3 —32% + 22 + 1)e” du.

Supondremos que

/(x?’ —32% + 22 + 1)e” do = (azx® + agx® + arx + ag)e”.

Al derivar la funcién supuesta encontramos que:



3.2 Coeficientes indeterminados

(3azx? + 2a9x + a1)e” + (azz® + agx? + ar1x + ag)e® = (2 — 32% + 22 4+ 1)e” =

= a3x® + (3az + a2)z* + (2a2 + a1)x + (a1 + ag).

Igualando los coeficientes tenemos que

as =1, as+3a3=-3, a1 +2a3=2, ag+a; =1,

y al resolver encontramos que los coeficientes son

az = 1, as = —67 ay = ].47 apg = —13,

con lo que la integral es finalmente

/(:1:3 =32 4+ 22+ 1)e” dz = (2* — 62° + 14z — 13) e” + C.

Ejemplo
Hallar la integral

/(43:3 — 322 4+ 22 — 1)senz dz.

Solucién

Suponemos que

/(4:53 —32% 4+ 22 — 1)senx dr =
= (a3x3 + apx? 4+ ayx + ag) senz + (bgz® + box® + bya + bg) cos .

Derivando en ambos miembros

(423 — 32% 4+ 22 — 1) senx =

= (3a3m2 + 2a9x + a1)senx + (a3x3 + asx® + a1z + ag) cos T+
+(3bsz? + 2092 4 by) cos — (b3x® + box® 4+ byx + by) senx =

= [=bzz® + (3az — bp)2? + (2a2 — by)x + (a1 — bo)] sen 2+
+lazz® + (3az + az)x® + (2by + a1)x + (b1 + ag)] cos .

Al igualar los coeficientes y calcular encontramos que

a3 =0, ay=12, a3 =—-6, ag=—22,

by =—4, by=3, b =22, by=-5

con lo que la integral es finalmente

/(4:103 —32% + 2z — 1)senx do = (42® — 32° — 22z 4+ 5) cosz + (122° — 6z — 22) senz + C.
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Ejercicios
Encontrar las integrales siguientes
1. [2%cos3z da R: 222 sen 3z + 2z cos3z — L sen3z + C
2. [(a® —2x)coszdx R: (z® — 8x)senz — (322 +4) cosz + C
3. [ate’™ dx R:3e2 (L —w4a2?— 223+ Lat) + C
4. [zPedx R: (2% — 322 + 62— 6) + C
5. [22 sendx dx R: (32% — &) sendz + (—%4 + 322 — g)—4> cosdz + C
6. [a*senaxdx R: —cosax (% —12% + 3—?) +C
7. Jy @®coszdx R: —57% + 6072 — 240
8. fol 2% cosh xdx R: 120 — 185cosh 1 + 141senh 1
9. [y absenha da R: 1111 cosh1 — 846 senh 1 — 720
10. [} 2B do R: 40320 — 102601

3.3. Meétodo de Ostrogradski

Si en una integral racional el denominador del integrando tiene raices multiples, es posible hallar la integral
mediante un método desarrollado por matemaético ruso M. V. Ostrogradski, en lugar de descomponer en varias
fracciones parciales.

El método consiste en los siguiente. Notemos que para un integrando de la forma

A
la integral es de la forma
A*
a1’ (3.2)
y para un integrando de la forma
Mz + N (3.3)
(% +pz + )™’ '
la integral es de la forma
M*z + N* / P (3.4)
(22 + pr + ¢)m ! w?+pr+q '

Entonces, si queremos encontrar la integral

Q(x)
/ s . (3.5)

donde Q(z) es un polinomio de grado menor que R(z), otro polinomio, podemos suponer que la integral es de
la forma

/ 8 -

((E _ a)a(m _ b)ﬂ .. (:L-2 +piz+ ql)u . ([L‘2 + poz + (]2)” .
PQ(I) +

(r —a)* (@ —b)f~L - (@2 +pro+ gt (2% + pax + q2) !
P3(CL‘)

+/ (z—a)(x=0b) - (@2 +prx+aq) - (@2 +px+ q2)

da, (3.6)
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siendo P;(x) polinomios de un grado menor que los del denominador. Entonces tenemos que encontrar los
coeficientes de tales polinomios, asi como calcular una integral con raices simples en el denominador que se

resuelve facilmente con los métodos estudiados en el capitulo anterior.

Ejemplo

Encontrar la integral

Solucién

Podemos suponer que la integral es de la forma

1 d asx? + a1z + ag n box? + biz + bo d
T = x.
(23 —1)2 3 —1 3 —1
Derivando ambos miembros de esta igualdad encontramos que
1 (@ = 1) (2022 + a1) — (aga? +a1w+a0)(3x2)+

@17 " (7~ 17

+b21‘2 +b1l‘+bo.
3 —1

Eliminando los denominadores obtenemos la igualdad

(23 — D) (agx + a1) — (agz® + a1z + ag)(32?) + (2% — 1)(baz® + by + by) = 1.

Igualando los coeficientes de potencias de x iguales obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

para los coeficientes

b =0,
—ag + b1 =0,
—2a1 4+ by = 0,
3ag — by = 0,
—2a9 — by =0,

—a1 —ap = 1,
cuya solucién es as =0, a1 = —%, ap=0,b5=0,b1 =0y by = —%.

Sustituyendo los valores encontrados obtenemos

1 . 2 1
- dp=-r _Z d
/(x3—1)2 T3 ) 3/333—1

La dltima integral sdlo tiene raices simples en el denominador, y se calcula con el método de

fracciones parciales, obteniéndose finalmente

2 1
:—7——ln\x—1|+§1n($2+a:+1)+

23 .
3z3-1) 9 9

rctg

X.

2¢+1

V3

+C.
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Ejercicios

Calcular las integrales siguientes

L J(ijf)d dz R: 2(?4?)2 +1n ((7;121)2) +C
2. [ w dx R: x}i_xﬁ;fs +1n (ii;) +C
3. J& ;'fz)l dx R: (i2+t2) + $In(z? +2) — 4\/_ arctg 7=+ C
4. fﬁdw R:—Zl(gcf—71)+§arctgx 2In iJri‘-i—C
5. [ @ 43”22;%””“ dx R: (m731m)2(;21+1) +1In ((i;:f) +arctgz + C
6. f m dzx R: 12 2-{;1%);—33; +1n ((m+1 ) +C
7. fﬁ dx R: —48(1927:_11)3—&—£arctgx+0
8. [ g de Rid(2m|28] - & - o) +C
9. f ﬁ dx R: _9(;1)9 - 4(;1)8 - 7(w£1)7 +C
10. fm#mﬁdx R: -t + 25 — L —arctgz + C

3.4. Sustituciones de Euler

Las sustituciones introducidas por el matematico suizo L. Euler se utilizan para integrales irracionales de

la forma
/R (:U, vVax? + bx + c) dx, (3.7)

donde R es una funcién que contiene sdlo operaciones racionales de la variable dependiente y la raiz dada,
que hagan dificil o no permitan usar sustituciones trigonométricas. Las sustituciones de Euler transforman tal
integral irracional en una integral racional de la nueva variable.

Primera sustitucion de Euler

Cuando en la integral 3.7 se tiene a > 0, se usa la sustitucién

Vaz? +bx +c = ar +t, (3.8)

que elevando al cuadrado y simplificando nos da
br + ¢ = 2v/axt + 12, (3.9
de donde al despejar x en términos de t se obtiene

t?—¢
R 3.10
* b—2y/at (3.10)

Con esto se obtiene también dx como funcién de ¢, con lo que la integral irracional se convierte en una racional.
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Ejemplo
Hallar la integral
/ 1
— dx.
vV +z+4
Solucién
Hagamos
x+t=+vVa%+z+4,

con lo cual, al elevar al cuadrado y simplificar obtenemos
Ax+ 12 =z + 4,

y despejando x tenemos que
4—¢2 —2t2+2t78dt
r=——, dr= .

2t — 1’ (2t —1)2

—2(t? —t +4) B 2t -2 —t+4)
)‘““2/fﬁ—t+@@t_n2ﬁ_

: (
4—12 _ 2
/t+2tt1 (2t —1)
2 1
— | —— dt=— dt =
2 — 1 /t%

1
\/$2+x+4x§’+0.

Las anteriores transformaciones nos permiten sustituir en la integral original como

= —In tl‘hl
2

Segunda sustitucion de Euler
Si en la integral 3.7 ¢ > 0, usamos la sustitucion
(3.11)

Vazr? +bx +c =zt + e,
(3.12)

lo que al elevar al cuadrado y reducir nos da
az? + bz = 22t + 22t /e,
(3.13)

y despejando x obtenemos
2\/ct — b
r=——" .
a—t2

De las expresiones anteriores se puede convertir la integral en = en una integral en ¢ que es racional.

Ejemplo

Encontrar la integral
/ (1-Vivota) J
x.
21+ x + 22

Solucién
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Hacemos la sustitucion

Vi+tr+az2=at+1,

que elevando al cuadrado y reduciendo nos da
x4 22 = 2% + 2at,
y despejando x obtenemos

2t — 1 22 —t+1)
= — d = = dt.
Tioe YT Ta—e)e

Sustituyendo las expresiones encontradas en la integral inicial obtenemos

=) ]} ra@e— sy a,
/ }[ |

(=) )] O

o reordenando

/ (=262 +1)2(1 - 2)2(1 —t2)2(t> =t + 1) i —
(1—12)2(2t — 1)2(t2 — t + 1)(1 — t2)2 B
t2 1+t

r+V1i+or4a2-1
c—Voe—-Vitao+a®+1

Vitzx+a2-1
-2 +In
T

+C.

Tercera sustitucion de Euler

Si en la integral 3.7 el trinomio tiene como raices reales a o'y 3 (es decir, az? + bx + ¢ = a[r — o][z — 3]),

hacemos la sustitucién
Vax? +bx +c=(z — a)t, (3.14)

que al elevar al cuadrado y reducir nos da
a(z — B) = (z — a)t?, (3.15)

y al despejar « como funcién de t nos da

af — at?
a—t2

De las expresiones anteriores se obtiene una integral racional en ¢.

Ejemplo
Hallar la integral
1
/ SN S »
Va4 3z —4
Solucién

Observemos que 22 + 3z — 4 = (x + 4)(x — 1). Hagamos entonces
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@+ @ —1) = (r+4)t,
que al elevar al cuadrado y simplificar nos da
r—1=(r+4)?
donde despejando x obtenemos
1+ 442 10t
= — — o T——F57C dt.
12 W (1—12)
Al sustituir en la integral original obtenemos
10t
a2 10¢(1 — ¢2 2
|:11J:4tt22+4:|t (1 —1¢2)2-5t 1—1¢
T 1+ LO— vVr+4 +\/m— LC
1—t Vr+4d—z—
Ejercicios
Hallar las integrales siguientes
1 L1 VrZoa+3-v3 | 1
1 . 1 Vofz—x24+2 1
2. f V241 —2x2 dx R: —ﬁ In ‘7‘1, + m’ 4+ C
3. fm/ﬁdx R:Qarcsen<\/—)—|—0
4. [MEEZ gy R: V2% + 2z + In|z + 1+ V% + 22| + C
1 )
Ry e R: Zimm 0
6. [V2z—a?dx R: 1 [(z — 1)V2z — 2% + arcsen(z — 1)] + C
T [ g da R:“Q—Z—I—%\/xQ— — iz +Va?-1|+C
1 . z+V1+z+z2
8. f (14+2)vV14+z+22 dx R:ln 24+z++v1+z+22 +C
- = S . 1
9. f (2z422)V2x+x2 dx R: V2zx+ax2 +C
1—V14z+2? . 24+ —2vV1+x+a2

Vz2tix .
11, [y gy R: ———2— +Infz + 2+ V22 + dz| + C
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3.5. Binomios diferenciales
Cuando tenemos una integral de la forma
/w”b(az" + b)? du, (3.16)

donde al integrando le llamamos binomio diferencial, generalmente no hay antiderivada; se exceptian los
siguientes casos

1. pes un numero entero,

2. mTH es un numero entero,

3. mEl 4 pes un ndmero entero.
n

Para calcular la integral en estos casos, hacemos la sustitucién
1 1
z=2a", estoes, x=zn, dv = —zn ! dz, (3.17)

la cual convierte la integral en una irracional. La nueva integral se puede convertir en racional con los métodos
descritos en el capitulo 2.

Ejemplo

Hallar la integral
/ —
Va2(1+ V22

Solucién

La integral dada se puede reescribir como

/x’%(l +23)7" da.

Aqui tenemos el caso en que p = —1. Si usamos la sustitucién

[
QU
I\

2 . 3
z=ux3, o bien, z = 22 tenemos que dr = -z

N|

con lo que la integral se transforma en

3 3 1
1 12,12 5, 9 ([ _ L
/z (1+2) 5% d22/21/2(1 3 dz.

Aqui podemos hacer
1
t= 21/2, dt = 5271/2 dz.

De la ultima integral obtenemos

2
g/l—&——ﬂ dt = 3arctgt = 3arctgz'/? = 3arctg ¥z + C.
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Ejercicios

Hallar las integrales siguientes

L[ H = dz R: 2(1+2'/3)3/2 4 C
2

2. fx3(1 +222)73/2 dg R: 5 %‘:;12 +C

3. fx1/3(2+x2/3)1/4 dx R: 103021/‘53716(24_3:2/3)5/4_1_0

6. f ﬁ dx R: (2a:2,;;3\/1+z*2 L
! . _ 24l

7. | wagepe de R: — it + C

2 G
8 | myms do Ri gl | G225 | + Laretg (25) + € (z = VT+7)

0. [YTTPP do R: &(TVE - )1+ &)/ + C

0. ] o e R: ~}oitlsts +

1. [V g R: 243Y0 @Yo | o
12, [al/3(2+ 2?34 da R: 102222169 4 42/3)5/4 4 ¢

13 f ﬁm dl’ R: 72\3/ ($73/4 + 1)2 + C

3.6. Sustitucion universal para integrales trigonométricas

Algunas integrales que involucran funciones trigonométricas no se pueden determinar con los métodos
estudiados antes, y s6lo pueden calcularse mediante conversién en una funcién racional. Esto se logra empleando
la sustitucién

t=tg (g) (3.18)

Con esto, haremos las transformaciones algebraicas necesarias para expresar las funciones senx y cosz en
términos de t. Primero tenemos que

Senx:Qsen‘é—'cos%: 2zen%cos§ _ 2tg§ _ 2t2’ (3.19)
1 sen® 3 +cos®3  1+tg°f 1+t
por otro lado
2z 2 2z 2 2z
Cosxzcos%—sengzcosg—sengzl—tggzl—ﬁ2 (3.20)
1 sen? Z +cos?E  1+tg?E  1+1t%
ademas 5
x =2arctgt, dz= T dt. (3.21)

Con todas las transformaciones anteriores, el problema de encontrar la integral dada se reduce al calculo de una
funcién racional. Esta sustitucion suele llevar a integrales bastante laboriosas, por lo que sélo debe utilizarse
después de haber agotado todas las otras posibilidades.
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Ejemplo
Hallar la integral
/ dz
5—3cosx’
Solucién
Haciendo u = tg(z/2), y de acuerdo con las equivalencias dadas en las ecuaciones 3.19 - 3.21,
tenemos que la integral dada se transforma en
/ 1241% _ / 12+lilé _ / 2du
1—u2 5+5u2—3+4+3u2 2 -
5—31Te e Su® +2
1 du 1 9
=1 —u2+i_§arctg U,
que al regresar a la variable original se transforma en
1 T
—= tg|2tg — C.
Sarctgl2tg 2] +
Ejercicios
Encontrar las integrales siguientes
d L1 tg 52
L. 475:en:v R: Eln 2tg2§71’+c
1z ) 3 z
2. g R: Wgarctg‘ﬁtgg +C
sen : .2
3. 1;65% d.%' R tgg—ﬂ + x4+ C
4. s Rix—tg3 +C
5. [ iR dx R: arctg(2sen®z — 1) +C
1 .1 1,3
6. J trcosay do R: LtgZ + Ltg? 2 4 C
L L1 1 t
8. 1s+ecrl)zs2wz dx R: V2arctg (th;) —x+C
/2 d . 143
9. fﬂ/B 1+senxxfcosx R:In ( 2 )
d L1 14,2
10. 2senac—|g-csen2x R: Zln‘tg (%)| +§tg (%) +C

3.7.

Existen muchas funciones cuya integral no existe en la forma de una antiderivada. Esto lleva a tener que

Integracion numeérica

usar aproximaciones para los casos en que es necesario obtener un valor numérico de la integral en cuestion.
Veremos tres técnicas para aproximar las integrales definidas. En los siguientes ejemplos se calculard una
integral que si existe en forma de antiderivada, a fin de poder comparar la precisién de los métodos dados, pero
en los ejercicios de repaso se propondran algunos en los que la integral no existe como antiderivada.
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Método de los rectangulos

Como vimos en la seccién 1.1, el area bajo una curva se aproxima mediante rectdngulos de base Az; y
altura y; = f(x;)

b
b—a
/ fl@) de~ ——=(yo+y1 +y2+ .+ yn-1), (3.22)
a

o bien
b b—a
/ flz) dem ——=(y1 +y2 + .+ yn), (3.23)

asi que, si no calculamos el limite cuando n — oo pero usamos un numero suficiente de rectangulos, podemos
hallar una aproximacién de la precision necesaria.

Ejemplo

Calcular la integral

Solucién

Tomemos 10 subintervalos iguales de longitud 0.1, con lo cual tendremos para la suma inferior

~2_11+1+1+1+1+ +1
T 10 1 11 12 13 1. 1.5 16 1.7 18 1.9/)°

Aproximando a 4 cifras decimales tendremos

21
/ — dx ~ 0.7188.
1 x

Si ahora tomamos la suma superior tendremos

2
d
/ @ dx =~
1 X
~2_1 1+1+1+1+1+1+1+1+1+1
~ 10 1.1 12 13 14 15 16 17 18 19 2)/)°
En este caso tendremos

21
/ — dx ~ 0.6688.
1 x

La integral dada es
21
/ —dr=In2-Inl=1n2 = 0.6931.
1T

Como vemos, la aproximacién usada es muy burda, por lo que seria recomendable tomar mas
subintervalos, a fin de hacerla mas precisa.
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Método de los trapecios

Si en lugar de usar como figura de aproximacién un rectangulo usamos un trapecio, tendremos una mejor
aproximacion a la integral buscada. En este caso en lugar de las alturas se usaran los valores medios de las

alturas en los puntos extremos de los subintervalos usados, esto es y; = C“’l;m, con lo cual la integral es
aproximadamente
b b—a Yo + Yn
f(z) de = =ty Yyt Yot ) (3.24)
o n 2
Ejemplo

Calcular la integral

Solucién

Nuevamente tomemos 10 subintervalos iguales de longitud 0.1, asi que la integral serd aproxi-
madamente
21
/ —dr =
1 X

N1(%+§ 111 11

1 1 1 1
10\ 2 +ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+m+ﬁ+m+m)-

Aproximando a 4 cifras decimales tendremos

21
/ — dz ~ 0.6938.
1 x

Recordando el valor hallado antes, observamos que este método nos da una aproximacién mucho
mas precisa, ya que coinciden los tres primeros decimales.

Método de las parabolas

El drea bajo una pardbola que pasa por los puntos (;—1,%i—1), (i, ¥i) ¥ (Tit1, Yit1) €S
Az
A = T(yi_l +4y; + yit1), (3.25)

asi que si sumamos sobre un nimero PAR (o sea, n = 2m) de subintervalos obtendremos

b
b—a
/ f(z) dx ~ 6—m[y0 +yom +2(y2 +ya+ o+ yom) 41 Fyz + o+ Yom—1)]- (3.26)

Este método de debe al matematico inglés Thomas Simpson, por lo que la férmula 3.26 también es conocida
como formula de Simpson.
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Ejemplo

Calcular la integral

Solucién

X

— dx.

[
1

Nuevamente tomemos 10 subintervalos iguales de longitud 0.1, asi que la integral serd aproxi-

madamente

Aproximando a 4 cifras decimales tendremos

l dr ~ 0.6931.
T

Aqui observamos que este método nos da una aproximacién aun mas precisa, ya que coinciden

los cuatro decimales.

Ejercicios

10.

ff’ L de,n =12

flu 2% dx,n =10

fol V1—23de,n==6
ff’ s dz,n =4
fllo log,gx dz,n =10
fol ﬁ dx,n =10
fow 2L dw,n =8

ff €82 dx,n =10

fil e~ dr,n =12

foﬂ/2 senz? dx,n = 10

R:

I PRI AF

Aproximar numéricamente las integrales siguientes, tomando el niimero de subintervalos indicado

1.6098 (Simp

R: 3660 (Simp

Simp

Simp

(Simp)
(Simp)
(Simp)
(Simp)
(Simp)
3.1415 (Simp)
(Simp)
(Simp)
(Simp)
(Simp)

Simp
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Capitulo 4

Aplicaciones de la integral

4.1. Areas entre curvas

Como vimos en el capitulo 1, el drea encerrada por una curva dada por f(x) y el eje x se calcula integrando
esta funcién. Claro estd que si en alguna region del intervalo de integracién la funcién estd por debajo del eje
x, el drea encontrada serd negativa, por lo que habra que tomar el valor absoluto del area hallada para esas
regiones. Si tenemos dos curvas, el drea encerrada entre estas curvas se calcula con la integral de la resta de
las funciones, tomando como el minuendo a la funcién mayor y a la menor como el sustraendo. A menudo
sucederd que una funcién en ciertos intervalos sea minuendo mientras que en otros sea sustraendo; en tales
casos sera necesario encontrar los puntos de interseccion, lo cual se logra igualando las ecuaciones de las curvas
involucradas.

Ejemplo

Calcular el area encerrada entre la curva y = 2® — z y la recta y = x/2.

Solucién

Como se ve en la figura 4.1 (regién rayada), el drea buscada esta dada por las integrales siguientes

0 b
373—37 — X X i —IB—JT i
/a[< ) /21d+/0[/2 (2 — )] de,

donde a y b son los otros puntos de interseccién ademés del cero, los cuales se calculan igualando
ambas ecuaciones

3
P -r=2/2, = 2=+ o

Entonces tendremos

AZ/_\/?[(JJ?’_JJ)—x/Z] dx—i—/o [3;/2_(1,3_33)] dng,

2

Si se tiene una region encerrada entre curvas cuya ecuacion estd dada en coordenadas polares, necesitamos
aplicar la férmula siguiente para hallar el area encerrada entre las curvas dadas

02
A= /0 [F(0)]2 do, (4.1)
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y=x3-x y=x/2

Figura 4.1: Area entre dos curvas

donde r = f(0) es la ecuacién que define a la curva en coordenadas polares, mientras que 61 y 62 son los dngulos
inicial y final, respectivamente.

En la practica, es muy importante encontrar correctamente los limites de integracion, ya que las curvas en
coordenadas polares suelen presentar caracteristicas distintas a las curvas dadas en coordenadas cartesianas,
lo cual da lugar a muchas confusiones. Por ello se recomienda siempre graficar la curva a integrar!.

Ejemplo

Encontrar el area encerrada en un pétalo de la flor dada por la ecuacién

r = 3cos36.

Solucién

El area esta dada por la integral

1 (% >
A=— (3cos30)” db.
2 Jo,

Para encontrar los limites de integracién, observamos (ver figura 4.2) que al graficar desde § = 0
hasta § = % se dibuja la mitad del primer pétalo de la flor. Entonces si encontramos el drea de

esta regién y la multiplicamos por dos tendremos el drea buscada.

IPara facilitar la graficacién se recomienda usar el programa Graph, que se puede obtener gratuitamente en
www.padowan.dk
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61

Figura 4.2: Area en coordenadas polares

™ ™

A:/S(Scos39)2 d9:9/6 cos? 30 df =
0 0

51
:9/6 + cos 66 Jo —
0

:g{e_’_sen%]g :g<5+0):3_7r.

6

3

Por lo tanto, el drea total es de = unidades cuadradas.

Ejemplo

Hallar el drea de la regiéon comun a las dos regiones limitadas por las curvas

r(0) = —6cosb y r(d) =2 —2cosé.

Solucién

Las intersecciones se encuentran en los puntos en que las funciones tienen el mismo valor, esto es,
aquellos puntos que cumplen

—6cosf =2 — 2cosb,
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Figura 4.3: Area entre dos curvas en coordenadas polares

que al resolver nos da los angulos 2"7”, con n cualquier nimero entero.

De la gréfica (figura 4.3) podemos ver que la regién que se pide estd limitada por la circunferencia
entre 3y %“, por la cardioide entre 27” y %r, y nuevamente por la circunferencia de 4,?” a ‘%’T Por
la simetria de la figura, sera suficiente con calcular la mitad del area y luego multiplicar por 2,
esto es

A=2

AT

%/3 (—6cos0)? d9—|—%/ (2 — 2cosh)? dO]

que al integrar (dejamos los detalles al lector) nos da 5.

Ejercicios
Hallar las dreas acotadas por las curvas y rectas dadas
1. Elejey,lacurvaxz=8-+2y—9y? ylasrectasy = -1y y = 3. R: 9?2
2. Elejeyy lacurva z = y? — y5. R: 1/12
3. Lascurvasy =senz yy =cosz, y lasrectas z =0y x = 7/4. R:v2-1
4. Lacurvay =2z — 22 y la recta y = —3. R: 32/3
5. Lascurvas y =6z — a2 y y = 22 — 2z. R: %—4
6. Lacurvaz =3y —y?ylarectaz+y=3. R: 4/3
7. Lascurvas y?> =4x y y = 2z — 4. R: 9
8. Lacurvaz =y? ylarectax =y + 2. R: 9/2
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9. Lacurva y? =22 — 2% R: 2
10. Las curvas y = 2% — 622 + 8z y el eje x. R: 8
11. Lacurvay® =z ylarecta y = x. R: 1/12
12. La curva y = sen(wz/2) y la recta y = . R: % -1
13. Las curvas y = sec?, y = tg2z y las rectas z = —7/4, x = 7 /4. R: % -1
14. Lacurvay = 4z — 22 y el eje . R: 33—2
15. La curva z = 10 — 32 y la recta = = 1. R: 9/2
16. Lacurvay =22 —7x+6, el eje x y las rectas =2y © = 6. R: 38
17. Lascurvasy =22 y y = —22 + 4x. R: 4
18. Lascurvasy =a2 —4yy =8 — 222, R: 32
19. Las curvas y = cos(rx/2) y y = 1 — 2% R: 1/6
20. Lascurvasy=¢€e"yy=e¢ * ylasrectasz =0y = = 2. R: zjfé
21. La cardioide r = a(1 + cosf). R: 3%q?
22. El circulo r = 2asen 8. R: a?
23. La lemniscata r? = 2a? cos 26. R: 2a?
24. La curva r = a(2 + cosf). R: &a?
25. El interior del circulo r = 3a cos 6, pero exterior de la cardioide r = a(1 4 cos ). R: ma?
26. Compartida por los circulos r = a y r = 2asen 6. R: [%’T — ?} a®
27. El interior de una hoja del trebol r = cos 26. R: g
28. El interior de la curva r = 4 + 2 cos®. R: 187

4.2. Volumenes de solidos

Si para un sélido conocemos el area de cualquier seccién transversal al cortar con un plano perpendicular
al eje x, su volumen se puede calcular aproximando con prismas que tengan como base el drea perpendicular
que pasa por el plano de corte. Para cada uno de estos prismas (ver figura 4.4) el volumen es V; = A(z;)Ax;.

El volumen total del sélido serd aproximadamente

V =~ En:A((EZ)Al'I

i=1

y cuando n — oo se tendra el volumen exacto

n—oo

n b
V = lim ZA(xi)Azi :/ A(z) dx.
i=1 @

(4.2)

(4.3)
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Jx)

A(xl,)

/_
e

Figura 4.4: Volumen de un sélido

Ejemplo

Hallar el volumen de la piramide cuadrangular cuya base tiene a unidades de lado, y cuya altura

mide h.

Solucién

Para encontrar este volumen, situamos la piramide en un plano cartesiano, de tal forma que la

punta coincida con el origen, y el eje = sea perpendicular a la base (ver figura 4.5). Si tomamos una

seccién transversal de la pirdmide en una x cualquiera entre 0 y h, obtenemos un 4rea cuadrada,
2

cuyos lados miden 2f(z), siendo f(x) la recta y = F-x, con lo que el drea es 4[f(z)]* = $za?,

entonces el volumen estd dado por

h 2 2 21h 2

a a® |z a‘h

‘/ pr— —_— 2d = — —_— :—.
/0 th v h2{3}0 3

El volumen hallado coincide con la férmula conocida de la geometria elemental.

Ejercicios
1. Calcular el volumen del sélido cuya base est4 acotada por las graficasde y =x+ 1y y = 22 — 1, con
las secciones transversales indicadas, perpendiculares al eje x: a) Cuadrados, b) Rectdngulos de altura
. ) 81 9
2. Encontrar el volumen del sélido cuya base estd acotada por el circulo 22 + y2 = 4, con las secciones
transversales indicadas perpendiculares al eje .. a) Cuadrados, b) Tridngulos equildteros, ¢) Semicirculos,

d) Tridngulos equildteros rectangulos. R: a) 13—8, b) %57 ¢) 13—671', d) ?3—2
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A(xj)

Figura 4.5: Volumen de una pirdmide

3. La base de un sélido estd acotada por y = 23, y = 0 y # = 1. Hallar el volimen para cada una
de las secciones con las secciones transversales indicadas (perpendiculares al eje y). a) Cuadrados, b)
Semicirculos, ¢) Tridngulos equildteros, d) Semielipses cuyas alturas son dos veces las longitudes de sus

. 1 V3
bases. R: a) 15, b) 35, ¢) %5 4) 35
Para el caso particular en que el sélido tiene como seccién transversal una circunferencia (sélido de rev-
olucién), se divide al sélido en discos (ver figura 4.6), para los que el drea A(x) estd dada por A(z) = 7[f(x)]?,
por lo cual el volumen es:

b
Venr / (@) da. (4.4)

Cuando el sélido es hueco, obviamente que calculamos el volumen externo y a éste le restamos el volumen
interno.

Ejemplo

Encontrar el volumen que resulta al girar la regién encerrada entre las curvas ¢ = 0, y = 1y
y = /7 alrededor del eje x.

Solucién

El volumen de revolucién es la resta de un cilindro menos un paraboloide de revoluciéon, desde el
origen hasta el punto de interseccién. Para hallar tal punto, igualamos los valores de la ordenada

l=+vz, = z=1

Asi que estéd dado por
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ri=f &

Figura 4.6: Volumen de un sélido de revolucién

Ejercicios
Calcular los volimenes generados cuando las regiones dadas giran alrededor del eje z.
1. z4+y=2,2=0,y=0. R: 87/3
2. y=senz,y=0,0<z <. R: 72/2
3. y=z—22,y=0. R: 7/30
4. y=-3x—2% y=0. R: %71’
5. y=a2—2x, y=0. R: 167/15
6. y=a32=2,y=0. R:%ﬂ'
7. y=2a*,x=1y=0. R: /9
8. y=+/cosz,0<x<7/2,2=0,y=0. Rim
9. y=secx,z=—-7/4,x=7/3,y=0. R: m(1++/3
10 y=a4+1,2=2,y=0. R: 487
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11. z+4+y=2,2=0,y=0. R: 87/3
12. y=2a3 2=2. R: 1287 /7
13. y=z,y=1,2=0. R: 567/15
14. y=—-22-32+6,x+y=3. R: 17927/15
15, y=3+2% y=4. R: 2567 /5
16. y=222y=0,z=>5. R: 25007
17 y=4—-2% y=2—2. R: 1177/5
18, z=y—yd,z=1y=1. R: 117 /15
19. y =23, y = 4z. R: 5127 /21
20. y=cosz,y=senz, 0 <z <m7/4 R: w/2

Si el soélido de revolucién se gener6 al girar una funcidon con respecto al eje y, puede ser méas cémodo
calcular el volumen usando capas en lugar de rebanadas, por lo que para encontrar el volumen se divide en
anillos cilindricos (ver figura 4.7). El volumen de cada anillo es 2ra;h;Ax;, o sea 27z, f(x;)Ax;, y el volumen
total serd aproximadamente

Figura 4.7: Volumen de un sélido de revolucién

V =~ Z 27T$if(xi)A$i7

=1

con lo cual, al hacer que n — oo obtenemos

b
V= 277/ xf(x)dx.
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Ahora bien, esto no quiere decir que siempre se deba usar esta férmula, ya que la anterior también funciona
si se cambia x por y, quedando

V= ﬂLb[f(x)]Q da.

Ejemplo

Hallar el volumen generado al girar alrededor del eje y la regién encerrada entre las curvas x = 0,
y=1lyy=u.
Solucién

El volumen en cuestion es un cono, que encontramos restando de un cilindro la parte de abajo

V27r/01x(1) dx27r/01x(:r) dr =

31
1

—or_
0 7T3

2
:277——7T:

il
o 3 3

=27 x

Ejercicios

Hallar los volimenes generados cuando las regiones dadas giran alrededor del eje y.

1. y=a*,z=1,y=0. R: /3
2. y=a32=2 R: 647/5
3. 22+ =4y=1,y=2. R: 7/6
4. y=2zr—22 y=n1x. R: 7/6
5. y? =8z, x=2. R: 1287/5
6. y=22% y=a*— 222 R: 327/3
7. y=22%,y=0,2=0,2=>5. R: 6257
8. 4z? + 9y> = 36. R: 247
9. y:e*xQ,y:O,x:O,x:L R:w(lf%)
10. y=22—-52+6,y=0. R: 57/6
11. y=z/2,2=0,y=2. R: 327/3
12 z=v4—y,z=0,y=0. R: 87
13. o=1-42 ¢=0. R: 167/15
4. z=9%2 2=0,y=23. R: 487

15, zy=1,2=0,y=1,y=2. R: 7/15
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4.3. Longitud de arco

Para calcular la longitud de una curva f(z), definida en el intervalo [a, b] podemos aproximarla por secantes
(ver figura 4.8) en ciertos puntos f; = f(x;). La longitud de cada secante serd: As; = /(Ax;)? + (Ay;)? =

2
1+ <A—y) Ax;, con lo que la longitud total serd

AIi
n n Ay 2
S = ;Asi = ; 1+ (Ax,) Ax;. (4.7)

Como de costumbre, hacemos n — oo, con lo cual se obtiene

sz/ab,/u(j—i)?dx. (4.8)

O AT T

Figura 4.8: Longitud de una curva

Ejemplo

3/2

Calcular la longitud de arco de la curva y = %az , entre x =0 y z=1.

Solucién

De la férmula 4.8 tenemos que

1 1
S:/ \/14 $1/22da::/ V1+x dx.
0 =) 0
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Para encontrar esta integral podemos hacer u = 1 + z, con lo cual du = dz. Cuando =0, u=1;

y cuando x = 1, u = 2. Con esto la integral se transforma en

2_4\/§
T3

2
2
/ u1/2 du — —U3/2
. 3

Wl o

1

Si la curva estd dada en coordenadas polares, con una ecuacién r = f(6) definida entre 61 y 05, la férmula

a usar es

02
i/ SO ey

Ejemplo
Encontrar la longitud del arco que va de 0 a 27 en la cardioide
r=2—2cosf.

Solucién

Tenemos que

[f(0)]* =4 — 8cos + 4cos? b,

mientras que

f’(9) = 2sen(), = [f,(e)]Q = 4sen? 0.

Lo anterior nos da

2 27
L= V4 —8cosf +4cos? +4sen ) df = V8 —8cosf db =
0 0

27 27
:2\/5/ \/1—c059d9:2\/§/ \/QSGHdiGZ
0 0

2 9 9 27
4/ sen—d@zS[—cos—} =8(1+1) =16.
0 2 2],

Ejercicios
Hallar las longitudes de las curvas siguientes
L. y=12*+2)%*dex=0az=3.
y=a%2dex=0ax=>.
9332:43/3 dez=0axz=2V3.
2ry =2*+48dex=2ax =4.

Ll

5. y¥>=8r’dex=1azx=238.

(4.9)

R: 12
R: %
R: 14/3
.17

R: %

R: 104v13-125
: 27



4.4 Areas de superficies de revolucion 71
6. z=y*/4+1/8y? dey=1ay=2. R: 123/32
7. 6ry=a*+3dexz=1laz=2. R: 17/2
8. %x2félnxdex:1ax:6. R:%627%

_ _ o T 1+\/§
9. y=In(cosz)dexr=Fazr=7. Rln(\/g)

10. 2?3 4y?3=4dex=1azx=8. R: 9
11. r =6? (espiral) de =0 a 6 = /5. R: 2
12. r:%ee (espiral) de 0 =0 a 6 = . R:e™ -1
13. r =1+ cosf (cardioide). R: 8
14. r=asen’%def=0a0=m, cona>0. R: 2a
15, r=S5def=0a6=73 R: 3[v2+In(1 + v2)]
16. r = cos? 5de€=0a9=§. R:%—i—%

17. r=+v1+cos20de § =0a 6 =+/2r. R: 27

4.4. Areas de superficies de revolucion

El drea de una superficie de revolucién generada al rotar la funcién f(x) alrededor del eje z se puede
aproximar en el intervalo [a, b] usando secciones cénicas de la forma mostrada en la figura 4.9. El drea de una
de estas tiras es

A =2 <M> VI+ f(x:)? Aw. (4.10)

2

Obsérvese que en esta area interviene la longitud de la cuerda que se examiné para la longitud de una
curva. Si sumamos un nimero suficiente de estas tiras obtendremos la aproximacion al drea

Ax 22 (Lf"”“) VI+ f(@0)? Ay, (4.11)

y el area exacta se encuentra al pasar al limite

= lim 22 (m),/l_'_f xz A.’El

A:/ 2rf(x)v/1 4+ f'(x;)? dx. (4.12)

Si la funcién gira alrededor del eje y, simplemente cambiamos = por y en la férmula anterior.

Ejemplo
Calcular el drea de la superficie que resulta al girar la pardbola y? = z alrededor del eje y, desde
(1,1) hasta (4,2).

Solucién

Sabemos que si f(x) = x/2, entonces f'(x) = ~'/2/2, con lo cual se tendra que
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S (xi)

Figura 4.9: Area de una superficie de revolucién

4
/ 1
_ 1/2 _
A—/1 2rx 1+ (21:1/2) dx
4 4
iz +1
:/ ot/ ”i; dx:w/ Vaz +1 de =
1 1

4

%(490 + 1)3/2) - %(173/2 — 53/2) ~ 30.85.

1

Si la superficie de revolucién en cuestion estd dada por medio de una ecuacién en coordenadas polares
r = f(6), definida entre 8; y 65, las férmulas para calcular las dreas son

02
A=2r ) F(0)sen0/[f(0)]2 + [f'(0)]2 do (4.13)

cuando la curva gira alrededor del eje x y

02

A=21 |  f(0)cosO/[f(O)] + [f(0)]? db (4.14)

01

cuando la curva gira alrededor del eje y.

Ejemplo

Hallar el drea de la superficie obtenida por revolucién de la circunferencia f(6) = cos 6 alrededor
del eje y.
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Figura 4.10: Circunferencia f(6) = cos#

Solucién

Aqui es importante ver en la grafica (ver figura 4.10) que la circunferencia en cuestién se dibuja
por completo al variar a 6 desde 0 hasta 7. Estos serdn entonces los limites de integracion.

A= 27r/ cos 0 cos0+/cos? 0 + sen? 6 df =
0

:27T/ 00829d9:7r/ (1+cosf) df =
0 0

_ [0+ sen?t?}7T _ 2
2 ]y

Ejercicios

Calcular las dreas de las siguientes superficies de revolucién, cuando la funcién dada sobre el intervalo

indicado gira alrededor del eje especificado

1. y2=122,2=0,2=3,¢jex R: 247(2v/2 — 1)
2. z=y>y=0,y=1,¢ejey R: 247(10v/10 — 1)
3. yP+dr=2Iny,y=1,y=3,¢cjex R: 27
4 :m,x:%,x:%,qex

5. T+4 =1c¢ex R: 8#(%71‘—1—1)
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_ _ _ ; . 1451451

6. y=232=0,r=2 cjex R: me=2=—
7. y=\x,x=4,2=09, ¢jex R:ww
8. y=2xz,2=0,z=2,ejex R: 875
9. y=senuxz, [0,7], eje x R: 27[v2 4+ In(v/2 + 1)]
10. y= %JJ?’, r=0,z=3,¢ejex R: n(82\g8?—1
— ; . senh 2

11. y =coshz, [0,1], eje R: 71 + 2522
12 y=1a2%2=0,2=3,¢jey R: 5(9v82 +1In(9 + v82)
2 3/2 . x

13. 2= %, [1,2], eje x R: 21T
14. 8y? =2%(1 —2?%), eje R: w/4
Iy . . 1451451010

15. y= ¥z, [1,2], eje y R: ﬂ%
16, y=% +L z=1,2=2 ¢jey R: 7 (15 +1n2)
17. = =¢e%, [0,%], eje y R: % [Qe\/l +4e2 —2v5+1n (26% Vi};g)}
18, y=lhzx,z=1, =7, ¢ejey R: 7[34v/2 + In(3 + 2v/2)]
19. r:\/cos29,0§0§%,eje Y. R: V2r
20. 1% = cos26, eje x. R: 27(2 — V/2)

4.5.

Movimiento

Cuando una particula se mueve sobre una recta con velocidad positiva

la posicién de la particula en un instante dado ¢ estd dada por la integral

U(t) = Ea

(1) = /v(t) dt + o,

(4.15)

(4.16)

siendo xg la constante de integracién, que fisicamente es la posicién inicial de la particula. Si convenimos en
colocar el origen en el punto de partida, tendremos x¢p = 0, con lo que la posicién de la particula serd sélo la
integral, sin constantes de integracion.

Ejemplo

Encontrar la posiciéon como funcién del tiempo de una particula que se mueve con velocidad

Solucién

v(t) =2t—3

Suponiento que el origen esta en el punto de partida, la posicién serd

z(t) = /(2t+3) dt = t* 4 3t.
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Al calcular la integral definida

a(t) = / ’ u(t) dt (4.17)

t1

tendremos la distancia recorrida por la particula entre los instantes t1 y t».

Anteriormente supusimos que la velocidad es positiva, pero frecuentemente se tendra la situacién en que la
velocidad cambia de signo en diferentes puntos del intervalo de tiempo que se esta analizando. En tal caso, la
integral anterior sélo nos dara la diferencia entre la posiciéon inicial y la posicién final Az, a lo que se le llama
desplazamiento. Si queremos la distancia total recorrida d, necesitamos calcular separadamente las integrales
de las regiones donde la velocidad es positiva y donde es negativa (y cambiarle de signo en este dltimo caso) y
sumar todas ellas.

En resumen, el desplazamiento es

Az = /)52 u(t) dt, (4.18)

t1

mientras que la distancia total recorrida es

d= /tz lo(t)] dt. (4.19)

t1

Ejemplo
Una particula se mueve con velocidad

v(t) = 5cosmt m/s.
Encontrar el desplazamiento y la distancia total recorrida desde ¢t; = 0 hasta t = 1.5 s.

Solucién

Usando la formula 4.18 encontramos para el desplazamiento

1.5 5 1.5
Az = / 5cosmt dt = [— senmﬁ} =
0 m 0

5

oy —sen0] =2
= —|sen—m—sen(| = —— m.
™ 2

™

De la féormula 4.19, la distancia total recorrida es

1.5
d:/ |5 cosmt| dt =
0

0.5 1.5
:/ 5cos7rtdt—/ 5cosnt dt =
0 0

.5
5 0.5 5 1.5
= {— senﬂt] — {— sen ﬂ't] =
T 0 m 0.5
5 5 15
—(1-0)——(-1-1)=—
21-0)-2(-1-1)=m
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Cuando se da la aceleracién (en lugar de la velocidad), ademds hay que agregar una condicién extra
(lamada condicién inicial). Con esto, para hallar desplazamiento y distancia primero se encuentra v(t) con la

relacion

’U(t) = /a(t) dt+1}0,

donde v es la velocidad en t = 0 o velocidad inicial.

Ejemplo

Se arroja una piedra desde un puente con una velocidad inicial de 8 m/s, después de lo cual cae
con la aceleracién de la gravedad (9.8 m/s?). Encontrar la distancia que recorre en los primeros
3 segundos.

Soluciéon

De la ecuacion 4.20, la velocidad es

u(t) = /9.8 dt +8 = 9.8t + 8.

Entonces la distancia es

3
d= / (9.8t + 8) dt = [4.9¢> + 8¢]> = 68.1 m.
0

Ejercicios

(4.20)

En los siguientes ejercicios, dada la velocidad, hallar el desplazamiento y la distancia totales recorridas por

el cuerpoentre t =a y t = b.

1. v=2t+1,0<t<2. R: 6 m, 6 m.
2. v=t?—t-2,0<t<3. R:-1.5m, 2 m.
3 U:t—%,1§t§3. R:—%m,%m.
4. v=[t—-1,0<¢t<2. R:1m, 1m.
5. v:6sen3t,0§t§§. R: 2 m, 6 m.
6. v=4cos2t,0<t <. R: 0m, 16 m
7. v=sent+cost,0<t<m. R: -2, 2/2.
8. w=senty/2+2cost, 0 <t <. R:%m%m.

En los siguientes problemas, dadas la aceleracién y la valocidad inicial, hallar el desplazamiento recorrido

por el cuerpo entre t =0y t = 2.

1. a=sent, vy = 2. R: 6 —sen2.
2. a=1-—cost, vg =0. R: 1+ cos2.
3. a =g (constante), vg = 0.2g. R: 2.4 g.
4. a=+4t+1, U0:—13—3. R: 0.
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1. R: L2,

5. a= 6

L 0 =
Va0

En los siguientes problemas, dadas la velocidad y la posicién inicial, hallar la posicién del cuerpo z(t) como
funcién del tiempo.

1. v=—sent, [0,27], (0) = 1. R: z(t) = cost.
2. v=>5cosnt, [0,3], 2(0) = —1. R: a(t) = senrt 3,

s

4.6. Trabajo

El trabajo T desarrollado por una fuerza constante F' al desplazar un objeto una distancia d, se calcula
realizando el producto entre estas cantidades. Si la fuerza no es constante en cierto intervalo, sino que cambia
conforme se desplaza, se puede aproximar el trabajo dividiendo en subintervalos Ax;, donde la fuerza tenga un
valor F'(x;) casi constante. Multiplicando el valor de la fuerza por cada subintervalo recorrido, tendremos una
buena aproximacién del trabajo. El valor exacto se obtiene al pasar al limite

n b
T= lm Y F(z;)Az; = / F(z) du. (4.21)

i=1

Las diferentes interacciones entre los objetos tendran distintas variaciones, que se dardn por una ley de la
fuerza para cada caso particular.

Si la fuerza se debe a la accién de un resorte de constante k, que se desplaza una distancia x, la ley de la
fuerza es

F(z) = —ku, (4.22)

llamada ley de Hooke.
Cuando hay interacciones gravitacionales entre dos particulas, la ley de la fuerza es la ley de la gravitacion
universal de Newton, dada por

mimsa

Flz)=G , (4.23)

2
x
donde G = 6.97 x 10~ **Nm? /kg?, m; y ms son las masas de las particulas y z es la distancia que las separa.

Si hay fuerzas electrostaticas entre dos cuerpos cargados, la ley de la fuerza estd dada por la ley de Coulomb

4142
F(z) = —-k—-, 4.24
() = L4 (424)
con k =9 x 10°Nm?/C?, ¢; y g2 son los valores de las cargas en coulomb, y z es la distancia que las separa.
Ejemplo
Calcular el trabajo de la fuerza F' al comprimir un muelle 5 cm, si sabemos que es necesario
aplicar una fuerza de 10 N para comprimirlo 0.1 m.

Solucién

Para un resorte vale la ley de Hooke

F = —kz,
con lo que si F' =10 N cuando z = —0.1 m, tenemos que
10N N
k=——=100—.
0.1m m
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El trabajo serd entonces

0.5

0.5
T = / 100z dx = 5022| =
0 0

= 50(0.25) = 12.5J.

Ejemplo

Determinar el trabajo requerido para desplazar una carga go = 10uC, desde el punto P; que se
encuentra a la distancia 1 = 0.5 m de la carga ¢g; = 50uC (suponiendo que la carga ¢; estd en el
origen) hasta el punto P, que se halla en 29 = 0.2 m.

Soluciéon

El trabajo estd dado por la integral

0.2 0.2
T:/ R0z g, ASPT
0.5 T T lo.5
1 1
=45(——-—) =207
5(02 0.5) 0.7

Ejemplo

Se tiene un mdédulo espacial de masa m; =15 000 kg. ;Cudl es el trabajo necesario para llevarlo
a una altura de 1200 km sobre la Tierra? El radio medio de la Tierra es 6.37 x10° m y su masa
es my =5.98 x10%* kg.

Solucién

El trabajo es

G 5 dr = ———— =
.37x106 z T 6.37x 106

6 7.57%x10°
TATA0T o ms 5.5 x 1018
T = — —
6

5.5x 101 5.5 x 108
= =1.36 x 10'! J.
76x 100 | 6.4 x 108 %

Ejemplo

Un tanque esférico de radio 2.5 m esté medio lleno de aceite de densidad p = 900 kg/m3. Encontrar
el trabajo requerido para extraer el aceite a través de un orificio en la parte superior del tanque.

Solucién

Supongamos que el aceite esta dividido en discos de radio x y espesor Ay (ver figura 4.11). La
fuerza AF necesaria para levantar cada disco es igual a su peso
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-
S

Figura 4.11: Extraccién de agua de un tanque esférico

AF = pAV = pra? Ay,
siendo AV el volumen del disco.

Como a cierta altura y el circulo correspondiente tiene radio z. La ecuacién que relaciona z con
y (suponiendo que el origen del sistema de coordenadas esta en el fondo) es

22+ (y — 2.5)% = 2.5%

Sustituyendo z? en la ecuacién para la fuerza tenemos que

AF = pr(5y — y°) Ay.

Para sacar el disco, hay que desplazarlo una distancia (5 — y), entonces

AT = AF(5—y) =
= pr(5y — y*)(5 — y) Ay = pm(25y — 10y> + y*) Ay.

Como el tanque esta medio lleno, y varia de 0 a 2.5 m, asi que

2.5
T= / pm(25y — 10y + y*) dy =
0

2.5

25 5 10 4 yT

pT {—y - =y + = = 101243 J.
2 3 41,
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Ejercicios

1.

4.7.

Cuando se sumerge un cuerpo en un liquido, éste ejerce una fuerza sobre tal cuerpo. Dicha fuerza depende

Una fuerza mueve una particula a lo largo del eje x; la fuerza es de ﬁ libras en el punto a x pies

del origen. Calcular el trabajo realizado al moverla del origen hasta 9 m de distancia. R: 9 J.
Cuando una particula se encuentra a x metros de distancia del origen, una fuerza igual a cos(mz/3)
actua sobre ella. ;Cudnto trabajo se efectiia al mover la particula desde x = 1 hasta x = 27 Interpretar

la respuesta considerando el trabajo realizado desde x = 1 hasta x = 1.5; y después desde = = 1.5 hasta
z=2.R:0.

Se necesita una fuerza de 10 libras para mantener estirado un resorte a 4 pulgadas mas que su longitud
original. ; Cudnto trabajo se realiza al estirarlo desde su longitu natural hasta 6 pulgadas mas?

Un resorte tiene una longitud natural de 19 pulgadas. Para comprimirlo hasta 16 pulgadas se usa una
fuerza de 10 Ib. jCudnto trabajo se realiza al comprimirlo desde 16 pulgadas hasta 12 pulgadas? R: %
pulg - Ib.

Dos electrones se repelen con una fuerza inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre
ellos. Supongamos que en el punto (1,0) del eje  se mantiene fijo un electrén. Hallar el trabajo requerido
para mover el segundo electrén a lo largo del eje x desde el punto (-1,9) hasta el origen. R: %k

Si se pudiera excavar un tunel que pasara por el centro de la Tierra, una particula de masa m que cayera
por el tinel serfa atraida hacia abajo por una fuerza mgr/R cuando estuviera a una distancia r del
centro. (R es el radio de la Tierra y g es la aceleracion de la gravedad). ;Qué trabajo se realizaria sobre
la particula en esa caida? R: %ng.

El gas que contiene un cilindro de seccién transversal constante A se expande o comprime mediante el
movimiento de un pistén. Si p es la presion del gas en libras por pulgada cuadrada y V' es su volumen en
pulgadas ctibicas, demostrar que el trabajo realizado por el gas cuando pasa del estado inicial (p1, V1) a
un segundo estado (pz, V2) es

(p2,V2)
W = p dV.
(p1,V1)
Calcular el trabajo realizado al bombear toda el agua de un tanque cénico de 10 pies de radio en la
parte superior y de 8 pies de altura, elevandola hasta una altura de 6 pies sobre el borde superior del
tanque. R%ﬂ' pie - ton.

Un tanque tiene forma de cilindro de 20 pies de largo y 8 pies de didmetro. Si el tanque estd semilleno
de aceite de peso especifico 16 libras/pie cubico, hallar el trabajo necesario para vaciarlo por medio de
una tuberia que va del fondo del tanque hasta una salida situada 6 pies por encima de la parte superior
del tanque. R: 320(1271’“'8)/)9 pie - Ib.

Fuerza hidrostatica

de la profundidad a que estd sumergido el cuerpo, del area expuesta y de la masa del fluido mismo. Para
un cuerpo extendido, como una placa plana, dividimos en franjas de anchura pequena (ver figura 4.12). La
fuerza que el liquido ejerce sobre esa franja estd dada por el producto del drea L(y;)Ay; de esa franja por la
profundidad h(y;) a que estd sumergida, as{ como por el peso especifico v(y) = p(y)g del liquido. Esto se puede
escribir como

F; = p(y)gh(y:) L(yi) Ay (4.25)

Para hallar la fuerza total ejercida se suman las fuerzas sobre todas las franjas, obteniendo la aproximacién

F= Z F, ~ Z p(y)gh(y:) L(yi) Ays, (4.26)
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)
\J Ay
~ L) b
I
Figura 4.12: Calculo de la fuerza hidrostatica
que al tomar el limite cuando n tiende a infinito nos da la exacta
n b
F= lim > p)oh(u) L) v = | p(0)gh(y)Ly) do (4.27)
n—oo a

i=1

siendo a y b las alturas de los bordes inferior y superior, respectivamente.

Ejemplo

Una placa plana en forma de tridngulo rectdangulo isésceles, con base de 6m y altura de 3 m se
sumerge verticalmente, con la base hacia arriba, 2 m por debajo de la superficie de una alberca.
Determinar la fuerza ejercida por el agua contra un lado de la placa.

Solucién

Colocando un sistema de coordenadas con origen en el vértice inferior de la placa, y el eje y hacia
arriba sobre el eje de simetria (ver figura 4.13), vemos que la superficie de la alberca estd en la
recta y = 5, mientras que la hipotenusa estd en y = 3; un cateto estd en la recta y = x y el otro
en y = —z. A la altura y, la longitud de la franja es

L(y) = 2z =2y,
mientras que la profundidad de la misma es
(5—y).

Entonces la fuerza es 3
F= / (1000)(9.8)(5 — y)(2y) dy =
0
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Y

Superficie de la alberca

Figura 4.13: Fuerza hidrostatica en una placa triangular

3
9800/ (10y — 2¢%) dy =
0
) 3
= 9800 [53,/2 — gy[?)] = 264600 Pa.
0

Ejercicios

1.

Hallar la fuerza que se ejerce sobre un rectangulo sumergido verticalmente en agua, si se conoce que su
base es 8 m, altura 12 m. La base superior es paralela a la superficie libre del agua y se encuentra a una
profundidad de 5 m. R: 1056 ton.

Los lados verticales de un recipiente son triangulos isosceles de 4 pies de base y 3 pies de altura. Hallar
la fuerza que se ejerce sobre uno de estos lados si el recipiente contiene una cantidad de agua que pesa
62.5 libras/pie cibico. R: 375 Ib.

Una placa triangular ABC' se sumerge verticalmente en el agua. El lado AB, de 4 pies de longitud,
estd 1 pie por debajo de la superficie, mientras que C' se encuentra a 5 pies por debajo de AB. Hallar la
fuerza total ejercida sobre una cara de la placa. R: 1666% lb.

El borde superior de una esclusa que tiene forma de cuadrado, de lado igual a 8 m, se halla en la
superficie del agua. Determinar la fuerza que se ejerce sobre cada uno de los tridngulos de la esclusa.
Los triangulos se obtienen mediante la divisién del cuadrado por cada una de sus diagonales. R: 85
333.33 g N, 170 666.67 g N.

Una placa circular de radio r pies se sumerge verticalmente en un tanque que contiene un fluido de
densidad p. El centro del circulo estd en & (con k > r) pies debajo de la superficie del fluido. Mostrar
que la fuerza del fluido en la superficie de la placa es
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F = 1pgrk.

Ayuda: Evaluar una integral usando una férmula geométrica y la otra observando que el integrando es
una funcién par.

4.8. Valor medio de una funcidén

El valor medio (o promedio) de varios nimeros es la suma de esos nimeros entre la cantidad de tales
numeros

n
(z) = =1 T (4.28)
n
Si se requiere calcular el valor medio de una funcién y (continua) en cierto intervalo (continuo) [a,b],
necesitamos pasar a cantidades continuas: la suma continua serd una integral, mientras que la cantidad de
numeros sera la longitud del intervalo en cuestion, ddndonos

b
W) =) = 5= [ S (4.29)

El valor medio de y en [a, b] es la altura del rectdngulo cuya drea es igual a la que estd bajo la curva.

Ejemplo

Hallar el valor medio de la funcién y = f(z) = \/z, de z =0 a 2 = 4.

Solucién

Si y se puede expresar como funcién de més de una variable, se puede calcular el valor medio con respecto
a cada una de ellas y no necesariamente deben coincidir.

Ejemplo

Un cuerpo que cae al vacio desde el reposo sigue la ley de movimiento

1
= Zgt?
) 297

por lo que su velocidad como funcién del tiempo es
v = gt,

v = +/2gy.

Hallar la velocidad media como funcién de ¢ y como funcién de y.

y como funcién de su posicién es
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Solucién

Tomemos para promediar el intervalo 0 <t <ty y 0 <y <y = %gt%. Entonces tendremos

1 [l 1 1
— t dt = =gty = =vp.
W)= | ot dt = ata = 50

1w 2 2
(v), = Y 29y dy = 3/29y0 = 3vo.
0

Ejercicios
Obtener el promedio de cada funcién en el intervalo indicado
L f(z) = 2% [L,1] R: §
3. () =cosz, [0,3] R: 2
4 f($) = \/Ea [174] R: %
5. f(z) = ze~, [0,5] R: 1_{3(;25
6. f(x)=secztgx, [0,F] R: @
7. f(z) =cos*xsenz, [0,7] R: &
8. flz)= ﬁv [1,61] R: 175655

4.9. Momentos y centros de masa

En ciertos problemas de fisica es fundamental ubicar el centro de masa de un objeto. Este nos da las
coordenadas en que se ubicaria la masa total del objeto si estuviera concentrada en un solo punto.
Para una distribucién de masa lineal con densidad variable, el centro de masa estd ubicado en

j:fxp(x) dx
[pdz

A la integral [xp(z) dz se le llama momento de masa (o de inercia) del cuerpo. Este nos dice cémo se
distribuye la masa en un cuerpo. La distribucién de la masa en un cuerpo interviene en el efecto rotacional
causado por la accién de una fuerza.

Si un cuerpo extendido (como una placa plana) tiene una densidad p(z, y), para ubicar el centro de masa es
necesario dividir en franjas el cuerpo y ubicar la coordenada del centro de masa correspondiente a cada franja.
Hecho lo anterior, se procede como si se tuviera una distribucién lineal de masa.

Para el caso particular de que la densidad es constante, los momentos de masa con respecto al eje x y con
respecto a y de una figura encerrada entre las curvas f(x) y g(x) (f(x) > g(z)) estdn dados por las integrales

(4.30)

b

M, = 5p / () - ¢?(@)] de, (431)
b

M, = p(e) [ alf(@) - g(o)] da. (4.32)

Para calcular las coordenadas del centro de masa de un cuerpo extendido de densidad constante, se hace
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81
Il

S

(4.33)

(4.34)

<

En ambas férmulas el denominador es la masa total del cuerpo, mientras que los numeradores son los
momentos de masa con respecto a las coordenadas opuestas. En un cuerpo simétrico, el centro de masa coincide
con el centro de simetria, si la densidad es constante.

Ejemplo

Una varilla de 2 m de longitud aumenta su densidad lineal en la forma p(z) = 1+ {5 kg/m.
Encontrar el centro de masa de la varilla.

Solucion

El momento de la varilla con respecto al eje y es

10 10 2
T T

ﬁ+ﬁm 250
2 30,

La masa es

Ejemplo

Encontrar el centro de masa de la placa de la figura 4.14. La densidad es constante e igual a 3
g/cm?.
Solucién

La masa total seré

1

=3 gr.

1
M:3/ 2z dx = 32>
0 0

El momento M, es

1

= 2g cm.

1
My:3/ x - 2z dv = 22°
0 0

El momento M, es
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Figura 4.14: Centro de masa de una placa triangular

1

= 2g cm.

1 1
Mm:—~3/ 422 do = 223
2 0 0

Entonces el centro de masa estd ubicado en

(jvg) = (2/37 2/3)a

dado en centimetros.

Ejercicios

Representar la regién acotada por las graficas de las ecuaciones y encontrar el centro de masa de cada

region
1. y=2a3 y=22%
2. y=-2>+4x+2, y=x+2.
3. y=a*3 y=0,x=8.
4. y=4—-2% 12=0.
5

r=—y, x=2y—y>

R: (7,9) = (3 )
R: (z,9) = (3, %)
R: (z,9) = (5, %)

R: (z,9) = (£,0)
R: (2,9) = (-4,3)



Capitulo 5

Sucesiones y series

5.1. Sucesiones

Una sucesién es una funcién s, = s(n) cuyo dominio son los nidmeros naturales. Se considera dada la
sucesion si se da la regla de correspondencia, o en el peor de los casos, si se dan los primeros términos de la
misma (ya que esto no es totalmente correcto, pero en ciertos casos puede ser muy dificil encontrar la regla de

correspondencia).

Ejemplos

sn=n%={1,4,9,16,25,..}

o= (—1)" ={-1,1,-1,1,~1,..}

5.2. Limite de sucesiones

Se dice que una sucesion es convergente si el limite
L= lim s,, (5.1)
n—oo

existe. En caso contrario, se dice que la sucesion es divergente.

Ejemplos
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¢
h
[

N =

lim n = oco,= la sucesion es divergente
n—oo

lim (—1)" no existe, = la sucesion es divergente

n—oo

Una sucesién estd acotada superiormente si existe un numero c¢; tal que s, < ¢, para todo (V) n, y
estd acotada inferiormente si existe un nimero cs tal que s, > co V n.

Ejemplos

La sucesién s, = % estd acotada superiormente, ya que s, < 1V n. También lo estd inferiormente,
ya que s, > 0V n.

La sucesién s,, = n? NO est4 acotada superiormente, ya que s, — 0o para n — oo; pero si lo
estd inferiormente, ya que s, > 0V n.

Una sucesién es creciente si s, < Sp41 V n, v es decreciente si s,, > sp41 V n.

5.3. Series numeéricas

Una serie numérica es la suma de una sucesion. Si tenemos la serie

00
E ag,
k=1

podemos definir la suma parcial s, como

n
Sp=a1 +ax+ ...+ a, = E .
k=1

Entonces, si obtenemos una expresién para s, como funcién de n, podemos calcular
lim s, =L,
n—oo

y L es el valor de la suma de la serie dada. Obviamente, puede ser que el limite L no exista. En tal caso decimos
que la serie es divergente.

Ejemplo

Hallar el valor de la suma de la serie

NE
2o

>
Il
—

Solucion

Las sumas parciales son
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3
s
' 10
3 . 3
S9 = — + —
2710 102
3 + 5 + .+ 5
Sp=—+—=+ ... + ——
10 102 1071
Ahora, multiplicando s,, por 11—0 obtenemos
1 3 Ly 3 - 3
—S, = —= — L —
10 102 103 107
Restando las cantidades anteriores obtenemos
1 3 3
T T 10 10

Calculando el limite

n—oo n—oo 3

Por lo tanto

k=1

Ejemplo
Hallar el valor de la suma de la serie
k=1
Solucién

El término k-ésimo de la serie es

1
Z4k2—1'

+ o7

+

3
o

3
INGES
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1 1
4k2 -1 (2k—1)(2k+1)’

Sk =
que se puede descomponer en fracciones parciales, quedando
1 1 1
* =3 (m - m) :
o sea que la suma parcial n-ésima de la serie es
1 1

13 35 Yooty

11+111+
3 5 2\5 7

1 1 1 1 1
+—= — =—(1- .
2\2n—1 2n+1 2 2n+1

N =
i

Calculando el limite

1 1 1
lfm s, = lim = (1—- —— | = =.
nioae nlféoz( 2n+1> 2

Por lo tanto
oo

1 1
ST

k=1

5.4. Suma y producto de series numéricas

Al realizar las operaciones de suma y multiplicacién por una constante entre series numéricas convergentes,
son validas las reglas siguientes

1. La suma (o resta) de dos (o més) series es igual a la serie que consta de los sumandos de cada una de
ellas, esto es

ianiibn = i(an +b,)
n=1 n=1 n=1

2. Multiplicar una serie por una constante ¢ equivale a multiplicar por esta misma constante cada término
de la serie, esto es

) [eS)
c g a, = E can,
n=1 n=1
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Ejercicios
Encontrar el valor de la suma de las siguientes series

L Y05 R:3
2. >l ToE R: 1%
3. Y e kD R 5
4 Yo DFge R: 3
5. oo (—1)klgk-l R: Diverge
6. D opey m R: 1
7. Y, In ﬁ R: Diverge
vy R: Diverge
9 heo IF R: 3
10, > pio(-1)F 5 R: 4
Y (5 - %) &
12. 20:0 (2;#) R: 13—0

5.5. Criterios de convergencia de series numéricas

No siempre es facil calcular el limite para decidir si una serie es convergente, por lo cual es
siguientes criterios para probar la convergencia de una serie.

Criterio del cociente Si en la serie fo:l an se cumple que a, > 0V n y existe el limite

; Qp41
lim =L — 1,

n—0o0 Onp
entonces
a) Si0 < L < 1, la serie converge
b) Si L > 1, la serie diverge.

El caso (bastante frecuente) en que L = 1 no nos da informacién sobre convergencia.

Ejemplo

Probar la convergencia de la serie
o0
n2
> o
n=1

Solucién

2 1)2 .
Tomamos a,, = % Y Qpt1 = (72Ln+—+1) y hacemos el cociente

14—
n

an 2l 2 2

anp1  (n+1)2-27 1 < 1>2

util tener los
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Asi que el limite a considerar es

. 1 1\ 1
fm 2~ g = (14 2) == <1,

n—oo (O n—

de donde deducimos que la serie es convergente.

Ejemplo

Probar la convergencia de la serie
o0
>
— n
Solucién

n n+1)"+1 n+1)"-(n+1 n+1)" .
Tomamos an, = 77 y Gnt1 = ((n+)1)! = (nll)(.n! ) = n!) y hacemos el cociente

an n!.nn nn

(DG () 1Y

v el limite es

1 n
lim <1+—> =e>1,
n—oo n

de donde concluimos que la serie es divergente.

Criterio de la raiz Si para la serie Z:o:1 an se cumple que a, > 0V n y existe el limite

lim a, =
n—oo

entonces
a) Si L < 1, la serie converge
b) Si L > 1, la serie diverge.

El caso L = 1 no nos da informacién sobre convergencia.

Ejemplo

Probar la convergencia de la serie

’I’L

Z [In(n 4+ 1)

n:l

Solucién

Tomamos a,, = y extraemos la raiz n-ésima

271/
(T

5 Sucesiones y series
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o2
n(n+1)]"  In(n+1)

aw = {
1
Calculando el limite obtenemos

lm ———=0<1
n—oo In(n + 1) .

asi que la serie es convergente.

Ejemplo

Probar la convergencia de la serie

oo 1 1 n2
> o (1 + g)
n=1

Solucién

2
ol 1 \" 1 n\"
lim {/a, = ﬁ(l—i_ﬁ) = lim 5(1-1-%) =§>1,

de donde concluimos que la serie diverge.

Criterio de la integral Si f(z) es una funcién definida, continua, positiva y no creciente en el intervalo
[1,00), la serie Y0 | f(n) converge o diverge sinmultdneamente con la integral impropia

/100 f(z) dx.

Ejemplo

Probar la convergencia de la serie

n=1

Solucién

Evaluemos la integral

Como la integral es convergente, la serie también lo es.
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Ejemplo
Probar la convergencia de la serie
i 1
n=1 n
Solucién

Evaluemos la integral

1
/ —dr=Inz|{° = co.
1 :I/.

Como la integral es divergente, la serie también lo es.
Criterio de comparacién Si se tienen las series Zzozl an 'y 22021 bn, vy an < b, ¥V n, entonces se
deduce que

a) Si Y07, b, converge, también converge > | a,

b) Si >_°°, ay diverge, también diverge Y7 | by,

c) Silim, .o $* = L, con 0 < L < oo, ambas series convergen o divergen simultdneamente.
n

Ejemplo

Probar la convergencia de la serie

= 1
n=1 2" + \/ﬁ
Solucién
Sabemos que
1 < 1
2" +/n — 2"

La serie

n=1
tiene la suma parcial n-ésima
Sp= iy
"2 48 T W
que multiplicada por % nos da
1571+1+1++1+1
27" 4 8 16 7 2n 0 ondl”

Al restar ambas series obtenemos
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1 1 1
S8 =5 = 5
2 2 2n+1
O sea
1
S’n =1 an
2n
y

1
lim S, = lim [1 — 2—n] =1.

n—oo n—oo
; ; serie 5°° L g 4 orie S 1 .
Esto muestra que la serie ) ", 57 es convergente, por lo cual también la serie } srvm
convergente.
Ejemplo

Probar la convergencia de la serie

>
~= Inn’
Solucién

Como Inn < n V n,entonces -~ > 1 V n. Anteriormente (criterio de la integral) vimos

. In
que la serie
o0
>
n=2 n
es divergente. Entonces, por el criterio de comparacion, la serie
oo
> n
In
n=2 n

también diverge.

Ejercicios
Examinar la convergencia de las series siguientes
Lo > % (%)n R: Converge
2. 305 335_"1 R: Converge
S P 27Ln——:L11 R: Diverge
4. 30 (27:;11)" R: Converge
5. Yol 2L R: Diverge
6. oo W R: Converge
(DD ﬁ R: Diverge
8. Yooei <3nn_1 ) " R: Converge
9. Y R: Diverge

o

10. >07, O R: Converge
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5.6. Estimacion de residuos

Si en una serie convergente S =Y | a, se quitan los primeros n términos, queda la serie (convergente)

Ap+1 —+ Ap+2 + ... =

llamada residuo n-ésimo de la serie S.

i ak:Rn

k=n-+1

El criterio de la integral nos permite hacer una estimacion del residuo R,, de una serie como

OSRnS/OOf(x)dx.

3

5.7. Series alternadas

Todos los criterios anteriores funcionan sélo para series en las que todos los términos son positivos. Cuando

en una serie todos los términos cambian de signo alternadamente, la serie se llama alternada (o alternante) y
. . . (o) . o0 .

se usan otros criterios para la convergencia. Sea )~ | a, una serie alternante, y )", |a,| la serie que resulta

al tomar los valores absolutos.

. o0 o0 .
a) Si ), |an| converge, entonces ), a, converge. En este caso se habla de convergencia
absoluta. Puede suceder que la serie original sea convergente, pero no aquella con los valores
absolutos; en tal caso se habla de convergencia condicional.

b) Si > o7, ay diverge, entonces >~ |a,| diverge.

¢) Si en la serie > 7 an, |an| > |ant1| V n, y im, oo a, = 0, la serie converge y su suma S

cumple 0 < S < |ay|.

Ejemplo

Determinar la convergencia de la serie

[e%e) _1,”71
S

n=1

Solucién

El valor absoluto del término n-ésimo de la serie es

1
n
mientras que el del término n + 1-ésimo es

1

Y

n+1

Claramente se cumple que

|an| > |any1].

Por otro lado, tenemos que

por lo cual concluimos que la serie converge.
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En una serie alternante podemos estimar el residuo con

Rn = :l:(an+1 — An+2 + ) S Ap41-

Ejemplo

Estimar el residuo de la serie

n=1
para n = 4.
Solucién
Cuando n = 4, el residuo es
1 1 1 1
Ri=——+— — ... < —
YT 120 720 + 5040 < 120’

1
esto es, Ry < 135-

5.8. Series de potencias

Una serie de potencias es una serie cuyos términos son multiplos de potencias de z, o en general de (x —xo),
esto es

o0

ch(xf:vo)” :co+cl(mfx0)+02(xf:vo)2+.‘.+cn(xfmo)"+... . (5.2)

n=0

La serie anterior se reduce a

o0
chx” =co+ 12+ cox® + ..+ conz”™ + ... (5.3)

n=0

cuando zg = 0.

5.9. Convergencia de una serie de potencias

Si una serie Zzozo an(x — x9)™ converge en x = 1 # 0, converge absolutamente para toda x que cumpla
|z —x0| < |21 —20|. Sila serie diverge para z = x4, también diverge para toda x que cumpla |x —zo| > |22 — 0.

Una serie ZZOZO a,x™ convergente en algin punto x # 0 converge V x € R, o bien, existe un nimero R > 0 tal
que la serie converge absolutamente para |z| < Ry diverge para |z| > R. Al intervalo (—R, R) en el cual la serie
converge absolutamente se le llama intervalo de convergencia, y al nimero R radio de convergencia. Cuando
se tiene > a,(z — xo)™ el radio de convergencia es el mismo, mientras que el intervalo de convergencia es
(xo — R,z0 + R). El intervalo se toma abierto porque en los extremos puede o no convergir. Para determinar la
convergencia en los extremos se examina por separado en cada uno de ellos. Para la serie >~ an(z — z0)",
se puede calcular R por medio de las férmulas

R— 1im % (5.4)

n—oo [ant1|’
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R = lim

n—oo
|an,

Ejemplo
Encontrar los valores de z para los cuales converge la serie
o0
(—1)"n(z —2)"™.
n=1
Solucién

Usando la prueba de la razén tenemos que

o [ED72 0+ D =2
n—oo (71)”+1n(x - 2)”

=|r—2| lim |(-1)

n—oo

n+1
n
Examinemos los valores de x para los cuales el limite hallado es menor que uno

|z —2] <1,
=>-1l<z-2<1,

=>1l<x<3.

La serie converge en (1,3), por lo que el radio de convergencia es 1.

En los extremos del intervalo tenemos otra situacion. Para x = 1

o0

()" (=) ==Y "n — o
n=1

n=1

Por otra parte, para z = 3

S 1))t = S (=1)m,
n=1

n=1
cuyo limite no existe.

En suma, el intervalo de convergencia es sélo (1, 3).

Ejemplo
Encontrar el intervalo de convergencia de la serie
n2n
n=1

Solucién

Aplicando la prueba de la razén encontramos que

o | @0 e
w5 | (o + DRy (o + 1)

n 1
=z +1] lim |————| = S|z +1].
o+ |ninéo‘2(n+1)‘ gle 1l

= |z —2|

(5.5)
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Hallemos los valores de = para los cuales el limite hallado converge
1| +1l<1
2" ’
1
= -l<g@+) <L,
= -2<z+1<2,

= -3<z<l.

La serie converge en (—3,1), por lo que el radio de convergencia es 2. Ahora analizemos los
extremos.

Para x = -3

n 2"
n=1 n=1

oo _9)n oo 1)
Z( ) (n)7

que estd indefinido.

Paraz =1

—

3

oo 2’ﬂ oo
Yw o o

n=1

por lo cual concluimos que el intervalo de convergencia es (—3,1).

Ejercicios

Encontrar el radio de convergencia de las siguientes series

L Yolea” R: (-1,1)
2. Y= " +1)" R: (5,0)
3. Yoo, U R: (-8,12)
4. Yo e R: (-1,1)
5. 3%, n‘w R: [-3,3]
6. Yoo Tare R: R
7. ZZO:O % R: R
8. Yol AT R: [-1,1)
9. Yoo, et R: (-8,2)

n

10, Y, Vo R: (-3,3)

n=0
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5.10. Derivacion e integracion de series de potencias

Si se tiene una serie de potencias convergente, podemos derivar e integrar término a término para obtener
su derivada e integral, respectivamente. Esto es

o0

x o0 a
apt™ | dt = A (5.6)
[ (o) vt

n=0

% (Z anx"> = Z na,z" . (5.7)

n=0 n=1

Ambas férmulas son vélidas en todo el intervalo de convergencia.

5.11. Series de Taylor y de Maclaurin

Decimos que una funcién f(z) se puede desarrollar en una serie de potencias Y o cn(z — zo)" en el
intervalo (zg — R, xo + R) si tal serie es convergente en este intervalo y su suma es igual a f(z), esto es

T — Xo (x — x0)?

Fl@) = flao) + T2 f o) +

La serie resultante se conoce como Serie de Taylor de f(z) alrededor de zg. En el caso particular de que
xg = 0, se le llama Serie de Maclaurin.

Wﬂm(%) 4. (5.8)

[ (o) + o+

Ejemplo

Encontrar la serie de Maclaurin de la funcién f(x) = sen .

Solucién

Hallemos las derivadas de F(z) = senx y evaluemos tal funcién y sus derivadas en z = 0

f(z) =senx f(0) =0,
f'(x) = cosx f10)=1,
f(z) = —senx f(0) =0,
f'(x) = —cosz f(0) = -1,
f(z) = senz f(0) =0,

asi que la serie de Maclaurin es

1 [e'e) 2n—1

3 5 2n—
_ oz z° _1\n—1_x _ _1\n—1_z
senz =z — G+ g~ + ()" Gy e = 2aso (G0 G
En la figura 5.1 se muestra cémo tomando cada uno de los términos de la serie vamos aproximando
la funcién.

Ejercicios
Encontrar los desarrollos en series de Maclaurin de las funciones siguientes
1. e* Rilfa+2 424 4 42y =y 2t
2. cosz Ril— 545 — o (1) &y 4o = S (—1)" &y

3. In(1+x) R:z— %2 + a;_d - (_an"’*l T (_1)”1”71

n—1 n=0 n—1
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2 3 5 7
y=x-x /31+x /5!-x /7!
: yx

i
3 5 i
i

y=x-x /6+x /5! /

0 : , /
2
-14 y
] 3 XS 7
y=x-x /31+x /5!-x /7!
24
Figura 5.1: Desarrollo de la funcién f(z) = senx.
4. xe® R:x+x2+§+§—?+. =30 ::1
5. ;ﬁ Ril—z+a?—ad+at— . =300 (—1)"a"
4 8 12 16 20
6. V1+al Ril+L —L p2 -3 470 4 |
e R —— S
8. cosyr+1 R:1-—2H 4 (TH) =000 %
n T 2n

9. cos’x R: 22n+16w — =200 2(2(721))
10. (14 x)“ R:l—i—ax—i—%ﬂ—i—...—i—%" ly .=

o ala—1)..(a—n+2) o=
Dm0 S

5.12. Aproximacion de funciones con polinomios de Taylor
y estimacion de residuos

Una funcién definida en (a,b) se puede aproximar cerca de ¢ con un polinomio de grado n en la forma

n ) (e
fx) :Z ! k'( )(JJ—C)k—FRn(l‘), (5.9)
k=0 ’
o _ f(n+1) (CC*) n+1
R, (z) = W(m — )"t (5.10)

el residuo. Aqui * estd entre z y ¢, elementos del intervalo (a, b).
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Esta ultima férmula nos permite estimar el error en la aproximacién, de tal modo que podemos elegir el
valor de n que se aproxime mas al grado de precisién requerido. En la préctica, para obtener una aproximacion
lo que se hace es evaluar cada término y sumar, terminando los cdlculos cuando la cantidad a sumar sea menor
que el error maximo permitido.

Ejemplo

Aproximar e con cuatro cifras significativas correctas.

Solucién

Tenemos que

con lo que

El residuo de esta aproximacién (que queremos que sea menor que 0.00005) es

@)

|Rn(1)] = NCESE

, con 0 <z* <1.

En la préctica, si evaluamos la suma para cada valor de n comenzando desde 1, sera suficiente
con detenernos en aquel valor donde ya no cambien las cuatro primeras cifras. A continuacién
tenemos los resultados de estos calculos

n=1e~x1
n=2e~x2
n=3,e~x25

n=4, e~ 2.666...
n=>5, e~ 2.708333...
n=06, e~ 2.71666...
n="7, e~ 2.7180555...
n =38, e~ 2.7182539...

La ultima cantidad calculada nos da la aproximacion buscada, ya que en ella ya no cambiaron
las cuatro primeras cifras. Asi pues, tenemos que

e~ 2.718.
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Ejercicios

1. Aproximar sen 62° con cuatro cifras significativas usando una serie de Taylor para sen x alrededor de 7.
R: 0.8829

2. Aproximar sen 32° con cuatro cifras significativas usando una serie de Taylor para sen z alrededor de F.
R: 0.5299

3. Aproximar cos 36° con cuatro cifras significativas usando una serie de Taylor para sen z alrededor de F.
R: 0.8090

4.  Aproximar e~2 con cuatro cifras significativas. R: 0.1353

5. Si se aproxima senx por T — % para |z| < 0.5, jcudl es el error mdximo en la aproximaciéon? R:

0.00026.

6. ;Cudl es el error maximo al aproximar In(1 + z) con z para |z| < 0.057

En los siguientes ejercicios, verificar la suma dada y usarla para aproximar con un error menor que

0.0001.
7.y BV g R: 0.6931
8. Yol o = senl R: 0.8415
9. Yol i =¢ R: 7.3891
) —1)nt e—
10. Yo G et R: 0.6321
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Apéndice 1: Limites de sumas

Induccion matematica

Cuando hay alguna propiedad concerniente a los nimeros naturales que muestra cierta regularidad para los
primeros enteros, a veces podemos generalizarla y decir que es valida para todos los enteros dando una férmula
de correspondencia. Sin embargo, puede ocurrir que la férmula en cuestion sélo sea cierta para los primeros
enteros, pero no para todos. Lo anterior nos obliga a verificar que esta féormula en efecto es valida para todos
los enteros; pero como no podemos tomar el conjunto infinito de los enteros y verificar para cada uno de ellos,
es necesario usar un método de demostracién que nos garantice la validez para todos. A este método se le llama
método de induccion matemdtica.

El método consiste en tres pasos sencillos

1. Probar que la férmula es valida paran = 1.
2. Suponer que la férmula es vélida para n (Hipétesis de Induccién).

3. Probar que la férmula es valida para n + 1.

Notemos que aunque el paso 2 no nos pide hacer nada, en realidad si es un paso importante, pues en él
estd implicito que ya conocemos la férmula. Este método no nos dice cémo encontrar las formulas de recurrencia,
sino solamente como comprobar si son o no validas.

Ejemplo

Demostrar que para g # 1 es vélida la férmula:

1 _ 1_q7l

l—q.

1+q+¢*+..+q

Solucién

Primero probemos que la formula es vélida para n = 1, es decir

1—q1

1—q7

lo cual es cierto. Supongamos que la férmula es valida para cualquier n y probemos que es vélida
para n + 1, es decir

9 L 1_qn+1
14+qg+¢q +...+q"_ +q"=ﬁ

El lado derecho de la igualdad anterior se puede manipular de la siguiente forma

lfqn+1:lfq"Jrq"*an:lfqn+qn(17Q) "Jrﬂ

1—g¢q 1—¢q 1—g¢q 1—¢q 1—gq
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Ahora bien, puesto que estamos suponiendo que la férmula es védlida para n, tenemos que el
término final en la dltima ecuacién vale 1 4+ g + ¢% + ... + ¢"~ L, asi que, finalmente tenemos la

ecuacion
2 n—1 ) 1—g"t
l+q+q¢ +..+¢" +q" = g
Como la férmula es vélida para 1, para n (por Hipdtesis de Induccién) y para n + 1, es vélida
siempre.
Sumas

La notacién ) ,_, para las sumas nos permite abreviar la escritura de una suma muy larga, pero no nos da
un método para evaluarlas. Por lo tanto, para cada caso es necesario obtener una férmula de correspondencia
que nos permita evaluar la suma, ademas de verificar que tal férmula siempre es valida. Para obtener cada
férmula se usan métodos diferentes, pero no se expondran aqui. Sélo se mencionan las férmulas y se prueba su
validez con el método de induccién.

Ejemplo

Demostrar la validez de la férmula

(]
[y
I
S

>
Il
=

Solucién

Para n = 1 tenemos que

-
—
Il
—

=
Il
—

o sea que si se cumple.

La suma

[~]=
—_
I
3

o~
Il
i

por hipétesis de induccién.

Para n 4+ 1 tenemos que

n+1 n

di=1+) 1=1+n,
k=1 k=1

de donde concluimos que la férmula siempre es valida.
Ejemplo

Demostrar que:
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" n(n+1)
S,
k=1
Solucién
Para n = 1 tenemos que
! 1(1+1)
> k= =1

k=1

Como la férmula es véalida, ahora la aplicamos a n + 1

m+1(n+2) nn+1l)+2(n+1) nn+1)

= = tn+l=> k+n+l=

2 2 2 Pt

de donde vemos que la férmula dada si se cumple.

Ejemplo

Probar la validez de la féormula

Soluciéon

Para n = 1 tenemos que

ikz _lasnem+n

Para n + 1 tenemos que

n+1)(n+2)2n+1)+1  (n+1)(n+2)(2n+3)

6 6
~nn+1)2n+3) nn+1)2n+3)

= 5 + 5 =

_nn+1)2n+1)  2nn+1)+2(n+1)2n+3)
= 5 + . =

_nn+1)2n+1) 2(n+1)Bn+3)

- 5 + g =
~_nn+1)2n+1) 2 s 2 2_n+1 2
- : +n+1)? =)+ n+1)? =)k,

k=1 k=1

que es la suma correcta.
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Limites de las sumas

Como necesitamos calcular los limites de las sumas anteriores, cuando n tiende a infinito, utilizaremos la
férmula conocida del calculo diferencial que establece que: lim,_, q%m = 0, donde z es cualquier niimero real
diferente de cero (en particular puede ser cualquier entero n) y m es un ntimero mayor que cero. Con esto
tendremos que los limites de las sumas, calculados con las férmulas demostradas anteriormente, se reducen
facilmente a expresiones donde se obtienen ceros y sélo quedan los niimeros que nos daran los valores buscados.

Ejemplo

Demostrar la validez de la férmula

Solucién

Como en la suma n no cambia al cambiar k, podemos sacarla de la sumatoria (lo cual equivale a
factorizarla), pero NO del limite

1 — 1
lfm —21: lim —n = 1.
k=1

n—oo M n—oo N

Ejemplo

Demostrar el limite

—~k 1
1f — =
M) s =3

Solucién

Anélogamente al ejemplo anterior, sacamos n? de la suma:

n

1 1 n(n+1) n?+n 1 1 1
lim — I =
Jm 2

k= lim —————~ = = lim o4 —=.
2T T W T a2 o 2

Ejemplo

Demostrar el limite

=k 1
lim Z — = —.
n— 00 7’L3 3
k=1
Solucién

También aqui sacamos a n?, obteniendo

n

.1 5 ., 1nn+1)2n+1)
Jim =3 Tk = lim — 5 =
k=1
2n3 2 1 1 1 1

n— o0 6n3 n—oo 3 2n 6712 3
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De los casos anteriores podemos deducir la generalizacién

Ny Lt |

lim E — = -

n— 00 nt 1
k=1

que es véalida, pero que su desarrollo por induccién se complica debido a la presencia de méas de un indice de
corrimiento, razén por la cual no se hars aquil.

IEl lector interesado puede consultar el libro Calculus, de M. Spivak citado en la bibliografia.
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Apéndice 2: Tablas

Identidades trigonométricas

1. cos?f +sen?f =1
sec?f =1+ tg20

1+ctg 2z = csc®z

2
3
4. cos(a =+ ) = cosacos Fsenasenf
5. sen(a=£ 3) =senacos + cosasen 3
6

ta(o + ) = SEeEel

1Ftgatg B
sen2 T = 170§)SQ‘T
0032 T = 14cos 2z

2

Identidades hiperbdlicas

1. cosh?# —senh?6 =1

2. sech 20 =1 —tgh?0

3. cosh(a £ 3) = cosh acosh 8 + senh awsenh 3
4. senh(a + ) = senh acosh 3 £ cosh awsenh 3
5. tgh(a+ §) = {ELTELD

6. cosh’z —senh®z =1

7. tgh®z + sech 2z =1

8. ctgh?z —csch?z=1

9. senh? gy = cosh2e—l

2

10. cosh®y = cosh2etl

Identidades logaritmicas

Inx
Ina

log, x =
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Identidades exponenciales

1. e%.¢e¥ =ty
2. (e")V =e"
3. S =e"Y
4. /e =en
5. a® = emlna
L]
Derivadas
1. dix" =na" !
xT
2. J-e"=e
d _1
3. 4 Inz = =
4. di SenT = cosx
T
5. L coszr=—senz
: dx
d —anp?
6. J-tgx=sec’x
d a2
7. S-ctgx = —csc'x
8. Lgecxr =secxrtgx
: dzx
9. Lcscxr = —cscxetg x
. dx g
10. di senh x = cosh x
€T
11. dicoshxzsenhx
T
a _ 2
12, S-tghx = sech “z
d o anh 2
13.  grctgh @ = —csch “z
14. disech xr = —sech xtgx
xT
d e
15.  g-csch z = —csch zctg o
d 1
16.  g;arcsenr = ———;
d _ 1
17. -arccosz = ——
d _ 1
18. arctge = 7=
d 1
19. garcctg . = — 7
d _ 1
20. 4z ATCSEC T = —7o
21 d 1

dpATCCsC T = — =y
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Integrales
1. fx”dz:%+07(n7éfl)
2. [Ldz=Inz+C
3. [e"dz=e"+C
4. [senz dx = —cosz+C
5. [cosz dx=senz +C
6. [sec’zdr=tgz+C
7. [estxdr=ctgz+C
8. [secxtgz de = —secx+C
9. [escactg x dv = —cscx+C
10. [tgz dz = —1In(cosz) + C
11. [ctg x de =1In(senz) + C
12.  [secz dx =lIn(secx + tgz) + C
13.  [escx dx = In(csca — ctg z) + C
14. [senhz dx = coshz + C
15.  [coshz dz = senhz + C
16. [ sech ?z dz = tghz + C
17. [esch 2z do = —ctgh z + C
18.  [sech ztghz dx = —sech z + C
19.  [csch zetgh @ do = —csch z + C
20. fﬁ dx = arcsenz + C
21. f—ﬁ dx = arccosz + C

22. fﬁ dx = arctgz + C
23. [ —1F do = arcctg x4+ C
24. fﬁ dr = arcsec z + C

25. f*ﬁ dx = arccsc x + C

Desarrollos en serie de algunas funciones

1. ea:1+x+€_f+é—f++fl—7+22?:o%

2. senx =x — g—f + iﬁ)—? — (—1)"—1% 4. = Zfzo(—l)n_l%
3. cosz=1—%r+ % —.t (—1)"(%, +..= Zfzo(—l)”%
4ol +a) =G+ — o+ ()" = ()

oo  ala—=1)...(a—n+2) n—
> n—o ( ()71—(1)! R gnt
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Métodos Operativos
de Calculo Integral

El estudiante que inicia la licenciatura en Ingenieria encontrard en
Meétodos Operativos de Cdlculo Integral un libro con informacién clara'y
ordenada para apoyar su aprendizaje. El texto complacera también a
todo aquel amante de las Matematicas que desee revisar los principios
del Calculo Integral.

Mediante la introducciéon de contenidos a través de problemas con
diferentes estrategias de solucion, se busca que los estudiantes logren
la comprensién de definiciones, conceptos y enunciados de teoremas
para ir construyendo su propio conocimiento de la materia.

El texto abarca los conceptos de integral, métodos basicos y avanzados
de integracion (poco comunes en libros tradicionales) y aplicaciones
de la integral para casos practicos en Geometria, Fisica y Matematicas.
Los contenidos se ilustran con problemas cotidianos de la Ingenieria,
apoyados por diagramas que permiten visualizar su solucién grafica. Se
ha incluido también un buen nimero de ejercicios con sus respectivas
soluciones, a fin de que el estudiante mida su avance por si mismo.

Las distintas materias que requieren del Calculo Integral para atacar los
problemas incluidos favorecen un ambiente interdisciplinario para el
lector; aunque --como el autor sefala--“ha de aceptarse que cuando se
avanza a mayores niveles de abstraccion en la Matematica, resulta cada
vez mas dificil hallar conexién con situaciones de la vida diaria: el
futuro ingeniero deberd comprender que su vida diaria, si bien sera
apasionante, también serd muy diferente a la de otros profesionistas”.




