PFD - Ingenieria Térmica

Ingenieria Energética

Mecanica de Fluidos

Principal - Mecanica de Fluidos

http://personales.ya.com/universal/TermoWeb/MecanicaFluidos/index.html [24/07/2003 1:08:55]


http://personales.ya.com/universal/TermoWeb/index.html

DEPARTAMENTO DE INGENIERIA
ELECTRICAY ENERGETICA

UNIVERSIDAD DE CANTABRIA

MECANICA DE FLUIDOS

Pedro Fernandez Diez



I.- INTRODUCCION A LOS FLUIDOS

1.1.- PROPIEDADES DE LOS FLUIDOS

Los fluidos son agregaciones de moléculas, muy separadas en los gases y proximas en los liqui-
dos, siendo la distancia entre las moléculas mucho mayor que el diametro molecular, no estando
fijas en una red, sino que se mueven libremente.

Un fluido se denomina medio continuo, cuando la variacion de sus propiedades es tan suave que
se puede utilizar el calculo diferencial para analizarlo.

En Mecanica de Fluidos solo hay cuatro dimensiones primarias, de las que se derivan todas las
demas, a saber, masa, longitud, tiempo y temperatura.

Las propiedades de los fluidos méas interesantes son,

a) La isotropia, por cuanto mantienen igualdad de propiedades en todas direcciones.

b) La movilidad, por cuanto carecen de forma propia, por lo que se amoldan a la del recipiente que los con-
tiene; a un esfuerzo infinitamente pequefio le corresponde una deformacion infinitamente grande.

c) La viscosidad, que constituye una resistencia a la deformacién, la cual no sigue las leyes del rozamiento
entre solidos, siendo las tensiones proporcionales, en forma aproximada, a las velocidades de las deformacio-
nes; esta Ley fue formulada por Newton, que decia que, cuando las capas de un liquido deslizan entre si, la
resistencia al movimiento depende del gradiente de la velocidad dv/dx, y de la superficie,

F=hS

D.‘Q
X <

siendo h la constante de proporcionalidad; ahora bien, la velocidad va variando progresivamente de capa en

capa, y no bruscamente.
Si la velocidad relativa de desplazamiento es nula, la tensién también lo sera.

d) La compresibilidad, segln la cual, para cualquier esfuerzo a que se someta al fluido, su volumen practi-
camente no varia. Asi, para el caso del agua, por cada kg/cm2 que aumente su presion, se comprime 1/20.000
de su volumen. Para los fluidos compresibles, el volumen especifico sera funcion de la presion y de la tempera-
tura, siendo complicadas las expresiones que ligan estas variables.
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Fig I.1.- Isotaquias de velocidades
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Fig 1.2.- Comportamiento de algunos fluidos

La expresion general de la compresibilidad k es,

1, 9v
k=-=(2
V(ﬂp)T

Los fluidos perfectos tienen,

a) Isotropia perfecta

b) Movilidad perfecta

c) Fluidez perfecta, es decir, ausencia de viscosidad
d) Compresibilidad nula

De la ausencia de rozamiento en un fluido perfecto, resulta que,

a) Toda deformacidn se efectuaria sin trabajo
b) Todo elemento de un fluido, puede ejercer solamente esfuerzos normales sobre un elemento vecino, o

sobre una pared proxima

En la Fig 1.2 se representan las graficas cartesianas de algunos de los diferentes tipos de flui-
dos, tomando como eje de ordenadas, dv/da, y como eje de abscisas el esfuerzo cortante.

1.2.- VISCOSIDAD DINAMICA Y CINEMATICA

En la Ley de Newton enunciada anteriormente, h es la viscosidad absoluta o coeficiente de

viscosidad dinamica; despejando este valor en dicha ecuacién se tiene,



h:E%:td_X
S dv dv

siendo la relacion 5 el rozamiento por unidad de superficie.

El rozamiento en los liquidos se corresponde con el esfuerzo cortante en los sélidos. Se sabe que,
el esfuerzo cortante en los sélidos, origina a veces otros esfuerzos como los de traccién y compre-
sion; lo equivalente en los liquidos es que originan variaciones de presién, de tal modo, que la presion
media sobre un elemento considerado, puede verse afectada por una pequefia variacién en mas o
en menos.

A la relacion entre la viscosidad dinamica y la densidad del fluido se la conoce como viscosidad

. - h
cinematica, n= r

Unidades.- El Poise es la viscosidad absoluta h o dinAmica de un fluido en el cual, la fuerza de

una dina actuando sobre una capa de 1 cm2 de superficie, le imprime una velocidad de 1 cm/seg a
otra capa paralela a la misma superficie, situada a 1 cm de distancia.

En consecuencia se tiene,

Sistema cegesimal, 1 Poise = 20255
cm?
! ecni i : Kk
Sistema técnico, 1 U.T.M. =98 Poises b 1 Poise = 9_18 9 szeg
m

La viscosidad dinamica del agua a 20°C es igual a 0,01 Poises, 1 Centipoise.

La viscosidad cinematica se define en la forma, n= — , siendo r la densidad.
r

El coeficiente de viscosidad cinematican del agua para 0°C y 760 mm de presion es,

2
n,= 0,0178 Stokes = 1, 78.106 1=
seg

mientras que a 20°C es de 0,01 Stokes o un Centistoke.

1.3.- MEDIDA DE LA VISCOSIDAD

VISCOSIMETRO ABSOLUTO CALIBRADO.- Mediante un viscosimetro absoluto calibrado, se

determina el tiempo de derrame del volumen constante de liquido cuya viscosidad se desea conocer.

Si el derrame es debido a la accién de su propio peso, se determina la viscosidad cinematica.

Si el derrame es debido a una diferencia de presion, se determina la viscosidad dindmica.

El fluido circula a temperatura constante, bajo una diferencia de presion también constante, a
través de dos tubos capilares calibrados, Fig 1.3.a.

El capilar A se mantiene a temperatura constante; el liquido fluye a traveés del capilar, desde la
bureta graduada cilindrica B al embudo E, por rebosamiento del tubo grueso C.

En el instante t, si la diferencia de nivel del liquido en los dos tubos comunicantes By C es h, la



diferencia de presion que rige el flujoes,gh =r g h.

El volumen de liquido dV que fluye durante el tiempo dt viene dado por la expresidn,

B _ p(pPo-pP)R* . phrgR4
dv = Qdt = S dt = —gpp— dt

siendo R el radio del capilar, I la longitud del mismo y Q el caudal de fluido que circula.

Llamando V al volumen que ha fluido entre los instantes t; y t, correspondientes a los niveles

h; y hy, y dado que la bureta graduada es cilindrica, se tiene,

hr gR4
VoV ogv=- Y gn = PATOIR
dh  hi-h, hi-h, 8hi
r g R4 rg R4
V. dh _PTOR & b V_jphe JPTORT )
hi-h, h _ 8hl hi-h, " h, 8hl

por lo que la viscosidad cinematica es,

h _ pgR*(h;-h))(t,-t,)

T 8l VI i
nm

gue permite hacer una medida absoluta de la viscosidad cinematica, lo cual comporta la determi-
nacion de todas las magnitudes que intervienen en la expresion anterior.
También es fundamental definir la temperatura para determinar el estado del fluido.

VISCOSIMETRO EMPIRICO.- El viscosimetro empirico se basa en el derrame de liquidos por un
pequerio orificio calibrado, Fig 1.3.b. Aplicando la ecuacién de Poiseuille se puede medir la viscosidad
del liquido conociendo su densidad y el tiempo que tardaria en pasar entre dos graduaciones fijas del
tubo graduado A y B, conociendo la viscosidad de un liquido patrén n' con el que se le compara, su

densidad y el tiempo que tardaria en pasar entre los mismos puntos.
Segun la ecuacion de Poiseuille,

p Dp R* _ ZpE(B)‘l 1_ Vo—lumen (m_3)
8 hl I 2 h Tiempo — seg

Q:

El volumen del liquido a medir es,

Ryt W rgh Rt
v=2pE(5)4h =IDp=gh=g(h'- ) =rghl=2pF= (5
El volumen del liquido patrén, es,
Co P RA T s h= g [=2p 8N Ryat
V=2p——(3)" 7 = | Dp'=gh=rghl|=2p——(3)" 15

Dividiéndolas miembro a miembro resulta:
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La cubeta M tiene que ser lo suficientemente grande como para que el aumento de nivel en la
misma sea despreciable; ademas, acelera el paso del liquido por la pipeta, evitando la formacién de
gotas a la salida por tensién superficial. Para calcular la variacion de la presion se toma un valor
medio en alturas. Las viscosidades medidas con estos aparatos oscilan entre 0,01 y 15 Poises,
oscilando el tiempo de paso entre 70 y 700 segundos.

VISCOSIMETRO DE CILINDROS COAXIALES.- Para dar una primera definicion de la viscosi-
dad basta con medir la fuerza necesaria para desplazar, en su plano, una placa plana paralela-
mente a otra, pero las dificultades practicas que comportaria la realizacion de dicha medida, hace
gue, en la practica, se reemplacen las dos placas por dos cilindros coaxiales, de radios r; y ro,
dejando entre ellos un ligero espacio, r 1 - r 2 = e, que contiene el fluido a estudiar, Fig 1.4.

Si se hace girar el cilindro exterior alrededor de su eje a velocidad constante, el cilindro interior
tiende a girar en el mismo sentido, por lo que si se desea mantenerlo inmovil, es necesario ejercer
sobre él un par M en sentido inverso al del movimiento del cilindro exterior.

AR
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Fig 1.4.- Viscosimetro de cilindros coaxiales

En régimen permanente, este par resistente C debe equilibrar el par motor que provoca la rota-
cion del cilindro exterior, ya que no existe ninguna aceleracion de la masa del fluido a la cual se apli-
guen los dos pares; la determinacién del par C permite determinar la medida absoluta de la viscosi-
dad del fluido.



En el fluido, la velocidad angular varia progresivamente de 0 a, 2 pn, a lo largo de los radios de

los cilindros, siendo n el niumero de revoluciones por minuto del cilindro exterior.

Si se consideran dos circunferencias concéntricas, de radios ry, r + dr, en las que el fluido se
mueve con velocidades angulares respectivas, w y w + dw, y si se toman dos particulas de fluido
cuyos centros respectivos estan sobre estas dos circunferencias, en el instante t, puntos Ay B
sobre el mismo radio; durante el tiempo dt, si la particula que estaba en A pasa a A, la particula
que estaba en B pasara a B'.

La particula cuya velocidad angular sea mayor, esta mas lejos que el punto B", situado sobre el
radio que pasa por A; el deslizamiento durante el tiempo dt de la particula exterior, en relaciéon a la
particula interior, esta representado por B"B’ y la diferencia de velocidades en el deslizamiento del

espesor de la lamina fluida que contiene las particulas es, % = (r +dr)dw.

El gradiente de esta velocidad relativa siguiendo el radio es, despreciando los términos de segun-

dw
doorden, r ar-

La tension tangencial en el liquido es,

t:Froz:hd _hrd

S dr dr

El par M es el mismo a lo largo del radio r, ya que debe también equilibrar, en régimen perma-
nente, el par motor C, por lo que, M = C.

Si la longitud vertical de los dos cilindros en contacto con el liquido es L, el momento de las fuer-
zas de viscosidad respecto al eje es,

dw Cdr

M=Fr=2pr Lt)r=2pr3Lh0Ir ; M=C ; dW=2pr—3Lh

La integracion de la ecuacion anterior, permite obtener la velocidad angular, que queda en la
forma,
Para,r =r, ; w=0
C C C

C 1 1
- = o+ = C = - + = —_— -
4pr2Lh Cte —_— 4pr2Lh 4pri2Lh 4pLh (r12 rZ)

W= -
Cte =
4pr?Lh

Para,r =r,, w= % siendo n el nimero de rpm del cilindro exterior por lo que despejando la

viscosidad h se obtiene,

h=_ C (1 .1y - 15C 1 . 1,
4pLw ‘f2 2

re r3 2pPLn rf r3

El calculo precedente no tiene en cuenta la existencia de las secciones rectas inferiores de los
cilindros, por lo que suele introducirse un término correctivo que introduce el fondo circular, de
forma que, aproximadamente, se pueda considerar que el fondo se comporta como una altura
suplementaria h, quedando la expresion de la viscosidad en la forma,



h = 15 C 1 1}

2p?> (L+h) n r¢ r3

En este método, la determinacion de h se limita a realizar una serie de medidas geométricas

(ry, ro, L), cineméaticas n y mecénicas C. Es evidente que ademds, la temperatura y la presion del

fluido tienen que ser conocidas y medidas.

El aparato debe estar situado en un recinto a temperatura regulable, de forma que se pueda
mantener fija en el transcurso de la medida.

Por convenio internacional, existen unidades basadas en el tiempo que tarda el liquido en pasar
a través de un orificio perfectamente calibrado.

En Europa se utilizan los grados Engler.
En USA se utilizan los segundos Saybold.
En Inglaterra se utilizan los segundos Reedwood.

Los grados Engler se obtienen dividiendo el tiempo de vaciado del liquido problema a través del
orificio calibrado y el tiempo que tardaria por el mismo orificio un liquido patron, agua destilada,
efectuando ambas mediciones a la misma temperatura; en consecuencia,

IR

t agua

siendo las temperaturas mas usuales para realizar estas mediciones de 20°C, 50°C 100°C.

Los segundos Saybold se obtienen midiendo el tiempo que 60 cm3 de fluido tardaran en circular
por un orificio calibrado siendo las temperaturas mas usuales de 70°F, 100°F, 130°F y 210°F.

Los segundos Reedwood se obtienen midiendo el tiempo que 50 cm3 de liquido tardarian en circu-
lar por un orificio calibrado, siendo las temperaturas mas usuales de 70°F, 100°F, 140°F y 200°F.

Los coeficientes de viscosidad de los aceites lubricantes se expresan en unidades arbitrarias; en
USA se utiliza el nimero S.A.E., iniciales de Society of Automotive Engineers.

A 130°F, la viscosidad de algunos aceites es,

SAE 10, esta comprendida entre 160 y 220 centipoises
SAE 20, “ “ 230y 330 “
SAE 30, “ “ 360y 430 “

1.4.- INFLUENCIA DE LA PRESION Y TEMPERATURA EN LA VISCOSIDAD
Para temperaturas elevadas, la viscosidad de los liquidos es muy pequefia; para un valor de

temperatura tendiendo a infinito, se corresponde con un valor cero de la viscosidad. La ecuacion
que liga la temperatura con la viscosidad es de la forma, Fig 1.5,

ht C _C
log — = . hy = hg 10 7-
g hO T R TO t 0 T TO

siendo hg, C y Tg valores caracteristicos para cada liquido.
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Fig I.5.- Influencia de la presion y la temperatura en la viscosidad
Para liquidos, la variacion de la viscosidad con la presion viene dada por,
hp,=hg aP

con hg y a parametros caracteristicos para cada liquido.

Para los gases, la ley de dependencia entre la viscosidad y la temperatura, se puede expresar
bastante bien por la formula de Sutherland, de la forma,

c T

1+ 573) 273
C
1+ &

hr = hg

en la que los valores de hg y C vienen dados en la Tabla 1.1 y sirven para valores de T comprendi-

dos entre 100°K y 1500°K.
Por lo que respecta a las presiones, la viscosidad depende de ellas segUn la expresion,

hp= ho(1+bp)
conociéndose pocas experiencias que permitan calcular b.

i Parael CO, a 25°C. b=7470.10"6
|

Algunos valores de b son, | Para el benzol a 20°C b =930.10°°
Iparael agua............. b=17.106

Tabla I.1.- Valores de C y ho de la férmula de Sutherland

Fluido c ho
Kg.seg/m?
Aire 114 0,166
Oxigeno 128 0,18
Hidrégeno 74 0,083
Nitrégeno 110 0,16
Anhidrido carbénico 260 0,137
Mondéxido de Carbono 0,16
Vapor de agua 673 0,087

Se observa que cuando la temperatura del fluido aumenta, la influencia de la presion disminuye.



1.5.- INDICE DE VISCOSIDAD

Para definir el indice de viscosidad se parte de dos tipos de aceite patrdn,
a) Un aceite parafinico al que se asigna el indice 100 (Pen-silvania)
b) Un aceite asfaltico al que se asigna indice 0 (Gulf Coast)

Mezclando estos aceites patrones en diferentes porcentajes, se obtienen otros indices compren-
didos entre 0 y 100; el liquido problema se compara con el mas préximo a uno de estos indices,
obteniéndose de esta forma el indice del liquido problema.

n® L ; V..
n® H; V..

I
o

. o _ AB _ L-n .
V.1. (Viscosity index) = 100 Yol 100 -H 'Sh

—_ ——

100

v Indice O

H Problema

I
I
Indice 100 _ |
\ Gulf Coast
I
| > Pensilvania
100°F | 210°F
37,8°C 98,9°C " T

Fig I.6.- Indice de viscosidad
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Fig I.7.- Viscosidad del agua y de algunos liquidos derivados del petréleo



Tabla I.2.- Valores de Hy L para v a 210°F

VISCOSIDAD CINEMATICA A 210°F
H L H L H L H L

8,00........ 63,72,..108,86 | 9,00........ 76,35.,.135,17 |10,00.......89,18...162,49 | 11,00......102,54...191,85
8,10........ 64,97...111,42 | 9,10........ 77,61.,.137,84 |10,10.......90,46...165,36 | 11,10......103,91...194,90
8,20........ 66,25,..114,06 | 9,20........ 78,88.,.140,51 |10,20.......91,81...168,30 | 11,20......105,30...197,96
8,30........ 67,50,..116,65 | 9,30........ 80,18.,.143,28 |10,30.......93,13...171,19 | 11,30......106,72...201,15
8,40........ 68,75,..119,30 | 9,40........ 81,45.,.145,99 |10,40.......94,46...174,07 | 11,40......108,10...204,24
8,50........ 70,04,..121,92 | 9,50........ 82,71..148,69 |10,50.......95,82...177,07 | 11,50......109,49...207,34
8,60........ 71,29,..124,53 | 9,60........ 83,98.,.151,41 |10,60.......97,15...179,98 | 11,60......110,89...210,47
8,70........ 72,54,..127,15 | 9,70........ 85,26.,.154,15 |10,70.......98,49...182,90 |11,70......112,27...213,60
8,80........ 73,79,..129,78 | 9,80........ 86,57.,.156,98 |10,80.......99,82.,.185,85 |11,80......113,71...216,83
8,90........ 75,09...132,51 9,90........ 87,85...159,72 10,90......101,20...188,87 | 11,90......115,11...219,98

1.6.- TENSION SUPERFICIAL Y CAPILARIDAD

La diferencia entre las moléculas que estan dentro de un liquido y las que estan en la superfi-
cie es que, en las primeras, las fuerzas atractivas que actlan en el pequefio espacio en que se
manifiestan, se contrarrestan, mientras que en las segundas no sucede lo mismo, por cuanto exis-
tira una resultante R que se dirige hacia el seno del liquido, Fig 1.8.

Por lo tanto, si se quiere aumentar la superficie libre del liquido, sera a expensas de llevar molé-
culas del mismo, a dicha superficie, tomandolas del interior del liquido, lo cual requiere un consumo
de energia. para poder evaluar el consumo de energia por unidad de superficie aumentada, que se
conoce como tension superficial, se forma una laminilla jabonosa que al aplicarla un esfuerzo F
avanzara una cierta longitud I, Fig 1.9, obteniéndose asi un trabajo equivalente al necesario para
llevar moléculas a la superficie; cualquiera que sea el grado de estiramiento la fuerza aplicada F
sera siempre constante, en contra de lo que ocurre con una membrana, que sigue la ley de Hooke.

El trabajo realizado es proporcional a DS, siendo la constante de proporcionalidad la tensién

superficial s,
Trabajo: FI =|s = % P F=2as|=2asl| =DSs
siendos la tension superficial, que es una fuerza por unidad de longitud perpendicular a IafuerzaE,

6 también, el trabajo realizado por unidad de superficie, al aumentar la superficie.

El aumento de superficie se consigue al aplicar la fuerza F, ya que la lamina al estar formada
por un volumen de liquido limitado por dos capas superficiales cuyo espesor es de algunas molécu-

las, al aplicar la fuerza F habré moléculas de este volumen de liquido que se desplazaran hacia las
capas superficiales.

\V4

Lamina

o
1R'

Fig 1.8.- Fuerzas de tension superficial Fig 1.9.- Esquema para la determinacién del trabajo
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El conjunto de fendmenos que vienen ligados a la tension superficial se conocen como efectos de
superficie. Ampliando los efectos de superficie a laminas que separan una pared sélida y un liquido,
0 una pared solida y un gas, tendremos los fenémenos de capilaridad.

Si llamamos,

S1, tension superficial entre solido y liquido
S, tensidn superficial entre liquido y vapor
S3, tensidn superficial entre vapor y sélido

a , el angulo de contacto o angulo de capilaridad

fa, la fuerza adherente o fuerza de atraccion entre la porcion aislada y la pared

resulta: Fig 1.10,
fa = sy sena ; s3-S; = Sp cosa ;tga =

A su vez,

2
- S3 - S
senazg—;cosazu;fa L (53 - s1)° _

ul

Vapor

Liquid 4
iquido h
mg
2

- ==

¥

X Fig 1.11.- Altura alcanzada en un capilar
Fig 1.10.- Pardmetros de capilaridad por tensién superficial

por lo que,

2 2
$3 =2+ (sg- s)2="f2+(1a)" =f2(1+ L1y =-_Ta
tga t g%a senZa

Como conclusion se puede decir que, cuando,

(s3-5,)>0, s;>s, b tgaes(+), elliquido moja

(s3-s54)<0, s;<s; b tgaes(), elliquidonomoja
1.7.- ALTURA ALCANZADA POR UN LIQUIDO EN EL INTERIOR DE UN TUBO DE

PEQUENO DIAMETRO

La columna liquida (ABCD) estara en equilibrio bajo la accién de su propio peso y de la compo-
nente vertical de la fuerza de tension superficial, que actla sobre la circunferencia de interseccion

1.-11



de la columna liquida con el tubo, Fig 1.11.

A partir de la componente vertical F se obtiene el de h,

2scos a

F=2prscosa=pr2gh b h= g

siendo s el coeficiente de tension superficial, h la altura alcanzada por el liquido en el interior del

capilar, que es directamente proporcional al coeficiente de tensién superficial, y esta en razon
inversa de la densidad del liquido r y del radio del tubo r.

Si a esta muy proximo a 0, Fig 1.11, la expresién anterior permite medir el coeficiente de ten-
sion superficial s,
hrr
S = Tg
Si admitimos que el menisco tiene forma esférica de radio R, el valor de la presion interior sera,

__2scosa _ 2s
hg=p==—"7 - "R

gue es una depresion, para cuando el menisco tenga forma concava, y una sobrepresion para
cuando tenga forma convexa.

Tabla I.3.- Valores del coeficiente de tensién superficial s, dinas/cm

Liquido Tension superficial Liquido Tension superficial

dinas/cm dinas/cm

Mercurio en aire 523 Aceite lubricante 35,7-38,7

Mercurio en agua 401 Aceite crudo 23,8-38,7

Mercurio en vacio 495 Benzol 29,4

Agua 72,5 Petréleo 26

Glicerina 30 Alcohol etilico 22

Aceite dericino 36,4 Tetracloruro de carbono 27,2
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I1.- FUNDAMENTOS DE HIDROSTATICA

IL.1.- TEOREMAS HIDROSTATICOS

Dentro de los liquidos en reposo, solamente es posible una forma de tensién, la de compresion,
es decir, la presion hidrostatica, de la que se derivan las siguientes propiedades,

a) En un fluido en reposo, la presion en un punto cualquiera es normal a la superficie sobre la cual se

gjerce. En efecto, si se supone que no es normal, debera tener una direccién cualquiera; si la fuerza

. no perpendicular a la superficie es F, se puede descomponer

en dos, una paralela a la superficie, y otra normal. La fuerza
paralela hace que las capas de fluido deslicen unas sobre
otras, (fuerzas de viscosidad), en contra del principio de que
en Hidrostatica la viscosidad es nula, Fig I1.1.

Fig 1l.1.- Presion en un fluido en reposo Por lo tanto,

-F, = 0, (Fuerza de viscosidad) ; F,=0 ; F=F+F, ; F=F
luego tiene que ser perpendicular.

b) En un fluido en reposo, la presion en un punto cualquiera es la misma sobre todo elemento de superfi-
cie,cualquiera sea la direcciéon de aquella, es decir, la presién no depende del angulo de inclinacion de
la superficie sobre la que actia.

Si por un punto A del fluido se hacen pasar tres planos que formen un sistema ortogonal S1, Sy

y S3, Fig I1.2, y un cuarto plano infinitamente préximo al punto A, y perpendicular a la direccién de

la presién escogida en A, y se aplican las ecuaciones mecanicas de equilibrio, SF= 0, sobre los tres

ejes elegidos, y teniendo en cuenta las siguientes observaciones,



Fig Il.2.- Presién en un punto

- La presion p forma dangulos o. , B , Y, con los ejes cartesianos elegidos.

- Sobre cada cara S;, S» y S3 se ejercen las presiones p;, ps, p3

- El peso de la masa liquida G contenida en el tetraedro formado por los cuatro planos, pasa por el c.d.g.

del tetraedro

se obtienen los siguientes resultados:

1 Proyeccién sobre Ax, p; S;+0 + 0-pScosa-Gcosa' =0
|
i Proyeccién sobre Ay, p, S, + 0+ 0 -p Scosb - Gcosb'=0

¥Proyecci(’)n sobre Az, p; S;+0+ 0 -pScosg-Gcosg' =0

y como el cuarto plano S estd muy préximo al punto A, al tomar limites el valor de G tiende a cero,
por lo que se tiene,

i p,S=PScos a i S,=Scosa

I I

i p;S;=PScosb, ycomo | S,=Scosb P p;=p,=p3=p
¥p383:pScosg }'83:80039

por lo que la presién no es una funcién vectorial, por cuanto es la misma para cualquier direccién,
pero diferente en cada punto. Por lo tanto,

— : _Tp fip ip
=f(x,vy,z cdp == dx + = dy + == dz
p="f(xy,2) P = v YT
Esta propiedad de la presién hidrostatica para liquidos en reposo, se cumple también para liqui-
dos no viscosos en movimiento. Sin embargo, para liquidos viscosos en movimiento, surgen tensio-

nes tangenciales, por lo que la presiéon hidromecénica, en rigor, no posee la propiedad indicada.



I1.2.- ECUACIONES DIFERENCIALES DE EQUILIBRIO DE UNA MASA LIQUIDA

Vamos a obtener las ecuaciones diferenciales del equilibrio de un liquido en el caso mas gene-
ral, cuando sobre el mismo actiie no solo la fuerza de gravedad, sino también otras fuerzas de
masa.

Consideraremos en un liquido en reposo, un punto cualquiera M de coordenadas x, y, z, y presién
p; en el liquido de densidad r , tomamos un volumen elemental en forma de paralelepipedo con sus
aristas paralelas a los ejes de coordenadas, e iguales respectivamente a dx, dy y dz, en el que el
punto M es uno de sus vértices, Fig I1.3.

z
FXY,2)

dz dy

dx

Fig 1.3

Al examinar las condiciones de equilibrio del volumen elegido, representamos porE( X, Y,Z) ala
resultante de las fuerzas exteriores por unidad de masa, por lo que las fuerzas que actian sobre el
volumen escogido segiin las direcciones de los ejes de coordenadas seran iguales a estas componen-
tes multiplicadas por la masa del volumen elegido.

La presion p es funcién de las coordenadas (x, y, z) del punto M; al pasar del punto M, por ejem-
plo, al punto N, cambia sélo la coordenada x, en una magnitud infinitesimal dx, por lo que teniendo
en cuenta el Teorema de la Media, la presion en el punto N es,

ﬂ—pdx

pN:p"‘.ﬂx

Aplicando la ecuacién de equilibrio al paralelepipedo en los tres ejes de coordenadas aF; = 0,

y teniendo en cuenta una masa unidad, r dx dy dz = 1, y que no existe rozamiento entre los filetes
del liquido, por lo que no hay viscosidad, h = 0, se obtiene:

fip

pdzdy-(p+ﬂ—xdx) dz dy +r Xdx dy dz = 0
pdxdz-(p+1}5dy) dx dz +r Xdx dy dz = 0
pdxdy-(p+%dz) dx dy +r X dx dy dz = 0

Dividiendo estas ecuaciones por la masa del paralelepipedo y reduciendo el paralelepipedo al
punto de partida M, es decir, pasando al limite haciendo tender dx, dy, dz a cero, se obtienen las
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ecuaciones de equilibrio del liquido, referidas al punto M,

_Tp . _p . _
rX—ﬂ—X ; rY—ﬂ—y orZ =

NS

que se conocen como ecuaciones diferenciales de la Hidrostatica.

Para el uso practico, resulta comodo utilizar una ecuaciéon equivalente a estas, que no con-
tenga derivadas parciales; para ello, si las multiplicamos respectivamente por dx, dy y dz, y las
sumamos, se obtiene,

f(Xdx + Y dy + Z dz) :gsdx+¥;’dy+$dz:dp

es decir,

dr—p:(de+Ydy+Zdz)
que expresa la variacion de la presion en funcion de las coordenadas (x, y, z) para el caso mas gene-
ral de equilibrio del liquido.

e El segundo miembro de la ecuacion representa el
trabajo por unidad de masa realizado por las
fuerzas exteriores, al trasladar a la unidad de

masa del liquido, de un punto a otro.

El trabajo elemental realizado sera de la forma,

dT = Fdl = Fdl cos a

1
XpYrzy)

™

Como la expresién algebraica de dicho producto

Fig Il.4

escalar es el producto de las componentes F

(X, Y, 2) ydi(dx, dy, dz), se puede poner,
dT =Fdl = Xdx + Ydy + Zdz ; T:Qde+Ydy+Zdz

que confirma lo dicho anteriormente.

Superficies de nivel.- Una superficie de nivel es el conjunto de puntos en los que se tiene el mismo
trabajo por unidad de masa, es decir, el mismo potencial.
Las superficies potenciales tienen la siguiente ecuacién,

T=T(x,y,z) =Ce ;dT = Xdx +Ydy + Zdz =0

y como,



dp

r—:(de+Ydy+Zdz):O P dp=0; p==Ce

las superficies de nivel son superficies de igual presiéon, pero se desconoce si seran planas o no,
mientras no se apliquen las condiciones del problema a la expresion,

Xdx +Ydy + Z2dz =0

Equilibrio de liquidos.- Si se supone que las fuerzas exteriores quedan reducidas inicamente a la

gravedad, es decir,

F(X Y,2) = F(0,0,-g)
el valor de la presion es,

$ = Xdx + Ydy + Zdz =-gdz b dp=-rgdz ; p=py-9g (‘J’dz
ya quer puede ser variable, siendo pg la presién existente sobre el plano, z=z

Si el fluido es incompresible, r = Cte, por lo que,

P=po-rg(z-2z9)=po-9gz-2z0) P Z+%=Zo+p—°=0te

g

siendo, g =r g, el peso especifico del mismo.

Como, z - z¢, es el volumen de un cilindro de base unidad, y altura, z - z(, se puede enunciar que
la diferencia de presiones existente entre dos puntos de una masa liquida (o fluido en general), en equilibrio, es
igual al peso de una columna liquida (o fluida), cuya altura sea igual al desnivel existente entre dichos puntos, y

base la unidad de superficie. Para este caso, la ecuacion diferencial de las superficies de nivel es,
gdz=0;dz=0; z=Ce
que son planos horizontales, siendo la superficie libre una de las superficies de nivel.

Si, z = 0,y, Po= P atm, Se puede poner,

P =Patm* 9 Zo

lpatm es decir, la presiéon en un punto cualquiera de una masa

liquida es proporcional a su distancia a la superficie libre y a
sudensidad, verificAndose esta ecuaciéon independientemente
T del 4rea del fondo del recipiente y de la forma del mismo.

z

:

Plano de comparacion

Fig Il.5

A la expresion,



z +P =qae
9

se la conoce como ecuaciéon fundamental de la estatica de liquidos.

Ecuacion de estado.- La ecuacién de estado es funcién de las variables, r, p, T, y caracteriza la

compresibilidad del liquido, siendo su ecuacién de la forma,
f(r,p, T) =0
y para el caso de una transformacion isotérmica, muy corriente en Mecanica de Fluidos,

f(r.p) =0

Los liquidos oponen una gran resistencia a la reduccion de su volumen, por lo que son poco com-
presibles; como el factor de compresibilidad £ es de la forma,

1 dv

k=- 3 (gph

ypara, T=Ce, k= - D

dv. 1 _ dv _ !
e > v =-kdp=-gdp

<|+~

siendo e el médulo de elasticidad del liquido, observandose que un incremento infinitesimal de volu-

men dv, se corresponde con una disminucién infinitesimal de la presién dp.

Como la masa considerada es constante, vr = Cte, resulta,

dr dr
+ = '7\/:-7:_; '_L = -
r dv v dr 0 ; v ; edp, edp ;
1 b
Inr:;p+Cte ; r=Cee = CePk

y como para un liquido incompresible, k = 0, resulta, r = Cte, como ecuacién de estado.
Altura piezométrica, plano de carga y carga en un punto.- La ecuacion,

z+%=zo+p—é’=H=Cte

determina un plano llamado Plano hidrostdtico de carga, situado a la altura, po/g, sobre la superficie
libre del liquido zy, pudiendo ser pg la presiéon atmosférica o no, pero siempre la existente en z.
Dicha ecuaciéon puede leerse como que, en todo punto de una masa liquida en equilibrio isotérmico,
la suma de la altura sobre un plano de comparacion y de la representativa de la presion, es constante,siendo
la constante el plano de carga.
Para cada punto de dicha masa liquida, p/g, varia y se conoce como altura piezométrica, o altura

representativa de la presion, mientras que a la expresion,



z + P =
g

se la conoce como nivel piezométrico, que puede ponerse también en la forma,

p=(H-2)g
que dice que en un punto cualquiera de un liquido, la presién es la que existiria si se suprimiese la
atmosfera, 6 la correspondiente a zg, y el nivel del liquido fuese el plano de carga.

Se define la carga en un punto de un fluido, como la distancia existente entre este punto y el
plano de carga.
El plano de carga absoluto tiene en cuenta la presién correspondiente a z,, mientras que el

plano de carga relativo no; asi se tiene, Fig I1.6,

Presion absoluta- 1 atm = Presiénrelativa ; p- 1 =py

Plano de carga Plano de carga absoluto (Nivel piezométrico)

f

petm/\{

e S

Plano de carga
relativo

pabs /Y = p/y
preVy H

Plano de comparacion 7 ) _j f

40 7
y

Fig 11.6.- Representacion gréafica de la ecuacién de la Estatica de Fluidos

Plano de comparacién

En general,

p Pr _— Patm

g g g

Resulta evidente que, si sobre la superficie libre de un fluido en reposo actta la presion atmosfé-
rica, el valor de la altura piezométrica para cualquier punto del volumen estudiado del liquido, sera
igual a la profundidad a que esté situado ese punto.

La altura de ascenso de un fluido en un piezémetro, tal como se muestra en la Fig I1.7, es,

_ P-Pam _ P nanomét ri ca
hp=

g g

mediante la cual se puede medir la presién en liquidos y gases.
A 1 atmosfera técnica le corresponden,

P _ 10000 _ 45 mca ; h=—P 210000 oas e He.

h = =
Jagua 1000 grg 13600




Patm Si la presién absoluta en el fluido es menor que la atmos-

férica, se dice entonces que tiene lugar una depresion, de
patm . . . . z
valor igual a la diferencia de presiones entre la atmosfé-
Gas h, rica y la absoluta, es decir,
Pvacio = Patm- P 5 hvacio = Patm - P
Liquido g
p . . . ..
' Para medir la presién de un fluido en condiciones de Labo-
Fig Il.7.- Tubo piezométrico ratorio se utilizan, ademas de los piezémetros, distintos

tipos de manémetros, como veremos mas adelante.

APLICACION A LIQUIDOS PESADOS EN SUPERFICIE LIBRE.- Sea un liquido pesado sobre
cuya superficie libre actia la presion atmosférica. Segin ésta venga dada en valores relativos o
absolutos, el plano de carga coincidira con la superficie libre, o no, Fig I1.8.

En efecto, como la ecuaciéon que liga las profundidades con la altura piezométrica viene dada

por la ecuacion,

z+ P =qae
g

y la ecuacién de las superficies de nivel, o superficies de igual presion, z = K
Al determinar las constantes, que van a depender de las condiciones del problema, se tiene,

= Paa z=h ; P= Pam | h+paigt]m:Cte; h =K
h obteniéndose,
Fig 1.8 ¢

que da a entender que, el plano de carga relativo coincide con la superficie libre; ademas, sobre cual-
quier punto de esta superficie, la presion valdra siempre lo mismo, cero, si es presion relativa, y

Patm Si se trata de presién absoluta.

CASOS PARTICULARES

a) La diferencia de presiones entre dos puntos cualesquiera de un liquido en reposo, es igual al peso de

una columna liquida de altura h’ y seccién unidad, Fig I1.9.

p p .
jl =22+72 ; P2-P1=0@21-2,)=gh

Es lo mismo considerar presiones absolutas que relativas; en efecto,
P2-P1 =(Pr, + Parm) - (Pr, + Patm) = Pr, - Pr, = 9(21- Z2) = gh'
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b) Diferencia de presiones entre un punto y la superficie libre.- En este caso, p1=pPatm; P2=Pp, por
loque,p - patm= Pr =g h',esdecir, la presion relativa en un punto cualquiera del liquido sera igual

al peso de la columna liquida de altura h’ y seccion unidad que gravita sobre €él, Fig I1.10.

Superficie libre Plano de carga absoluto

1(py)

h

a

L
Superficie J Plano de carga relativo
fig

102 (py) OL

Fig 11.9.- Diferencia de presiones Fig 1.10.- Diferencia de presiones entre un
entre dos puntos punto y el plano de carga

Como

p
P=Pam+ gh'=g(=F™ +h)=g(L+h)=gh,

la presion absoluta en un punto del liquido ser4 igual al peso de una columna liquida de altura h, y

seccion unidad, contada desde el punto al plano de carga absoluto, pudiendo imaginar que se ha lle-
nado de liquido la parte comprendida entre los dos planos de carga.

IL.3.- LIQUIDOS SUPERPUESTOS

Para el caso de diversos liquidos inmiscibles y superpuestos, tal como se indica en la Fig I1.11,

para una misma vertical se tiene,

Py =Pam+ 91 hy
P, =Py +0,h,

Suméndolas, se encuentra,
P1 + P2+ P3 *t...+ Pn = Patm+ P1 t P2t Puog + Gihy + ghy +. .+ Ghhy
Pn = Patm + Gih1 + ®h2 +. ..+ thhy

que dice que la presion en un punto es igual a la atmosférica méas la suma de los productos de los
pesos especificos respectivos, en columnas liquidas, correspondientes a cada uno de ellos.

De lo anterior se deduce el siguiente Teorema, La superficie de separacion entre dos liquidos de den-

sidades diferentes es horizontal.



i M
heood
J\ : /
3
j |
f h
h hn |
Paon A Bl

Fig 11.11.- Liquidos superpuestos Fig .12
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En efecto, si se supone de entrada que no es horizontal, tal como se muestra en la Fig 11.12:

Como las presiones pa y pg han de ser iguales, resulta,

},pA=pc+91h'+92h
i P=Pc+ 9y h* + g, h"

PA=PB

g1h'+gyh= g, h*+g,h" b gy (h'-h*=g,(h"-h)
Dado que,

h+h'=h"+h* ; h'-h*=h"-h b (h"-h)(g1-92)=0

y como

91 g2 P h'=h

la superficie de separacion entre dos liquidos de pesos especificos diferentes, es horizontal.

PRINCIPIO DE PASCAL.- Si sobre la porcién plana de la superficie libre de un liquido, se ejerce
una cierta presion, esta se transmite integra y por igual en todas direcciones. En efecto, suponga-
mos los puntos de la masa de un liquido A y B, Fig I1.13, para los que se cumple,

pe-pPa=gh

A su vez, los puntos A y B habrdn experimentado cambios en su presion, de forma que ésta se

incrementa en Dpp y Dpa; asi se tiene,

(pg+ Dpg) -(pa+ Dpa) =gh
Pe-pPa+ Dpg-Dpa=gh P gh+ Dpg-Dpa=gh P Dpg=Dpa

y por lo tanto, si la presién de un punto A se incrementa en un cierto valor, la presién de otro punto
B quedara asimismo incrementada en el mismo valor.
En una prensa hidraulica, Fig I1.14, se cumple,

A R n R R
== ; = —= ,ycomo, Dp; = , resulta, — = —=
Py S, P2 S, y Do, = Dp; s, s,
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Fig 11.13 Fig Il.14.- Prensa hidraulica

que es la relacion existente entre las fuerzas aplicadas y las secciones de los émbolos correspon-
dientes.

MEDIDA DE PRESIONES.- A continuacién exponemos algunos dispositivos utilizados en Labo-

ratorio para la medida de presiones, como los tubos piezométricos y los manémetros de liquido y

mecanicos.

Tubo piezométrico.- El tubo piezométrico es un tubo transparente de cristal o plastico, recto, o
con un codo, cuyo didmetro no debe ser superior a 5 mm, para evitar las correcciones por menisco
(capilaridad). Este tubo se conecta al punto en que se quiere medir la presion, practicando cuidado-
samente en la pared del recipiente o tuberia un orificio, llamado orificio piezométrico.

Este orificio, para liquidos en reposo, no requiere un cuidado especial, pero para fluidos en
movimiento hay que tomar una serie de precauciones para evitar se produzcan perturbaciones que
transformarian parte de la energia de presion, en energia dinamica, falseandose asi la medida; el
tubo ha de terminar perpendicular a la corriente.

Si la toma manométrica se practica en una tuberia grande, es preferible una forma anular
que permita la obtencién de la altura piezométrica media con mayor precisién, Fig I1.16.

Conexion al
” manémetro

2

P=potyz —

p=vaAh

Fig II.15.- Tubo piezométrico Fig 11.16.- Conexién al tubo piezométrico

Los tubos piezométricos deben reunir una serie de condiciones y limitaciones,

a) Tienen que ser de gran precision

b) Deben ser comodos, ya que no necesitan liguido manométrico dando la presion en mm. de columna del
liquido que se quiere medir

¢) Solo sirven para medir presiones pequerfias, ya que, por ejemplo, una presion de 0,2 Atm, utilizando

agua, requeriria un tubo piezométrico de 2 m.



Manémetros de liguido.- En estos manémetros se emplean gran variedad de liquidos, como, a)

agua, b) alcohol, ¢) mercurio, etc. El agua y el alcohol, a veces, se colorean para facilitar la lectura
y la fotografia de los ensayos.

Barometro de cubeta.- Encima del mercurio se hace un vacio, p=0. Una escala graduada, cuyo
cero se hace coincidir antes de hacer la lectura con el nivel del mercurio en la cubeta, permite leer

la altura Dh, que es la presiéon atmosférica p,tm en mm de mercurio.

En efecto, aplicando la ecuacién de la Estatica de Fluidos a los puntos 1 y 2, se obtiene,

&-}-21: p2 +22

%

siendo,

pr=0; z1 =Dh; P2 = Patm; 22 =0 b Dh = Pam
atm g_ig

en la que, patm viene en kg/m2, gy = 13.600, kg/m3, y Dh en metros

;' Patm = Qg Dh

Para, 1 atm = 104 kg/m2 = 13.600 kg/m3, Dh = 735,1 mm de mercurio para el aire seco

p=0 \(\ M
M J—r=0
Ah: palm
Ah = Pam (mm de Hg)

(mm de Hg) Patm

Patm (2)

Hg Vg

Fig Il.17.- Barémetro de cubeta Fig 11.18.- Barometro en U

Barémetro en U.- La presién barométrica calculada por el método anterior, pat m= gHg Dh,requie-
re, en medidas de precision, algunas correcciones, como,

a) En la parte superior, aunque se haya eliminado el aire, no existe el vacio, por cuanto el mer-
curio se evapora y la presion p no es igual a 0, sino igual a ps que es la presién de saturacion del
vapor de mercurio, la cual depende de la temperatura.

b) La densidad r depende de la temperatura del mercurio.

¢) Como la fuerza de la gravedad varia de un lugar a otro, hay que emplear rigurosamente la
expresion,

patm:gigHg Dh = ryg g Dh
s

en la que se ha considerado, g iy = Hg Js, siendo g; 1a aceleracion standard, y g la aceleracién local

de la gravedad, que varia con la latitud y con la altitud.



Fig 11.19.- Mandmetros de liquidos para presiones relativas

Manometro de liquido para presiones relativas.- Mide presiones relativas, positivas o negativas, Fig
11.19.a.b; se elige como liquido manomeétrico uno de g adecuada a las presiones, para cuya medicién

se destina el manémetro, pudiéndose poner,
Figura(a), pa=pp+ g Dh-g'l

Figura (b), pa=pp- g Dh - g'l

Vacuémetro de liguido para presiones absolutas.- Sirve para medir presiones de liquidos, empleando
un liquido manomeétrico no miscible, o de gases, Fig I1.20. El desnivel creado en la columna del
manémetro es Dh.

La lectura de los manémetros se basa en la ecuacion

z+P -qae; z,+P2 =7 + P
g g g

Si el punto 2 est4a mas bajo que el 1, su presién sera igual a la del punto 1, mas el peso de la
columna liquida (1-2).

Si el punto 2 esta mas alto que el 1, su presién sera la del punto 1, menos la columna de liquido.

En éste vacuémetro, en 1 reina el vacio, luego, p1= 0; las demas presiones son,

po=py1+ gbh = gDh ; P3=pp=9gDbh
pg=pP3-g | =gbh-g | ; ps=py=9gbh-g |

[ S——)

Hemos dividido el fluido en una serie de secciones correspondientes a los cambios de densidad;
practicamente se escribe una sola ecuacién, partiendo del punto 1 y suméndole o restandole los
términos, g Dh, con signo (+) 6 (-), hasta llegar, en nuestro caso, al punto 5, es decir,

ps=0+ gbh-g'|l =gbh-g'l

Si el fluido es un gas, en la mayoria de los casos se desprecian los sumandos, g’ | ,quedando

como ecuacion, ps; = gbh = pg
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Fig 11.20.- Vacuémetro de liquido para presiones absolutas

7
|

'

S0

Fig Il.21.- Manémetro de mercurio Fig 11.22.- Manémetro diferencial
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Manometro de mercurio instalado en tuberia de agua.- El valor de la presion p, viene dado por la

expresion, Fig I1.21,
pa=pb+g|—|gm'gagua| 0 Pa=Patm™* Iy Dh'gaguaI

Manémetro diferencial.- Mide la diferencia de presiones entre dos puntos; de acuerdo con la Fig
I1.22 se puede poner,

P1=p2-9 (ho+Dh) + gyg D+ g hg=po+ gy Dh - g Dh = po +Dh(gHg- 0')

Iy

. P1- P
p1- P2=Dh(grg-9g) ; ———==Dh(— - 1)
Para el caso en que el fluido cuya presién se desea medir fuese un gas, se puede despreciar el

valor de g' frente al de gy en las ecuaciones anteriores.

Micromanometro de tubo inclinado.- El liquido manométrico suele ser alcohol; se utiliza para

medir con precisién pequenas presiones en gases, y aunque el fluido manométrico sea alcohol, suele
estar graduado en mm de columna de agua.

La ventaja de este mandometro es la amplificaciéon que se obtiene de la lectura [, al dividir Dh
por, sen a.
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Presién a medir
Pa

Fig 11.23.- Micromandmetro de tubo inclinado

Dh
| sena =Dh ; I:m ; Pa=Pam+9Dh ; p, =gbh =gl sena

siendo la sensibilidad del instrumento tanto mayor, cuanto menor sea el valor del angulo a.

Micromandémetro que utiliza dos liguidos inmiscibles.- La inmiscibilidad corresponde a uno en otro,
y en el liquido cuya diferencia de presiones se va a medir. En uno de estos liquidos se produce una
gran diferencia de altura R para pequeiias diferencias de presiones.

N

Y2

o
LT
©
el

-2
%)

a

Fig 1.24.- Micromanémetro de liquidos inmiscibles

El liquido mas denso, inicialmente ocupa la parte inferior del tubo en U, hasta la linea (0-0);
entonces se afiade el liquido menos denso en las dos ramas de la U llenandose los depdsitos hasta la
linea (1-1). El liquido cuyas diferencias de presiones se van a medir ocupa el espacio situado encima
de (1-1).

Cuando la presién en C sea ligeramente superior a la presién en D el menisco se mover4, tal
como se indica en la Fig I1.24; el volumen de liquido desplazado en cada depésito, igualara al despla-
zamiento en el tubo en U, por lo que,

a

WDy =

N o

siendo W la seccién transversal del deposito y a la seccién transversal del tubo en U.

A partir de C se puede escribir la ecuacién manométrica en la siguiente forma,



R R
Pp=pPc+(ky+Dy)gy +(kp-Dy + 5)9; - ROz - (kp+ Dy - )9, - (ky-Dy)gg =

R R
=Ppc+2Dy g1 +(-Dy+ 5+ 5 -Dy)g,-Rgs =pc+2Dyg; +(R- 2Dy)g, - Ry

R
Dy=ﬁv ; pD=pc+R{vaV91+92(1'vav)'93} P pC'PD=R{93'92(1'VaV)'91%}

que es la diferencia de presiones entre los puntos C y D.



II1.- EQUILIBRIO Y MOVIMIENTO RELATIVOS

I11.1.- EQUILIBRIO RELATIVO DE LiQUIDOS QUE SE TRASLADAN

Hasta ahora se ha considerado, para el calculo de superficies de nivel y de presiéon en un punto
interior de un fluido, que éste se encontraba en reposo, o bien, que podia estar en movimiento uni-
forme, sin ninguna aceleracion.

Sin embargo, cuando el fluido se encuentra en el interior de un recipiente, sin ocuparlo en su
totalidad, y por lo tanto, con completa libertad de movimiento para desplazarse por el interior del
mismo, y se hace mover a este recipiente con un movimiento acelerado o retardado, se observa
que el liquido va tomando una cierta inclinacién que depende de la aceleracién a que se halla some-
tido el sistema.

Para su estudio supondremos un depésito prismatico con una cierta cantidad de liquido; una
particula del mismo estara sometida a dos tipos de fuerzas, tal como se indica en la Fig III.1, es
decir, la fuerza debida a la aceleracién del movimiento y la fuerza debida a la aceleracién de la gra-
vedad. Ambas fuerzas se pueden proyectar sobre los ejes, obteniéndose,

}x:é Xi=0-a=-a
IY=34 ¥=0-0=0
12=8 z=-9g+0=-g

Supeyy;
ficie
de p; Vi
el

T

Fig lll.1.- Equilibrio relativo de un liquido que se traslada
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en las que se ha supuesto masa unidad.

Sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones fundamentales, se tiene,

drip:_adx-gdz; rﬂ:—adx—gdz+K

que es la presion existente en un punto de coordenadas (x,y,z), y,

-adx - gdz =0 ; ax+gz=K

que es la ecuacion de las superficies de nivel,

Para su resolucion se tienen que determinar los valores de Ky K'.

La expresion,
- ax - gz=K

es la ecuacién algebraica de un plano, oblicuo respecto el anterior, que determina una nueva forma
de distribucion del fluido dentro del recipiente; para fluidos perfectos, se llega a la conclusion de que
el volumen primitivo y el final, son iguales, por cuanto la parte de fluido que ha sido desplazada
hacia arriba, es igual a la que ha sido desplazada hacia abajo, respecto a la superficie libre inicial
horizontal del liquido, correspondiéndose el punto de interseccién de ambas superficies con la mitad
de la superficie libre del fluido.

Para calcular las constantes K y K’ se tendra en cuenta que para,
x=l , y=0, z=h

resulta, p = pam ¥ sustituyendo estos valores en las dos ecuaciones anteriores, resulta,

p?tm =-al -gh+K ; K= partm +al +gh; K =-al -gh
por lo que,
p Patm _patm

—=-ax-gz+

. +al +gh=a(l - x)+g(th-2)+

r r

-ax-gz=-al -gh ; a(l -x)+g(h-2)=0

quedando asi determinadas la presién en cualquier punto y las superficies de nivel.

Cdlculo del angulo que forma la nueva superficie libre con la inicial, paralela al eje Ox.- La ecuacion

del plano que forma angulos, a, b, g con los coordenados es,

X cosa +ycosh+zcosg=Ce
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cosa - cos b _ Cosg _ Cte - | = 1
A B C D A2+ B2 + &

cosa = A : cosb = B ; cosg = C

VA2 + B + @ VA2 + B + @ VA2 + B + @

que son los cosenos directores de dicho plano, que es la superficie de nivel final.

N

Fig 111.2

La ecuacién del plano de la superficie de nivel es,

a(l -x)+gth-z)=0 ; ax+gz-al -gh=20

ja=A

e identificandola con, AX + By + Cz + D= 0, resulta, |10 =B ,porloque, - al -gh=0D
1, _
1g==C

_ ta . _ _ 2 _ 9]
cosa=—=%_ - sena = V1 - cosZa—V1- a =
\a2+g2 a2+g2 a2+gz
t a:i; t b:0, t :E
g A g gg g

Teniendo en cuenta la Fig II1.2,

tgj =-M-MmM - 5 =90 p 1+mm =0
1+mm

a =t . tggqtga =+1 ; tggq= 1

9 gq ggqtg gq itga

por lo que la resultante de las componentes de las fuerzas que actian sobre el liquido, es perpendi-
cular a la superficie de nivel final.

II1.2.- EQUILIBRIO RELATIVO DE LIQUIDOS QUE GIRAN ALREDEDOR DE UN EJE
VERTICAL

Supongamos un recipiente cilindrico, vertical, que esta lleno de un determinado liquido hasta
una cierta altura h; si se hace girar dicho cilindro alrededor de un eje vertical, la superficie libre del
fluido cambiara de forma.

El problema consiste en determinar la forma que adoptara la superficie libre, y la presion en
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cada punto del liquido, cuando el cilindro que lo contiene gire alrededor de su propio eje.

Para los calculos supondremos un sistema cartesiano de forma que el eje de giro coincida con el
eje z, y la base del cilindro esté contenida en el plano (x,y). Al girar el recipiente con una cierta velo-
cidad angular w, cada uno de los puntos del liquido estara sometido a la accién de dos fuerzas, la

centrifuga, r w2, y la gravedad, - g, como se indica en la Fig III.3.
Las componentes de la resultante de estas fuerzas son,

}_xzé Xi = x W2
PY=38 Yi=yw?
1z=8 z=-g¢

que sustituidas en las ecuaciones fundamentales, teniendo en cuenta que, m =1,

dr—pzxmﬁdx+yw?dy- gdz ; xwdx +ywdy - gdz =0

Fig 111.3.- Equilibrio relativo de liquidos que giran alrededor de un eje vertical

e integradas, permiten calcular la presién en cada punto del liquido, y la forma de la superficie de

nivel,

2 2 2 2
R=w2X—+w2y—-gz+K; WZX—+W2y—-QZ=K'
r 2 2 2 2

La ecuacion de la superficie de nivel es una parabola, ya que su discriminante, Agz = 0, cuando
se la corta, por ejemplo, por el plano, y = 0; en general es un paraboloide de revolucién de eje verti-

cal, que coincide con el eje del cilindro.
Para calcular las constantes de integraciéon K y K’ tomamos un punto de la superficie de nivel,

por ejemplo, el (0, 0, zy) que soporta exactamente la presion atmosférica.

Para el punto C, se tiene,

X=O’ y:0a2=20a P =Patm
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p?tm:-gzo+K b K= Pam 4.0 . K =-gzo
luego,

P_p2 X2 e Y. Patm

=W T+ W T -gz+ —— + 020

que permite calcular la presién en cualquier punto del liquido.

La ecuacion de las superficies de nivel es,

2 2
w2%+w2y7-gz+gzo:0

Para determinar el valor de zg, se considera que el volumen del fluido es el mismo si esta en

movimiento, como si esta en reposo, es decir,

i‘Vinic.:pth
Vinicial = Vfinal {-Vfin=62pxzdx
Para, y =0 R 9o
_ A _ 2 X W4«X _
Vi nal —02pxzdx_ z:zo+W;g —QZPX(20+ 2g)dx_
2 2 w4 2 R4
=(2pZOX_+2pW X_)OR=pZOR2+M
2 249 2 49
\ 2R4 W2R2
RZh= A\2pxzdx=pzogR2+ PR b 7,=h-
p Q=P P Zo ag 0 g

y sustituida en las ecuaciones de presién y superficie de nivel, permite obtener,

r w2 r w2 w2 R2
= 2 2_¢ -h
P=Patm+ —— X"+ ——y gz-h+ 49)
2 2 2 R2
W—x2+W—y2-g(z-h+WR):O
2 2 49

La altura maxima H que alcanza el liquido dentro del recipiente es,

PuntoH, x=R, y=0, z=H, p=pam
Sustituyendo estos valores en la ecuacion de la superficie de nivel, se obtiene,

2 V\/2 2 \N2 2 2 52
w2 R°\_q . R -0 - H- w- R
TR +O-g(H-h+ﬁ)—O, 7 -g(H-h)—O 5 H=h + 4g
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que es la altura maxima H alcanzada por el liquido y que, teniendo presente el valor deducido para

z(, permite afirmar que el liquido asciende tanto como desciende, a partir del nivel inicial.

I11.3.- MOVIMIENTO RELATIVO DE LiQUIDOS QUE GIRAN ALREDEDOR DE UN EJE
HORIZONTAL

Supongamos un recipiente cilindrico con el eje horizontal, que le haremos coincidir con el eje Oy,
Fig I11.4, que esta lleno de liquido hasta una cierta altura; se hace girar dicho cilindro alrededor del
eje Oy, y se observa que la superficie libre del liquido cambia de posicién y de forma.

A
Z|
—— (@b}

Nivel inicial
|

|
W
@

!

|

|

:

w2
-9
Fig Ill.4.- Superficie de nivel de liquidos que giran alrededor
de un eje horizontal

En primer lugar vamos a analizar la forma y presion en cada punto, en el supuesto de masa

unidad; las componentes de las fuerzas resultantes son,

}.X=é_ Xi:XW2
V& v-o
1z=8 z=-g+zw?

valores que sustituidos en las ecuaciones generales permiten obtener,

7drp = xwdx + (-g+zw) dz ; xwdx + (-g +zw?) dz =0
2 2 2 2
rB:W2X7+(-gZ+WZZT)+K; W2X7+(-gz+WZZT)=K'
2 2 29 2 K'
X“+2°- —z=—
W2 2

que es la ecuacion de una circunferencia, Fig I11.4.
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Las coordenadas del centro se obtienen comparandola con la ecuacion,
(x -a)2+(z-b)2=r2 b x2+2z2-2ax+a?-2bz+b2=r?2

en la forma,

W2
El valor del radio es,
gz
2k 2 ok W T2
2 2 ' g ' W
r“=b“ "+ — =>4+ — ; r =
w? w? e W

Para hallar su punto inferior zg tendremos en cuenta que,

b-r:%-r:zo
w

y, para determinar los puntos de corte de las dos circunferencias, la del depésito y la de la superfi-
cie de nivel,

X2 + 72 = R x2 + 22 = 29 , 4 2K
W2 W2
2 ' 2 2 !
X2+ z2=R?= zg +—2|2< =} R2=%(gz+|<') : 2= BEwW? K
w w w 29 g

Como resultado de lo anteriormente visto, se demuestra que,

a) Para, w = 0, el radio de la superficie de nivel es (¥)
b) Para, w = ¥, las superficies de nivel toman la forma de circunferencias concéntricas con el

centro de la seccion transversal del recipiente.

II1.4.- MOVIMIENTO RELATIVO DE LIiQUIDOS CON VELOCIDAD TANGENCIAL
CONSTANTE SOBRE UN EJE VERTICAL

Cuando se estudia la forma que adoptara la superficie libre de un rio o un canal, al circular por
una curva, se observa que deja de ser horizontal, para convertirse en una superficie curva, Fig
II1.5, por cuanto en el momento en que el agua pasa por dicha curva, estara sometida a un giro
alrededor de un eje vertical, por lo que apareceran unas fuerzas centrifugas que, al actuar sobre
cada uno de los puntos de la masa fluida, haran variar la presiéon en cada punto del mismo, modifi-
candose, como consecuencia directa de ello, la superficie libre del liquido.

Asimismo habra que tener en cuenta que, la velocidad de cada una de las particulas del liquido
sera diferente segin se encuentre situada en la parte interior de la curva o en su parte exterior.

Las componentes de las fuerzas que actian en un instante determinado son,
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i o 2
.I.X=a X|=u—
! -
iY=38 Y =0

%Z=é Zi=-4¢

por lo que la ecuacion de las superficies de nivel es,

UTde-gdzzo ; u2lnx - gz =K

xI%)

M —

L
I
|
SR
-g
X
Rz

Fig lll.5.- Equilibrio relativo de liquidos con velocidad tangencial constante alrededor de un eje vertical

>

Para calcular K, lo haremos en el punto, z =0, X =R;, obteniéndose,
K=uln R

Sustituyendo en la anterior,

2

X
uzlnx-gz=u2InR1 ;u InR—=gz
1

El punto mas elevado de la misma se obtiene para, x = Ro,

u R
Ry

Z max =

APLICACION.- Sea un canal de seccién rectangular, Fig II1.6, por el que circula agua, inicial-
mente hasta una altura k. El problema que se plantea es el de determinar la elevacion del nivel del
agua en la curva, sobre la pared exterior del canal.

Aplicando las expresiones deducidas anteriormente, y tomando unos ejes coordenados de
forma que el radio que anteriormente se consideraba como incégnita, coincida ahora sobre el eje
Ox, y trasladando dicho eje Ox para que pase por el fondo del canal, la ecuacién de la superficie libre

del fluido viene dada por,

eigualando la seccion del tramo recto, con la que determina el fluido al circular, teniendo como per-

fil el dado por la curva anterior, se podra poner,
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z . . -
Mivel final
\/"—
f Nivel inicial
{L

Zlo
R+

1

R3

Fig lll.6.- Equilibrio relativo del giro del agua
en un canal rectangular

N\ \R2 2 N\
(RZ'Rl)hzOZdXZQ(Zo"'UFInRLl)dXZ Olnxdx:xlnx-x:
1

U2 R2
:ZO(RZ-R1)+F(R2|HR—1-R2+Rl)

Despejando & se obtiene,

h=z+ Y  (RInrR

2 . + R) = zo + hy
(R - R) g R, TR =2

El punto mas alto de la curva se obtiene para, X =R,, z =H, en la forma,

R 2 R R
H=20+ Y |n 2 =|z0=h-hp=h- WY ( R pR_q =
° 7 g R 0 m 9(R2-R1 R )
:h_h+u72|n&:h- u2 Rl |n& 1
mTog R g (Rz—Rl R )

IIL.5.- ESFUERZO EJERCIDO POR UN LIQUIDO SOBRE UNA PARED PLANA SUMER-
GIDA

Sea una superficie plana sumergida en un fluido S, Fig II1.7, que forma un cierto 4ngulo a con la
superficie libre del mismo, que para el caso de un fluido en reposo es horizontal.
Considerando un elemento muy pequefio de dicha superficie plana, dw; la presién que soporta

este punto es,

bk

p=gh=gxsena b = x sena

que es la ecuacién de una recta, deduciéndose de ello que la presién p varia proporcionalmente con

la distancia.

En dw actia una fuerza diferencial debida a las presiones, FF, de valor,

dF = pdw=gxsenadw ; F=gsena (\)xdw
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N\ ., . R
en la que, O~ dw = SXxg, es la expresién correspondiente al momento estatico, por lo que,

F=909Sxgsena=9Shg=pgS, con, hg=Xgsena,y, pg=9ghg

siendo pg la presién en el centro de gravedad de la seccion.

Fig Ill.7.- Pared plana sumergida

Al punto de aplicacién de esta fuerza se le denomina centro de presién, c.d.p.; para su determi-
nacién haremos la siguiente consideracion,

El esfuerzo total ejercido sobre la superficie S estard aplicado sobre un punto x; de la misma superficie

plana, llamado centro de presion

Para encontrar su situacién, tomamos momentos respecto el punto O, y se obtiene,

Fxi= xdF= ()x (xgsenadw) =gsena ()x?dw= | (x?dw= 1,y | =gsenalyy

y como, F = gsena SXg, resulta,
gsenaSxgXxi=gsenaly, ; |y,=SXgXs1
Aplicando el Teorema de Steiner,

— 2 _
yy' = | Gy, + SXe =SXg X1

y despejando x; que determina el punto de aplicacién de la resultante de las presiones sobre la
superficie plana, resulta,
la,,.

X1= —=— + Xg
SXg

en la que Ig es el m.d.i. de la superficie plana respecto al eje horizontal que pasa por su c.d.g.
oy

XG
tara siempre por debajo del centro de gravedad de la superficie.

La magnitud definida por es siempre positiva, lo que supone que el centro de presién es -
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Para determinar graficamente el c.d.p. se construye un cilindro cuya seccién recta es la propia
superficie S, Fig II1.8, con sus generatrices normales a esta seccién, cilindro que es cortado por la
superficie libre. Se determina el c.d.g. de este cilindro de liquido y su proyeccién sobre la superficie
plana S sera el c.d.p. de la misma.

; AN

Fig 111.8.- Centro de presion

/
/d C.d.g. del cilindro truncado
/

II1.6.- ESFUERZO EJERCIDO POR UN LIQUIDO SOBRE UNA SUPERFICIE ALA-
BEADA SUMERGIDA

Supongamos una superficie alabeada sumergida en un liquido, a la que para mayor comodidad
vamos a intersectar por un plano cualquiera (x,z) como se muestra en la Fig III.9.
Sobre cada elemento de esta superficie dw acttia una fuerza normal, de la forma,

dF = pdw= gz dw
que se puede descomponer en dos, una vertical dv y otra horizontal J—, de forma que,

dF = dV + dF

95y

7T c.d.g.

c.d.p.

<t

4 F

Fig 111.9.- Pared alabeada sumergida

El esfuerzo horizontal F es,
dH= dFcosa=gzdwcosa=gzdSy; P H=g c‘)z dSy,
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siendo dSy, la proyeccién de la superficie alabeada elemental, sobre un plano vertical.

Como, éz dSy, = Sy; Zg, es la expresién del momento estatico con, pg= gzg, resulta:

H=9zcS; = pc S

siendo pg la presién en el centro de gravedad, se puede poner,
Para determinar el punto de aplicacién de la fuerza F, consideramos que sobre la curva inter-

seccion actia dicha fuerza, que es la misma que actuaria sobre una superficie vertical que fuese la
proyeccion de dicha superficie o curva interseccién equivalente, sobre el plano (y,z).

Tomando momentos respecto al eje (x-x), se tiene,
Hz, = (‘)de = (\)gz ds,, = g (‘)22 dSy, =gl

Mediante el Teorema de Steiner,

,» Hz; (92 Syz)71

|yy':|ny.+Syz zg= 9 =26Sy; 21
por lo que,
| +S,, z2 |
_ Gy yz=6 Gy
Z1= = + Zg
ZG Sy; ZG Sy;

que esta por debajo del centro de gravedad de la superficie.
Para calcular el esfuerzo vertical V se tiene,
dV = dF sena = gz dwsena = | dS,y, = dw sena| = gz dS, = gdw

siendo dw el volumen de liquido que hay sobre el elemento de superficie considerado.

Integrandola, resulta,
(‘)dvz g(‘)dw ; V=gW

siendo W el volumen de liquido comprendido por la superficie curva y las verticales que pasan por

sus extremos.

El punto de aplicacion del esfuerzo vertical V se determina tomando momentos, de acuerdo con
la Fig I11.9,

AX dV AgXx dW
Vx1=(‘)de ;o X1= OV = OV
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que es la expresién que se corresponde con la coordenada x del centro de gravedad del volumen

abarcado por la pared curva y las verticales en sus extremos.

Corolario.- Si se supone una superficie cerrada sumergida en un fluido en general, el esfuerzo
horizontal sobre (ABC) vale, Fig I11.10,

Haec = P Sasc
El esfuerzo horizontal sobre (ADC) es, Hapc= PcSanc
Como, Spgc= Sapc, por cuanto las proyecciones del mismo cuerpo sobre un mismo plano son

iguales, resulta que, Hxgc= Hap, en valor absoluto, y de signo contrario, por lo que la resultante F

horizontal sera nula.

3
>

c.d.g.

Hauoe Hage
—

c.d.p. D

T c

Fig 111.10.- Esfuerzos sobre una superficie cerrada sumergida en un fluido

El esfuerzo vertical sobre (MDN) vale,

Vion = - Wiy

en donde Wypn es el volumen abarcado por la curva (MDN) y las ordenadas verticales de sus

extremos; en la misma forma, el esfuerzo vertical sobre (MBN), es,

Vien = 9Wen

En consecuencia, la resultante vertical v es,
V=-Vin + Ven = - 9Won+ 9Wen = 9(Wen - Won) = - gW

siendo W el volumen limitado por la superficie cerrada.
En resumen, sobre la superficie cerrada sumergida actta, solamente, una fuerza tal como la,

-V, igual y opuesta al peso del fluido desalojado por ésta.

Principio de Arquimedes.- El peso de un cuerpo en el seno de un fluido no es el real, sino el aparen-
te, ya que experimenta un empuje hacia arriba igual al peso del fluido que desaloja, y que queda

perfectamente expresado de acuerdo con el Corolario anterior.
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IIL.7.- FUERZAS HIDROSTATICAS EN LIQUIDOS ESTRATIFICADOS

Las férmulas anteriormente descritas para superficies sumergidas planas y curvas, son vali-
das, inicamente, para fluidos de densidad uniforme.

Si el fluido esta estratificado con diferentes densidades, no se puede obtener la solucién general
mediante una unica formula, ya que la pendiente de la distribucién lineal de presiones cambia de
capa en capa. Sin embargo, las formulas conocidas se pueden aplicar por separado a cada capa, de
modo que el procedimiento adecuado sera el de calcular las fuerzas y momentos de cada una, y
sumarlas posteriormente.

Si se considera la superficie plana de la Fig IT1.11, sumergida en una regién fluida de dos capas,
la distribucién de presiones se hace mas acusada al pasar de la primera capa a la segunda, que es
de fluido mas denso.

La fuerza total sobre la placa no sera igual a la presion en el c.d.g. por la superficie de la placa,
sino que cada parte de ésta lo tiene que cumplir por separado, de forma que, sumando las dos con-
tribuciones se obtenga el total, es decir,

F=a F =Qa pg S

Por lo que respecta a la determinacion del c.d.p. o centroide de la placa, hay que determinar en
primer lugar el centro de presiones de cada F; respecto al centroide de la parte respectiva, no res-

pecto al de la placa completa.

El centro de presiones correspondiente a la fuerza total,

F=a F

se obtiene sumando los momentos correspondientes respecto a un punto convenientemente elegi-
do, que bien pudiera ser la superficie libre.

Fig Il.11.- Superficie inmersa en una region fluida con dos capas

II1.8.- ESTABILIDAD Y FLOTACION

Los mismos Principios que hemos utilizado para calcular las fuerzas hidrostaticas sobre
superficies, se pueden aplicar para el calculo de la resultante sobre un cuerpo sumergido o sobre un
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cuerpo que flota.

De todo ello se deducen las dos leyes de flotacién que fueron enunciadas por Arquimedes,

a) Un cuerpo sumergido en un fluido experimenta una fuerza de flotacion igual al peso del fluido que

desaloja.

b) Un cuerpo que flota desaloja un volumen de fluido cuyo peso es el del cuerpo flotante

Supongamos un cuerpo sumergido; estara sometido a dos fuerzas de sentidos contrarios, una

de ellas, el empuje, debido al Principio de Arquimedes; la otra, su propio peso.

En consecuencia, podran suceder tres casos, segin que el peso P sea mayor, igual o menor que

el empuje E.

1 P> E, el cuerpo se hunde

Si, : P < E, el cuerpo flota

{ P =E, el cuerpo queda entre dos aguas, indiferente

Las condiciones de equilibrio en el seno del fluido son,

a) Si el c.d.p. estd encima del c.d.g., el equilibrio es estable

b) Si el c.d.p. coincide con el c.d.g., el equilibrio es indiferente

¢) Si el c.d.p. estd por debajo del c.d.g., el equilibrio es inestable, y espontaneamente se engendrard un par

de fuerzas que le llevan a una posicion aun mds inestable

Para que un cuerpo flote es necesario que el peso del fluido que desaloja sea mayor que su pro-

pio peso.

Veamos algunas definiciones, Fig I11.12, que permiten comprender mejor este estudio,

Eje de flotacion

Flotador

___.—Balanceo
o
— \\

f——

Plano de flotacién \ A

Carena

q 4
// Cabeceo \\
\ /

Fig lll.12.- Definiciones para el flotador

- Flotador, es el nombre que se da al cuerpo que flota

- Flotacion, es el nombre que se da a la parte sumergida

- El plano de flotacion viene determinado por la interseccion de la superficie del fluido con el flotador

- Carena, es el volumen de fluido desalojado por la flotacion o parte sumergida.
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- Centro de carena, es el c.d.g. de la parte de fluido que desaloja el flotador.
- Eje de flotacion, es la linea que une el c.d.g. del flotador con el centro de carena c.d.c.
- Cabeceo, es el movimiento del flotador alrededor de su eje longitudinal

- Balanceo, es el movimiento del flotador alrededor de su eje transversal

CONDICIONES DE ESTABILIDAD DE UN FLOTADOR.- Un cuerpo que flota puede encon-
trarse en una situacion estaticamente inestable; los ingenieros deben cuidar los diseiios para impe-
dir esta inestabilidad en la flotacion, de forma que, para asegurar que una posicién de equilibrio sea
estable, se aplica una pequena perturbacién al flotador, y se observa si aparece un momento res-
taurador que lo lleve a la posicién de equilibrio original.

Si esto sucede, el equilibrio sera estable y en caso contrario, inestable.

Este tipo de célculos para cuerpos flotantes arbitrarios, constituye una especialidad propia de
los ingenieros navales, por lo que aqui nos limitamos a exponer unos principios basicos del calculo
de la estabilidad estatica.

Para una mejor comprensién del fenémeno, definimos el concepto de metacentro, como aquel
punto que se halla en la interseccién de la vertical que pasa por el centro de carena, y el plano de
simetria del flotador.

Las condiciones de equilibrio de los cuerpos flotantes vienen definidas por la posicién del meta-
centro respecto al c.d.g. del flotador, Fig IT1.13.

£

Metacent7i :
o c.d.p.

p

Fig 11.13.- Condiciones de equilibrio de los cuerpos flotantes

En efecto,

- Si el metacentro estd por encima del c.d.g. el equilibrio es estable.

- Si el metacentro estd por debajo del c.d.g. el equilibrio es inestable, apareciendo un par de fuerzas sobre
el flotador, que le llevan a una posicion aun mds inestable.

- Si el metacentro coincide con el c.d.g. el equilibrio es indiferente, no apareciendo ningun par de fuer-
zas sobre el flotador.

CALCULO DE LA DISTANCIA ENTRE EL METACENTRO Y EL c.d.g. DE UN FLOTADOR .- Si se
supone un flotador, sobre un liquido, al que se hace girar un cierto angulo infinitesimal, al produ-
cirse el giro, el centro de carena se desplaza de forma que el empuje E puede tender a desequilibrar
aun mas al flotador.
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En consecuencia, apareceran unos pares de fuerzas estabilizadoras, fest, que tienden a llevar al

flotador a su posicién de equilibrio inicial.

Fl
Q
~_

dy

<y

Fig Ill.14.- Distancia entre el metacentro y el c.d.g. de un flotador
El momento desequilibrador es,
M=Ex = El sena=E(h +a)sena

El momento estabilizador M' es,
M = C)Z df ot ¥ = (‘)2 (yadSg)y = (‘)2 agy’dsS=gal .

Igualando dichos momentos se obtiene,

92 boo
E sena

E(h +a) sena =galy ; h+a

y como el angulo a es muy pequeiio,

lim sena g 1
a®o0 a

resulta finalmente, para valor de la distancia entre el centro de carena y el metacentro,

h+a:g|xx' — Ixx'
E \/

siendo g el peso especifico del fluido.

PERIODO DE OSCILACION DE UN FLOTADOR..- Partiendo de la expresiéon, C=1 W2 a, en la
que C es,

C=mghsena=mg(r -a)sena=mg((r -a)a
el valor del periodo T de oscilacién de un flotador es,
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_2p _
T===

_ 1 (2P2, _ ] ‘ _ | le2_ 1 |_ 2PRg
C=l(<-)a=mg(r -a)al=2p /—mg(r-a)_‘RG_m‘_

Joh

Aplicacién.- Dado el prisma de la Fig II1.15, que flota en un liquido de peso especifico g, de sec-

cién transversal cuadrada de lado ! y peso especifico g1, las condiciones de flotabilidad y estabilidad
se calculan como sigue,

Peso del prisma, P = L 12 g

Empuje ascensional, E=L | ¢ ¢

La condicion de flotabilidad es,

P=E; LI®g;=Llcg; lgi=cg ; % IE

| L3 )

_xx! . XX . 12 | _l-c
h=—~--2>0; v->a, [T¢=12¢ 5 3= 2
luego,
| 2 l-¢c 12 1-¢ 2 2
oc > 7 ; To¢ - 2>0,I-6IC+GC=O
de la que se obtienen los siguientes valores de c,

i 0,788 1
C=3(1t—)=|
2 J3 i 0,2121
| L

2 —

i I

Y :

|

Fig IIl.15

por lo que la condicién de estabilidad se produce para,
%l > 0,788 ; %2 < 0,212

En efecto, podemos poner que,
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6c2-6¢cl +12>0 : ¢c2-

. C
y haciendo, T=% resulta:

x2-x+% y , con {y = 0}

/ Equilibrio estable \
\/ Equilibrio indiferente ~_
%

S Equilibrio inestable P

Fig 111.16

cuya representacion grafica viene dada en la Fig IT1.16; en élla, sélo son validos para el equilibrio
estable, aquellos valores que la hagan mayor de cero, es decir,

X :IL>0,788 CX :IL<O,212
Los valores, 0, 212 <x <0, 788, se corresponden con el equilibrio inestable.
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IV.- FLUJO INCOMPRESIBLE NO VISCOSO

IV.1.- CINEMATICA DE FLUIDOS

La Cinematica de Fluidos tiene una correspondencia biunivoca con el Primer Principio de la
Termodindmica aplicado a sistemas abiertos. En un fluido en movimiento, cada particula posee

una velocidad V que depende de la posicion (x,y,z) de dicha particula y del tiempo ¢, es decir,
V = f(x,y,z,1)

y sus proyecciones sobre los tres ejes son funcién también de dichas variables, viniendo represen-

tadas por,

u=u(xvy,zt)

v =V (XVY,2z1)
=w(X,VY,z,1t)

Se llama movimiento permanente o estacionario a aquel en que sus caracteristicas, como la
presion, velocidad, etc, son independientes del tiempo, es decir, son tan solo funcién de la posicién

(x,y,2)
p = f]_(X’y’Z)
iu=u(x,y,z)
V=1,(xy,z) b } vV =vV(X,y,Z)
i
1

w= w(X,y,z)

La trayectoria es el lugar geométrico de las posiciones ocupadas por una misma particula,

cuando varia el tiempo ¢.
Si en un instante dado se asigna a cada punto un vector representando, la velocidad en dicho
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punto, se obtiene un conjunto de vectores llamado campo de velocidades.

La linea de corriente y es una linea tangente, en cada uno de sus puntos, a la velocidad en ese
punto y en el instante considerado. La linea de corriente
satisface la condicion,

p(xy) = Cte dx dy dz

Linea de corriente — —

En general, las lineas de corriente varian de un instante a
otro; en un movimiento permanente son fijas y coinciden
Fig IV.1.- Tubo de flujo con las trayectorias.

Se dice que en un punto, linea, superficie o volumen,
existe un manantial, cuando en dicho punto, linea, superficie o volumen aparecen ciertas cantida-

des de fluido que a partir del momento en que aparecen participan en la circulacion.

Un sumidero en un punto, linea, superficie o volumen es aquel en que desaparecen ciertas can-
tidades de fluido que antes habian participado en la circulacion.

En general, un flujo se representa graficamente mediante las lineas de corriente, que son las
envolventes de los vectores velocidad de las particulas fluidas del flujo; cuando el flujo es perma-
nente, las particulas fluidas se mueven a lo largo de trayectorias coincidentes con las lineas de

corrientey .

Si el flujo no es permanente, (régimen transitorio), una configuracion de lineas de corriente
indica tinicamente la representacion instantanea del flujo, y en este caso no existe, en general, una
correspondencia tan sencilla entre las trayectorias y las lineas de corriente j .

El conjunto de las lineas de corriente que pasan por el contorno de un area infinitesimal, en un
instante determinado, forman un tubo de fluido que se conoce como tubo de corriente o filete fluido,

Fig IV.1, y es de gran utilidad en el estudio de los fenémenos fluidos.

De la definicién de linea de corriente es evidente que no existe paso de flujo a través de la super-
ficie lateral del tubo de corriente; un tubo de corriente se comporta como un conducto de paredes
impermeables y espesor nulo, de seccion recta infinitesimal.

Un ntmero infinito de tubos de corriente adyacentes, da lugar a un tubo de seccién recta finita,

que se conoce frecuentemente como vena fluida .

El método de estudio puede realizarse a partir del concepto de campo de velocidades V(x, y, z, t),
haciendo dos tipos de consideraciones,

a) Se pueden fijar las coordenadas (x;, y;, z ;) de un punto en las funciones que dan el campo de velocida-
des, expresandose la velocidad de las particulas moviles al pasar por dicho punto en el transcurso del tiempo,

matematicamente viene expresado por (x1, yj, z1, t).
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Mediante esta técnica, conocido un punto fijo del espacio, las velocidades de las diversas particulas que
pasan por ese punto, forman un continuo, este punto de vista se conoce como método de Euler.

b) Se puede estudiar una particula genérica del flujo, siguiendo a dicha particula, método de Lagrange, lo
cual significa que (x, y, z) no permanecen constantes en la expresion V(x, y, z, t), sino que varian de forma conti-
nua, dando en cada instante la posicion de la particula genérica. Por lo tanto, en este caso, las coordenadas

espaciales seran funcion del tiempo; ambas consideraciones no dependen de si el campo es permanente o no.

Para el flujo bidimensional en coordenadas rectangulares, el potencial de velocidades| se define

como,

y la funcién corriente y como,

v o,.. W

v T X

La derivada total dej se puede poner en la forma,

. )l T
d = —dx+ —dy=udx +vd
] x Ty y y

Las lineas equipotenciales son aquellas a lo largo de las cuales la funcién | es constante, es

decir,

d =udx+vdy =0 ; d_y=_£ p ==.=
dx v

que proporciona el gradiente de la linea de potencial.
La derivada total de y es,

dy=ﬂ—ydx+ﬂ—ydy=-vdx+udy
fix fly

Para una linea de corriente, funcién de corriente constante y , resulta,
dy v o,y dx

dy =-vdx+udy =0 ; — b —
y * y dx u \Y; u

que es la ecuacion diferencial de las lineas de corriente para el flujo bidimensional.

CONSTRUCCION GRAFICA DE LAS LINEAS DE CORRIENTE Y DE MOVIMIENTO.- En la red

ortogonal constituida por las lineas,j = Cte,y = Cte, vamos a considerar una linea de corriente y 1
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y otra equipotencial j 1 que pasan por el punto O de la Fig IV.2, y por otra, la linea de corriente, y 1
+dy 1, y la equipotencial, j 1 + dj 1. Si consideramos como origen de coordenadas el punto O y por él
trazamos las tangentes Sy n,ayy| 1, respectivamente, puesto que la velocidad se proyecta en

verdadera magnitud sobre el eje Os por cuanto éste es tangente a la linea de corriente, las relacio-

nes obtenidas para la velocidad U, que son,

=
=]

y escogiendo para dy y dj valores iguales, los valores de ds y dn también seran iguales, con lo que
la malla elemental sera un cuadrado.

Esto permite la construccién grafica de la red de lineas de corriente y equipotenciales, a partir
de una linea de corriente de la distribucién del potencial a lo largo de esta linea de corriente y de las

lineas equipotenciales extremas. Este método se conoce como método de Prisil, Fig IV.3.

Fig IV.4.- Trazado de las lineas de corriente
Si suponemos una linea de corriente,y =y 1, y sobre la misma dos puntos A; y Ao lo suficiente-

mente préximos como para que el arco (A;As) se pueda confundir con la recta, (A;Ag) = a.

Sij 1 es el potencial en el punto Ay y, j 1 + Dj , el potencial en el punto Ao, el potencial en el

I'V.-52



Di
punto B, punto medio del segmento (A ; A, ) serd de potencial, j ; + TJ

La normal al segmento (A1As9) en el punto M sera tangente a la linea equipotencial que pasa
por B.

a

Di
En el punto C sobre la normal, tal que, BC = ok el potencial serd también j ; + Tj, por lo que

de acuerdo con la ecuacion,
s in
la linea de corriente que pasa por C tiene una cota de valor, y |+ DJT; de aqui se deduce la constru -

ccion grafica de la red, Fig IV .4,

Sobre la linea de corriente y ; se toman los puntos A1, As..., tales que correspondan a potencia-
les en progresion aritmética de razén Dj . Por cada uno de los puntos Ay, As..., se trazan a un

mismo lado de la linea de corriente, dos semirrectas que forman 45° con la linea de corriente y que
se cortan en los puntos Cq, Co, ..., siendo el lugar geométrico de los puntos C la linea de corriente de

cota, y 1 + DJT
Si trazamos desde los puntos A, Ao..., las perpendiculares (A; A7'), (Ag Ag'), ..., ala linea de

corriente y ,, se podra graduar a lalinea, y; + %, en potenciales. A partir de esta nueva linea se

construirala,j ; + Dj , asi como los puntos equipotenciales A;”, Ay”..., cubriéndose de esta forma el

dominio a estudiar, de lineas de corriente y equipotenciales.

El trazado de las lineas de corriente debe respetar la condicién de ortogonalidad a las equipoten-
ciales que limitan el campo y la conservacion del potencial sobre las equipotenciales. El método es
valido si se invierte el papel de las equipotenciales y lineas de corriente.

Funciones armonicas., son aquellas que tienen sus derivadas primeras regulares en un dominio y
que satisfacen la ecuacién de Laplace, Dj = 0. La suma de dos funciones arménicas es otra funcién
armonica lo que implica que se pueden superponer dos movimientos con potencial de velocidades,
sumando sus potenciales.

IV.2.- CAUDAL A TRAVES DE UNA SUPERFICIE ELEMENTAL

En general, el caudal Q de una corriente para una seccién determinada, es el volumen de
fluido que la atraviesa en la unidad de tiempo, m3/seg. Si se considera un tubo de corriente de sec-
cién S; normal en cada uno de sus puntos a la linea de corriente correspondiente, y un elemento

infinitesimal de seccién dS, el volumen de fluido que pasa por dS en el tiempo dt es, V dSdt , ya que,
Vdt , es la longitud de este tubo de corriente infinitesimal, Fig IV.1.

Por la seccién S; pasa un volumen de fluido dW de la forma,
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dW= QVdet = dt QVdS
1

y como se ha definido el caudal Q, como el volumen de fluido que pasa por la seccién S; enlaunidad

de tiempo, resulta,

Cuando S; no sea perpendicular a la linea de corriente en cada punto, el caudal es,
Q=AV, dS= A Vcos qdS
Q Q

La velocidad media correspondiente a la seccién S; es,

Un elemento de volumen no sigue las lineas de corriente, sino las de movimiento; sélo coincidi-

ran cuando el campo de velocidades sea estacionario.

IV.3.- ECUACION DE CONTINUIDAD

Si se considera en un fluido en movimiento un paralelepipedo fijo e invariable, Fig IV.5, de
volumen, dx dy dz, en el tiempo t contiene una masa M de fluido de la forma, r dx dy dz; en el trans-
curso de un tiempo dt, el valor de 1a masa sera,

M+ﬂdt
qt

dy

por lo qued valor der semodifica, y vae r + m dt

|

—
ou
%Ef u -+ dx
dz fudt——-+ &

X permaneciendo invariable el volumen, dx dy dz; la varia-

cion de masa contenida en el volumen citado, en el

Yy
dx .
4 tiempo dt, es,

Fig IV.5.- Paralelepipedo elemental de fluido

T4t dx dy dz
Tt

Este incremento procede de,
a) La masa entrante por las seis caras del paralelepipedo.

b) De la masa que entra por las fuentes contenidas en el volumen infinitesimal.

Por la cara, (dy dz), entra en el tiempo dt una masa de fluido igual a, r u dt dy dz

Por la cara opuesta sale,
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M(r u)
Ix

{ru+ dx} dt dy dz

En consecuencia, por el conjunto de las dos caras perpendiculares al eje Ox se produce una
variacion de la masa de fluido,

fi(r u)
x

dt dx dy dz

y la variacion de las masas de fluido entrantes y salientes por el conjunto de las seis caras es,

M(r u) N M(r v) N M(r w

- dt dx dy dz
( fix fly fz ) Y
A su vez, la variacién de masa por unidad de volumen debida a los manantiales y sumideros, en

el tiempo dt, la representamos por el caudal ¢, de la forma,

[ . .
0 m i a d, , la suma de los caudales debidos a los sumideros
a= 8 a} - & g, siendo, | 2
=1 =1 1 a g%, la suma de los caudales debidos a los manantiales
1 j=l

La variacién de masa debida a los manantiales y sumideros es,
r gdt dx dy dz
por lo que,

Tru)  9(rv) Cr w)
+ +
X Ty 1z

E—Idtdxdydz:-( )dt dxdy dz + r gdt dx dy dz

qr Tru)  9(rv) 1(r w)
— + ( + +
1t X Ty 1z

)=t o} E divrV)=r
=rq 'ﬂt+ =rq

que es la expresion general de la ecuacién de continuidad.

Para el caso en que no existan manantiales ni sumideros, g =0

fIr fru)y  rv)  MTrw
— +( + + ) =0
it fix Ty 1z

Para fluidos incompresibles, r = Cte

oy W, W, w_

= : . divV=0
it X Ty P4
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CASOS PARTICULARES
a) Si el fluido se mueve paralelamente al eje Ox, las componentes de la velocidad son,

u=u ; v=0 ; w=0

y la ecuacion de continuidad,

Tru)
=0 ; ru=Ce ; rgu=C ; gu=C

ix
Como,

u = Peso Espacio _  pesp Espaciozeizg
9 Volumen Tiempo Tiempo Volumen S S
resulta,

G=gSu=_Su__ . GVesp = S U

Vespecifico
b) El movimiento del fluido es irrotacional,

rot V=0

y como, V = - gradj = - Nj, por derivar de un potencial, se tiene que,

divVv=div(-Nj) =-Df ; divV+D =0, (ecdePoisson)

Si, divV =0, D = 0, (ecuacién de Laplace), el movimiento es conservativo, permanente e in -

compresible.

Para un movimiento plano irrotacional, las lineas de corriente tienen como ecuacion, y (X, y) =
Ct e, y forman una red ortogonal con las lineas equipotenciales dadas por, | (x,y)=C e,

Dj=O;Dy=O;u=ﬂi=ﬂ—y;v:—:-—
ix Ty

El caudal ¢ que pasa entre dos lineas de corrientey 1 yyoes, g = Y- Y3

La longitud de un arco de linea equipotencial es, dj = V dS

La longitud de un arco de linea de corriente es,dy = V dS

El vector torbellino b es igual a la velocidad angular instantanea w,

w=-2L rotv
2
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-
w

LS

Fig IV.6.- Rotor

—

Laexpresion general ddl rotores: rot V =

c =2 -
< D=2 —
s ﬁ‘—_" =l

Como, V= W U R, se puede poner también en la forma:

g . . -
Vi=lw W W =i(Wz - wy) +] (WX - wz) + k(wy - WXx)
X y z

=2w, i +2w j +2w,k=2b

IV.4.- TORBELLINOS CILINDRICOS

Interesa calcular la componente z del vector B; dicho vector puede ponerse en la forma,

® | k6
= 1¢q9 9 9~ 1, w Iv.- fu Tw, - v fu, o
b=5¢ce— — —+=5{(+—- — — - — — - —)k
28 o wr 2y TR W) ey
elu Vv W g
b -1 v _ fu
por lo que la componente b, es, b, = > (‘"X ﬂy)
-}u:-Vsenq:-VlR
De acuerdo con la Fig IV.7, | X
Iv:Vcosq:V—R
|
NVIRg vIR
fu_ V TR Ty fy VvV y v IR vV TR
_____y 5 = - — . = = _+_2y_
Ty R R R R IR Yy R Ty
R, IR
v_V, IR X x _VY, xNMIR_ V IR
x R R? R R IR x R2 = fx
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Fig IV.7.- Torbellino cilindrico

Como,
R2:X2+y2 B_X . ﬂR:l
x R '~ fy R
fu__v_.y Ny _ Vyy __v_y vV A Vy?
Ty R R R R R R R R TR R3
v _vVv,x X _ Vx -V . x2 vV _ vx?

sustituyendo en b, se encuentra:

<

bzzi(l_l_xizﬂ_sz_l_l_l_inV_Vyz)
2 R R TR RS R R TR RS

2 'R R IR R 2 R YR R 2 'R ¢

= L 2V 4 X2y Wy x2ry2y o1 2V, Vv =1 v+ Ty

que es la expresién que permite calcular la velocidad angular instantdnea en cualquier tipo de tor-

bellino cilindrico.
IV.5.- ANALISIS DEL MOVIMIENTO DE UN ELEMENTO DE VOLUMEN

Durante el movimiento, cada elemento de volumen de fluido experimenta cambios de posicién y
de orientacién, que analizaremos a continuacién. Para ello vamos a considerar un elemento de
volumen cualquiera, en el instante ¢, que contiene a los puntos M(x,y,z2) y M’ (x + h,y + k, z + 1),
muy préximos entre si.

Sea V(u,v,w) la velocidad en el punto M, y V'(u',v',w) la velocidad en M', por lo que se podra

poner,
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UX+h, y+k z+1)=u+hd Uy
fix Ty {z

—vix+h y+k, z+l)=v+h NI,
ix Ty Tz

W=w(x+h y+k, z+l)=w+h W Iw  Iw

Ju

v

i fix Ty 1z

en donde se han despreciado infinitésimos de orden superior.

v

M'[(x+h),(y+k),(z+D)]

Fig IV.8

Si consideramos la primera de estas ecuaciones, que se puede poner en la forma,

!

1 fu fw v
u :U+§{| (E-— -k(—

fu 1 1 v
x ﬂx-W)}+h_+7{k(W-

u
x

y haciendo lo propio con las otras dos y llamando,

_lw vy o 1 fu w1 fu
2 Ty 1z 2 Mz X 2 Ix Ty
1w v, 1 Ju o Swy 1 v

gl_Z(ﬂy+ﬂz) ;02 2(ﬂ2+‘ﬂx)’ g3 2(‘ﬂx

se obtiene,

-

;,r:u:u+(hl-xk)+h%+kg3+lgz

{v':v+(zh-x|)+k¥—;+hg3+lgl

P, ] w

TW_W+(xk hh)+I ﬂz+h92+k91

W, e
ﬂy)+| (‘ITZ ."X)}

Tu
‘ﬂy)

en las que el vector de proyecciones, X, h, z es el vector torbellino del campo de velocidades, que

sabemos vale,

G=b==rotV

Nl =

La velocidad del punto M’ se puede considerar como el resultado de la composicién geométrica
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de tres velocidades:

a) Una velocidad en la que sus proyecciones u, v, w, se corresponden con una traslacién en blo-
que de la particula, a la velocidad V.

iry=hl -zk

!

b) Una velocidad en la que sus proyecciones son, | r,=2zh - x|
i
fry=xk-hh

y que se corresponde con una rotaciéon en bloque, de velocidad angular C, siendo estas proyecciones

las componentes del producto vectorial,

i u

:,:dlzh%+kg3+l 9,
¢) Una velocidad en la que sus proyecciones son, }d2= hgs + k ﬂﬂy +1 94

|

) w

Td3=hgz+kgl+l @

que se corresponden con una deformacion C.

En consecuencia, V’ se puede poner en la forma,

— —_ —

V =V+GUMM + D

fu v w

—, son las velocidades de deformacién lineal, velocidad de dilatacién

x Ty 9z

demostrandose que,

Asi un elemento MM paralelo a Ox, de anchura h, se transforma en el tiempo dt, en otro ele -

mento M;M ; de anchura:

fu
h (I +'|1x dt)

En la misma forma, 2 g;, 2 g, 2 g3, son velocidades de deformacion angular.

Asi, dos elementos MMy MN', inicialmente paralelos a los ejes Ox y Oy, formando por lo tanto

entre ellos, un 4ngulo de 90°, en el tiempo dt formaran otro 4ngulo de, 90°- e, tal que,

e= (U, vy g
fy W

Durante la transformacién C se conserva el paralelismo entre las rectas, y un pequefio parale-

lepipedo rectangulo se transformara en otro paralelepipedo de angulos diferentes. Estos tres movi-
mientos elementales se esquematizan en la Fig IV.9.
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() Traslaciéon (b)

© Rotacion (d)

(&) Deformacién o,

O

Fig IV.9.- Movimientos elementales

Si se introduce una funcién de deformacién f , de la forma,

f(h k1) =L (pz2Tu 2 fv 2wy +1 hag, +hk
( ) 2( X fy ."Z) g1 g2 g3

se puede comprobar que las componentes, di,ds y dg de la velocidad de deformacion, son las deriva-

das parciales de f , es decir,

1

—_— . —ﬂf . ﬂf
=

dz3=— b Bzgradf

g1 T 1l

do
La descomposicién que se acaba de exponer, debida a Helmholtz, es aquella para la cual la velo-
cidad de deformacién deriva de un potencial, - f .

IV.6.- POTENCIAL DE VELOCIDADES PARA FUENTES Y SUMIDEROS EN FLUJO BI-
DIMENSIONAL

En los campos fluidodinamicos pueden existir singularidades de distintos géneros; la mas senci-
lla es la que se presenta cuando se introduce otro fluido en el campo o se extrae del mismo.

Esta singularidad toma el nombre de manantial en el primer caso o de sumidero en el segundo.

En realidad se trata de una abstracciéon matematica que, podria compararse toscamente con
una toma o una derivaciéon de una conduccién por la que discurriese el fluido. Las singularidades
modifican el campo de velocidades de la corriente fluida no perturbada.

Si se suman algebraicamente tanto el potencial de la corriente no perturbada como los poten-
ciales de las singularidades, se define el potencial en un punto cualquiera del campo fluidodinamico
total. Se demuestra que la combinacién de los potenciales de la corriente no perturbada y de las
diversas singularidades posibles da lugar a corrientes con caracteristicas iguales a las que se ten-
drian si se sumergiesen en el fluido cuerpos de forma determinada.
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Fig IV.10.- Potencial de velocidades para una fuente en flujo bidimensional

En efecto, si suponemos una fuente colocada en el origen de coordenadas, y un punto A cual-
quiera de coordenadas (x,y). Las lineas de corriente y en este tipo de flujo, Fig IV.10, son rectas

radiales.
La velocidad resultante en el punto A debida al manantial es Vg, radial.

j u=Vgcosq
Las componentes (u, v) de la velocidad resultante son, |
f v=Vgsenq

ix = Rcosq

Las coordenadas (x, y) del punto A son, |
Ty =Rsenq

Se define el flujo por unidad de tiempo Q, (caudal), de la forma,

= 2pR Vg k= O
Q p R R= S R

en la que, la intensidad del manantial se define, para dos y tres dimensiones, en la forma,

M2 dim =% v M3dim = ZoQb

siendo b la longitud del manantial, perpendicular al plano del dibujo.
A su vez, el potencial de velocidades ] para la fuente se obtiene a partir de,

u= -2 cosq= 2 X o _x 0
2pR 2p RZ  x2+y2  qx
ve— geng-2 X _._vy _ 0
2pR 2p RZ  x2+y2 gy
- Q ~ _xdx Q 2, y2 Q 2 Q
—_ = =-— |nR2=—<InR
J 2p x2+y2 4 n(x“+y®) 4p n 2p n

Para las lineas de corriente se cumple,
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_fy_ 9 _ x
x Ty 2p x2+y?

T _ WY _Q_ v
Ty X 2p x2+y?

y, por lo tanto, la funcién corriente y toma la forma,

Iy _Q X _yzQ\xdy Q

L y Q
Ty 2p x2+y?

— = arctg = = —
2pox2+y2 2 p 9% 2pq

IV.7.- COMBINACION DE UN FLUJO RECTILINEO Y UN MANANTIAL

El potencial de velocidades para un flujo rectilineo, como el indicado en la Fig IV.11, viene dado
por,j r=UX, Yy la funcién corriente por,yr=uUYy.

El potencial total de velocidades es, j = ug X + 4—Q In(x2+y?2)

El potencial de la funcién corrientees, y = ug y + Zi arctg Y

N v PR "
UO o ES =3
y=3ugh
=2 ugh
y=ugh
*
Fig IV.11.- Flujo rectilineo y fuente Fig IV.12.- Lineas equipotenciales y de movimiento
i i X
U= W, e — 9
. ! X 2p(x2+y2)
Las componentes de la velocidad son, i .
iy Qv
) Iy 2px2+y?)

Las lineas de corriente, y = Cte, son de la forma,

Q y

u + —arctg=—=Ce
oy 2 p gx

y se obtienen dando a la constante los valores, 0, + P s

)

N o

g eee

Se puede escoger como cuerpo sélido el dado por, y = 0, semicuerpo de Rankine, que es el indi-
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cado en la Fig IV.13, de la forma,

_2pupy

y=0 ;
Q

:tg(

Y )
X

Fig IV.13.- Semicuerpo de Rankine

También se podria haber tomado como cuerpo sélido cualquiera de los,y = Cte, y ser las lineas
de corriente los restantes. Un cuerpo semiinfinito separa a la corriente uniforme de la fuente; la

parte superior y la parte inferior de dicho semicuerpo, coinciden en un punto de remanso, V=0, y
en €l se tiene,

Ox u=0 ; x=-a m
U=Ug+ —m—m———— = =Upg-—=20
0 2p(x2+y?2) Z—Qp:m,y:O 0 a
x=-a=--2 p a=-0- Q
Uo Up 2pup

Us=ug+ %‘ cos q
Las componentes de la velocidad se pueden poner en la forma,

—_—— ——i—
<
|

m
= — sen
R q

Para, u = v = 0, se obtiene el punto de remanso A, q = 0°; R= - m

Uo

La velocidad V en cualquier punto viene dada por,

9 2muO 2 2 2mu0 2

V2=u2+v2=u? + cos g+ = cos2q+ - sen2q=ud + COS g+ D7 =
0 R R2 R2 0 R R2
2 2
_,  2auj azug 2a a2
=Ug+ —R - COS O+ —/5— = Uj (1+ —g cosqg+ Rz)

Un flujo rectilineo y una fuente simulan muy bien la parte frontal de un cuerpo cilindrico
inmerso en una corriente fluida.
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IV.8.- OVALO DE RANKINE

Cuando una fuente y un sumidero de igual intensidad se colocan equidistantes del origen de

coordenadas, inmersos en una corriente uniforme, ugx, y todo el fluido de la fuente es absorbido por

el sumidero, aparece unalinea de corriente divisoria, definida entre el fluido de la corriente uniforme

y el fluido transferido de la fuente al sumidero, linea que puede considerarse como la interseccién

con el plano (x,y) de la superficie de un cilindro de forma ovoidal, conocido como ovalo de Rankine.

La superposicion de estos flujos da lugar a un flujo externo alrededor de un cilindro ovoidal; com-

binando muchas fuentes y sumideros se obtiene el flujo aproximado alrededor de un cilindro de

forma arbitraria, simétrico respecto al eje Ox.

El ovalo de Rankine tiene por ecuaciones, para las lineas equipotenciales y de corriente, las

siguientes,
2 2
j:uox_glnrl_F_Q|nr2:uox+ilnm
2p 4p (x - a)2+y?
Q Q Q y y
= - — = - —(arctg—— -arct =
y =Uoy- o G+ 55 02 =Uoy 2|o( 9.2 9753
=Ugrsenqg-m(gi-Qz)=Ugy -marct __2ay
=Uo q Ji-Q2) = Uoy gx2+y2-a2

en las que los datos vienen especificados en la Fig IV.14.

1y Alx,y)

Fig IV.14.- Ovalo de Rankine

Los semiejes del 6valo, L y &, dependen de la intensidad relativa de la fuente y de la corriente

uniforme, es decir, de la relacion,

Cuando se aumenta la relacion

m .
T a lalinea ovales, y = O.

Ug

m .
T a desde cero a valores elevados, la forma del 6valo aumen -
0

ta de tamano y espesor, desde una placa plana de longitud 2 a, hasta un cilindro casi circular.

o m L
En el limite, cuando i-a ® ¥, I ® 1,y

0
cilindro circular.

un’lélx
Up

® 2, correspondiente al flujo en torno a un
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IV.9.- DOBLETE

Vamos a suponer una fuente situada en el punto A, Fig IV.15, que consideramos como origen
de coordenadas, y un sumidero en B, de igual intensidad, lo cual supone el mismo valor de Q, sepa-
rados una distancia dS infinitesimal.

Fig IV.15.- Doblete (visto desde muy cerca)

La fuente y el sumidero pueden estar tan cerca como se quiera, siempre que se mantenga cons-
tante el producto de su intensidad por la distancia que los separa, mds = 0.

La funcién potencial | p en cualquier punto P es la suma de las funciones potenciales de la
fuente y del sumidero; en consecuencia se puede poner,
R+dR _ Q dR

io=2InR-LinR+dR =- < In In@+ =)
2 p 2p 2p R 2p R

Desarrollandola en serie de potencias se obtiene,

dR

i R 1 dR ds
JD:_Q(d___(_)er___):_Q _ _QdScosq
2p R 2 R 2pR 2 pR
en la que,
F= QdS Ce
2D
siendo la intensidad de la fuente o del sumidero, Z_Qp =m

La funcién potencial j p para el doblete quedara en la forma,

_ Fcosqg _ Fx _ F X

R R2 __x2+y2

La funcién de corriente y p para el doblete es,
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fio_fyo_ F(x2+y2 - 2Fx2

x Ty (x2+y2)?
fio__ fyo_ 2Fxy
Ty ™ (x2+y2)?
A2 Fxy o _Fy
Yy b= O(x2+y2)2 dx = X2+ y2

_ . F(x2-y?

(x2+y?2)2

que dice que, las lineas de corriente, son circulos con centro situado sobre el eje perpendicular al x,
por el punto medio de la distancia entre el manantial y el sumidero.

Las lineas equipotenciales son también, como hemos visto, circulos.

Un doblete visto desde muy lejos, Fig IV.16, supone que las lineas de corriente son circulos tan-

cion anterior.

gentes al eje x en el origen, mientras que visto desde muy cerca se corresponde con la representa-

s . . F
Las lineas equipotenciales se pueden poner en la forma, x2+ y2+ — x = 0

cuyo centro de coordenadas (a,b), viene definido por,

—

] D
F
2jp

0

Fig IV.16.- Lineas equipotenciales y de corriente, para un doblete en dos dimensiones (visto desde muy lejos)

F

Las lineas de corriente se pueden poner en la forma, x2+ y?2- o y=20
D
ia=0
cuyo centro viene definido por, | p = _F
2jp
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IV.10.- COMBINACION DE UN FLUJO RECTILINEO Y UN DOBLETE

Supongamos un doblete en el origen O al cual se superpone un flujo uniforme rectilineo, con
velocidad -U alolargo del eje Ox.

El potencial de velocidades para el flujo rectilineo es, como sabemos, de la forma, - ug X
_Fx
X2+ y 2
_Fy
X2+ y2

El potencial de velocidades total j para el flujo combinadoes, | = - ug X -

La funcién de corriente total y, para el flujo combinadoes, y = - ug y +

y

Fig IV.17.- Combinacién de flujo rectilineo y doblete

/

Fig IV.18.- Cuerpo de Rankine; lineas de corriente y equipotenciales

Las lineas de,y = Ct e, son las lineas de corriente; para el caso particular de,y = 0, Fig IV.18,
se obtiene el llamado cuerpo de Rankine, de ecuacion,

y =
Y oy a9

ERE F F

i
!
' x24y2= = = a2 circunferencia de radio, a = [—
t Uo Uo
En consecuencia, la combinacién de un flujo rectilineo y un doblete proporciona el flujo en torno
a un cilindro circular de radio a; ésto sera sélo posible si, como hemos indicado anteriormente, el
caudal suministrado por la fuente es igual al recogido por el sumidero.
Como, F = a2 ug, el potencial de velocidad total para el flujo combinado y la funcién de corriente
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total para el mismo, se pueden poner en la forma,

X Ug a2 @ a2
=-UgX - -Uox(1 - 5——
J 0 X2+ y2 0 24 y2
y Upa? a2
=-u =u -1+
y oy X2 +y?2 oy 2+y2)
T — [
i A(x,y) -
-u “Uo
a
K
*
y=0

Fig IV.19.- Distribucién de velocidades en un cilindro circular

Distribucion de velocidades en torno a un cilindro circular.- Supongamos un cilindro circular some-

tido a una corriente fluida uniforme, Fig IV.19; puede ser el caso de una chimenea cilindrica some-
tida a la accién del viento, o el de un tubo inmerso en una corriente fluida, etc.

}x =acosq

Las coordenadas de un punto cualquiera vienen dadas por, |
Ty =asenq

La velocidad Vg en dicho punto es de la forma, Vs= \Jud+ v3

A su vez, como Ug= ﬂ—J ,Vg= l, se obtiene:

fix 1%
Up a2 (y2-x2) Up a2 (a2 sen2q - a2 cos?q)
Us=- Uo- 2 22 - - Uo- 2 2 2 2 12 = - 2up sen?q
(X“+y*°) (a“ sen<q+ a“ cos<q)

2a2xupgy 2a?uga?cosqgsenq)
(x2+y2)2 ~  a*(sen?q+ cos?q)?

= 2 Up Senqcos q

Vs= ‘/4 uj sen*q + 4 uj sen2q cos?2q = 2 up senq

que es la distribucién de velocidades en torno a un cilindro circular, funcién del angulo g que define
sobre la circunferencia de radio a, la posicién del punto genérico A(x,y).

I'V.-69



IV.11.- VORTICE

Si se analiza el caso en que se tome la funcién de corriente de un manantial como funcién
potencial, se obtendra la formulacion correspondiente a un vértice bidimensional, Fig IV.20, que
satisface la ecuacién de Laplace, Dj =0, y cuyas lineas equipotenciales son rectas radiales, mien-

tras que sus lineas de corriente son circulos concéntricos, de centro el origen de coordenadas.

Fig IV.20.- Vortice; lineas de corriente y equipotenciales

Las componentes de la velocidad total V son u y v,y para su calculo se define el concepto de cir-

culacién G, como la intensidad del vértice, que es constante, de la forma,

G= (V= Qudx+vdy = JVRda= 2pRV b v= 5

Sij es el potencial de velocidades y y la funcién de corriente, se puede poner,

u=-Vsenqg-=- senq:-iL:ﬂ_J:ﬂ_y
2pR 2p x2+y? x Iy
v=Vcosqg-=- cosq:i;:l:_ﬂ_y
2pR 2p x2+y2 9y x
La integracion de estas ecuaciones conduce a:
. G y G
= —arctg = = —
J 2p gx 2pq
G G G
=-— InR2=- —=1In(x?+y%2)=-—1nR
Y 4p 4p O+ y®) 2p

que son la ecuacion de las lineas equipotenciales (rectas radiales) y las lineas de corriente, respecti-
vamente; de ellas se deduce,

4py

que son circunferencias concéntricas.
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IV.12.- COMBINACION DE UNA FUENTE Y UN VORTICE

En algunos estudios de maquinaria para fluidos, tales como el flujo a través de hélices o rotores
de bombas centrifugas, se considera la combinacion de una fuente y un vértice; si se supone a la
fuente situada en el origen de coordenadas y se la afnade un vértice, en un punto A(x,y) cualquiera
del plano, las componentes de la velocidad resultante de la combinacién V son, Vi debida al ma -

nantial y Vy, debida al vértice.

qPFuente

Espiral logaritmica

Fig IV.21.- Combinacién de una fuente y un vortice

Si se supone que el caudal Q representa la fuerza de la fuente, y la circulacién G representa la
fuerza del vértice, se podra poner, Fig IV.21,

Ve= Q2 . w=_G
7 20R v

El angulo a formado por \7,: y \7\/ viene dado por:

Ve VE Q
tga=— b a=arctg— =arctg—=
g v gV g

v v G

por lo que para un valor constante de Gy de Q, el angulo a sera constante para cualquier valor de
R, que es la distancia entre el origen de coordenadas y el punto A(x,y).
La funcién de corriente y para la combinacién de un vortice y una fuente es,

Q y G 2. 42 Q G
= = tg=- — | + =—g-— InR
y 2parc gX 20 n (x y4) q n

2p 2p
InR=Qq—'k b R=ze G
G

Qq
Para,y=k=0 P R=e G, queeslaecuacién de una espiral logaritmica, FigIV.21.
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El valor de la circulacién en torno al centro de un voértice libre o irrotacional, es constante, e
independiente del contorno que se elija, circular o no. En general, la circulacién G es igual a la suma
algebraica de las intensidades de todos los torbellinos que haya en la regién interior a la curva
cerrada.

A continuacién veremos que una regién de circulacién finita en una corriente esta sometida a
una fuerza de sustentacion proporcional a uyy a G.

IV.13.- FLUJO EN TORNO A UN CILINDRO CON VORTICE LIBRE

La palabra elevacion, o impulso ascendente, significa una fuerza en angulo recto con la linea
de flujo no perturbado. El flujo en torno a un cilindro, combinacién de flujo rectilineo y doblete, es
simétrico respecto a la linea de corriente no perturbada, eje Ox, y por lo tanto no hay impulso
ascendente sobre el cilindro con este tipo de flujo. Solamente se podra desarrollar un impulso
ascendente dindmico si, el conjunto de las lineas de corriente no es simétrico con respecto a la linea
de corriente no perturbada; el flujo no simétrico se puede conseguir sumando un vértice libre al
doblete y al flujo rectilineo.

Fig IV.22.- Flujo en torno a un cilindro con vortice libre

Sea Vy, la velocidad en la superficie del cilindro debida exclusivamente a un vortice libre en sen

tido contrario a las agujas del reloj; la circulacién en torno al cilindro es, como sabemos,
G=2paVy

siendo a el radio del cilindro; la magnitud de la velocidad resultante es,

V=Vc+W=2ugsenq+

2pa

Aplicando la ecuaciéon de Bernoulli entre un punto de la corriente no perturbada, y un punto del

cilindro, se tiene,
p0+%ru5:p+rv2
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siendo el valor de la presién,

)2

1 s T
= + =ru§ - —(2ugsenq-+
P=pPo > 0 2( 0 q 2pa

Para calcular la fuerza neta de impulso ascendente, en angulo recto con el movimiento no per-
turbado, se hace la integracion de las fuerzas de presién sobre el cilindro en la direcciéon Oy, Fig
Iv.23.

Su componente vertical es,

deverticaI =p adq senq

El impulso ascendente, de signo contrario, es,

dFascendente = - pa dgsenq

por lo que el impulso ascendente total sobre el cilindro F,q es,

2p

\

2P 1 r
Fase = - Qpasenqdq:- Q{p0+ §rug- 7(2uosenq+ 2(I;’a)z}asenqdq:

2 2
rug . 2P ar @2p 5 3 2u, Gsen“q % sen
=-a(po+ — )Q senqdq+Tq(4uosen q+ 3D 4p2a2q)dq
U ﬁ:pade
— K .
| —— 0
= \
Fig IV.23.- Fuerza de empuje ascensional
y como,
\2p \2p
Q senqdg=0 ; Q sen3qdq: 0
resulta finalmente,
ar cos 2u,G sen 2 G? cos
Fasc = 5~ [4 ug {- > : (sen’q + 2)} + aop (% - = 9y . 2 p2a2q13P =ruyG

que es la fuerza de impulso ascendente por unidad de longitud del cilindro; a esta ecuacién se la
conoce como de Kutta-Joukowski.
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IV.14.- EJEMPLOS RELATIVOS A LA RESOLUCION ANALITICA DE LA ECUACION DE
LAPLACE EN EL PLANO

Sea una funcién de la variable compleja, X +1i vy, de la forma,

f(z) =1 (xy) +i y(xy)

A todo numero complejo, X + 1y, corresponde en el plano (x,y) un punto bien definido. Se dice que
la funcién f(z) es analitica, cuando el limite para, Dz® 0, de la relacion,

bl © 7
z Dz

es independiente de la forma conque Dz® 0. Esto implica que,

iy

i -1y

oy oy fx

pudiéndose comprobar que las funciones ] yy satisfacen la ecuacion de Laplace.

En consecuencia, la parte real y la parte imaginaria de una funcién analitica cualquiera de la
variable compleja, x + i y, son dos funciones armoénicas, de forma que para un flujo en el plano (x,y),
la parte real se puede considerar como el potencial | de velocidades y la parte imaginaria como la
funcién y de corriente.

Las componentes u y v de la velocidad, vienen dadas, como sabemos, por las relaciones,

> qy iy ix
resultando
dt gt Wy w1 W,
dz ~ fx  x ™ iy i Ty ly

a) Movimiento uniforme de velocidad u . Consideremos la funcién lineal
f(z) = Upz = UpXx + i ugy

Teniendo en cuenta lo anterior, se deduce que,j =uUgX; Y =Ugy, que representa una corriente

uniforme en la direccién del eje x; la velocidad se puede calcular a partir de | o de y, hallando la
derivada de f(z) respecto de z, en la forma,

Ty - ly

+i ——=-0i —+ =—=uUu-1iv

X Ty Ty

Q.‘Q.
N —
2=

en la que, la parte real de la derivada es igual a 1a componente u de la velocidad, y 1a parte imagina-
riaigual a -v; para conseguir un resultado practico, la derivada, df / dz, tiene que existir, y ser tni-
ca; en este caso se tiene que,
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VR

“<
¢ =
=

y = Cte
9= Cte

y= Cte

X

Fig IV.24.- Movimiento uniforme de velocidad ug Fig IV.25.- Flujo radial para una fuente

¢=UOZU

que es real, y por lo tanto, como era de esperar, v = 0.
Las lineas equipotenciales,j = Cte, son paralelas al eje Oy, y las lineas de corriente, y = Cte,
paralelas al Ox, Fig IV.24.

b) Flujo radial para una fuente (0o un sumidero).- Algunas veces conviene utilizar la variable com-

pleja en polares, en la forma,
z=x+iy=re %=rcosq+irsenq
siendo,

r=Jx2+y? ; q:arctg%

Si se considera,
f(z) =j+iy =mlnz =mlnr ed9=m(Inr +iaq)

siendo m la intensidad de la fuente de la forma, m= ZLp , ¥ por lo tanto, un ntimero real, se tiene,

j =mlinr = mln Vx2+y2
y=mgq = marctg%
La velocidad Vg viene dada por,
T dar 1~ m
r

VR= (W)CFQE: mr— W =

correspondiéndose con un manantial o con un sumidero, segtin que el signo de m sea positivo o
negativo, Fig IV.25.
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¢) Flujo en las proximidades de un punto fijo.- Este movimiento viene definido por la funcién com-

pleja

f(2) =%zz=%(x+i y)2=%(x2-y2+2i X y)

(x2-y2?)
Xy

i.':
1

ty=

a
encontrandose, 2
a

siendo las lineas de corriente hipérbolas equilateras de ecuacién, a x y = Ct e, y las equipotenciales
también hipérbolas equilateras ortogonales a las lineas de corriente. Las componentes de la veloci-
dad en un punto vienen dadas por,

u=_——=ax ; V=_—-—=-ay

siendo, por lo tanto, un movimiento plano alrededor de un punto de estancamiento A.

d) Flujo entre dos paredes que forman un dngulo o.- Si una de las paredes se hace coincidir con el
gje Ox, la funcién analitica f(z) se puede poner en la forma,

b

a : .
z" = o (X + i y)",siendo, n = a

f(z)=2

Como en polares se tiene que,

Zz=x+iy=r(cosqg+isenqg b z"=r"(cosqgn+isenqgn)

A X

Fig IV.26.- Flujo en las proximidades de un punto fijo; lineas de corriente y equipotenciales

b N\

N <

\ s
N

Fig IV.27.- a = p/4; f(2) Fig IV.28.- a = p/2; f(z) = A z2

Y

7 x

[o)”
e
3
o]
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7. X

FigIV.29.-a=p;f(z) =Az

—

—K

Fig IV.31.-a=2p; f(z) = A z1/2

. . . . a
Las lineas equipotenciales son de la forma, j = = r" cosgn =Cte
n

. . a
y las lineas de corriente, y = — r " sengn = Cte
n

En las Fig IV.27-28-29-30-31 se representan algunos casos para diversos valores de a.

IV.15.- LINEALIDAD DE LA ECUACION DE LAPLACE

Lalinealidad de la ecuacién, Dj =0, permite hacer combinaciones lineales de soluciones conoci-
das de la misma. En efecto, sean f] y f5 dos funciones, soluciones de la ecuaciéon de Laplace; l1a fun-

cion,
f 1+ f 2
o cualquier otra combinacién lineal de la forma,

| f1+ mf,

sera también solucion de esta ecuacion; en tal superposicion, los valores de las lineas de corriente,
o de las equipotenciales, se ajustan algebraicamente, mientras que las velocidades se componen
geométricamente.

Por lo tanto, a partir de dos redes de flujo simples, se pueden obtener nuevas redes en las que,

las nuevas lineas equipotenciales vendran dadas por,
Lja+mja2
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y las nuevas lineas de corriente por,

lyi1+myo>

Como ejemplo de aplicacién, vamos a estudiar el Flujo alrededor de un cilindro circular con circu-

lacion.
El flujo representado por la funcién que se propone,

G Z
_|n_

f a2 .
(2) = uo(z + 1) -1 510 2

tiene una importancia aerodindmica considerable; esta constituido por la combinacién de dos flujos

conocidos:
a) El flujo alrededor de un circulo (cilindro) con velocidad uniforme uy en el infinito

b) El flujo alrededor de un vortice (torbellino) puntual

En consecuencia, representa un flujo con circulacién alrededor de un circulo de radio a.

G a?
— q+ Ug(r +r_) cos q

La funcién potencial es de la forma, j = 2 b
iy . G r a2
y la funcién de corriente, y = - 2_p I n N + ug(r - r_) senq

La linea de corriente correspondiente a,y =0, se compone de un circulo de radio, r=a, y de una

curva de ecuacion,

r r
senq—ilnL 1 = G Ina—Iimmg@l—L
2p auo(r-ﬁ) 2pugr 1_a_z r®a1_a_§ 2| 4pugr
r r r
sea mayor,

que junto con, r =a, dan lugar a una serie de casos particulares, segin que Zpur
0

igual o menor que la unidad, Fig IV.32,33 Y 34.

Fig IV.32.- Solucién con dos puntos reales de estancamiento Ay A’
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N>

N

Fig IV.33.- Solucién con dos puntos de estancamiento, que se confunden en uno solo B

W Y
»

Fig IV.34.- Solucién en la que no existen puntos de estancamiento. Existen dos puntos conjugados de velocidad nula

: a) Si, M)% < 1, las soluciones son dos puntos reales de estancamiento Ay A'
0

I

i b)Si, i pCCJ = = 1, los dos puntos de estancamiento se confunden en B

i o

i ' G .

i c) Si, Tpugr > 1, no hay puntos de estancamiento

Sin embargo, para el caso (c) se encuentran dos puntos de velocidad nula, los puntos C y C’

conjugados con relacién al circulo, Fig IV.34.
Sobre el circulo la velocidad es tangente, y tiene por ecuacion,

1l
—(1 J)r_a i—Zuosenq

Ta 2pa

resultado que se podia preveer de antemano.
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IV.16.- REPRESENTACION CONFORME
La relacién compleja, z = F( z), en la que,
Z=X+ih ; z=x+1iy

expresan una correspondencia tal que, a cada par de valores (x,y), corresponde un par de valores
(x,h), Fig IV.35.

Fig IV.35.- Representacion conforme

En consecuencia, a todo punto M del plano (x,y) correspondera un punto P de coordenadas (x,h)
del plano conjugado; asimismo, a una linea descrita por M correspondera una linea descrita por P.

A la interseccion de dos curvas corresponde la intersecciéon de dos curvas transformadas.

Se dice que la transformacion es conforme cuando conserva los angulos, es decir, si dos curvas
del plano z se cortan en M bajo un cierto angulo a, en el plano z se correspondera con dos curvas
que se cortan en P, homoélogo de M, bajo el mismo angulo, (salvo para ciertos puntos singulares).

Admitiremos, sin demostracion, los siguientes teoremas,

1) Si, z =f (z), es una funcién analitica de la variable z, la transformacién que permite pasar de
z a z es conforme.

2) Si se efectiia una transformacién conforme de un flujo plano definido por su red de lineas
equipotenciales y de corriente, se tiene que,

Las transformadas de las lineas equipotenciales y de corriente formardn una nueva red de lineas equipo-
tenciales y de corriente en donde cada transformada conserva la magnitud de la linea primitiva.

La circulacion de las velocidades a lo largo de una linea cualquiera del plano primitivo es igual a la cir-
culacion a lo largo de la transformada.

Practicamente la resolucion de un problema de flujo se reduce a buscar una transformacién
conforme que permita una correspondencia entre el flujo desconocido y otro més simple, o a otro ya

conocido.

IV.17.- TRANSFORMACION DE JOUKOWSKI

Esta transformacion es de la forma,

2
z=x+ih=x(@+22
2 z
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Si se aplica a las lineas de corriente que derivan del potencial complejo,

2
f@)=ugz+ 2y.i S nZ
z 2p

se puede encontrar la forma de las lineas de corriente alrededor de obstaculos cuyo perfil sea el de
ala de avién, y conocer asi el reparto de velocidades alrededor de los mismos.

Sy
e

Fig IV.33.- Transformacion de Joukowski

Los resultados tedricos asi obtenidos concuerdan perfectamente con la experiencia.

Se puede demostrar que esta transformacién equivale a las dos relaciones siguientes,

b2

(r + r_) cos q

—_——r ——i —

En la Fig IV.33 se tiene que,
Los puntos A y B se transforman en los puntos A’y B’.

Al circulo C; de didmetro (AB) le corresponde el segmento (A’B’).

A los circulos de ecuacion, x2 + y2 = R2, de centro O, corresponden las elipses homofocales de focos A y B.
Al circulo C, de centro I, que pasa por los puntos A y B, corresponde el arco de circulo (A'l'B’).

Al circulo Q tangente en B al circulo C», corresponde el perfil Q’ tangente en B’ al arco (A'I'B’).

Si se traza el flujo, con o sin circulacién, alrededor del circulo, la transformacién de Joukowski
permitira obtener el flujo alrededor del perfil de ala de avién, con lo que se entraria en el estudio de
perfiles, mas propio de la aerodindamica teérica.

Si mediante un procedimiento de transformacion conforme pasamos de perfiles circulares a
perfiles alares, las presiones teéricas sobre cada punto del perfil se corresponderan con las de los
correspondientes puntos del circulo y, por lo tanto, al integrarse las mismas se puede llegar a la
sustentacién de un ala que se extiende indefinidamente (ala infinita).
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V.- DINAMICA DE LOS FLUIDOS PERFECTOS

V.1.- ECUACIONES DE EULER

Vamos a considerar un fluido perfecto en movimiento, y un pequeino paralelepipedo de flujo,
fijo, de lados infinitamente pequefios, y de volumen, dx dy dz. Como el fluido es perfecto, las presio-
nes que se ejercen sobre las caras de este paralelepipedo, seran normales a las mismas; la resul-

tante de las fuerzas exteriores que actiian sobre este volumen, F, tiene de componentes, X, Y, Z, por

unidad de masa, por lo que las fuerzas que actian sobre este volumen, en la direccién de los ejes
coordenados, seran iguales a estas componentes multiplicadas por la masa del paralelepipedo, Fig
V.1; asi tendremos que,

o . du
a K =mjyx=m-
o . dV
a Fyszysz
] . dW
a Fz:sz:mE

son las fuerzas que hay que introducir en las ecuaciones del movimiento, segtn el principio de D'
Alambert, y que son el producto de la masa del paralelepipedo por las aceleraciones segin los ejes
respectivos.

Las ecuaciones del movimiento del volumen escogido del liquido, en las proyecciones sobre los
ejes de coordenadas, son,

pdydz-(p+%€dx) dydz+erxdydz=rdxdydz%
pdxdz-(p+:|"15dy) dxdz+Yrdxdydz:rdxdydz$
pdxdy-(p+%§dz) dxdy+Zrdxdydz=rdxdydzg—¥"

Resolviendo la primera de estas tres ecuaciones se encuentra,
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-ﬂ7p+Xr:d7u'Lﬂ—X_®
x

t rqx dt

o

y haciendo lo propio con las otras dos, se llega al siguiente sistema,

1 m = X - M
rqx dt
L m =Y - M
r vy dt
L m =7 - M
r 9z dt

que son las ecuaciones de Euler.

A su vez, como,
u="Ff(xvy,z1t)

yser,x = X(t),y=y(t),z= z(t), suderivada respecto de ¢ es,

o

u = Tu
t x dt My dt Iz dt Mt dt x Ty 9z qt

x + Tudy , fludz , lugd - Tu , 4 T, 4, v,y u

o

que sustituida en las ecuaciones de Euler, proporciona,

11 =X-($ u o Ty Ty Ty

rofix fly fz fit
L‘"—:Y-(ﬂvu+‘"\/v+‘”\/w+ﬂv)
ro Ty ix Ty 1z It
iﬂ—pzz-(ﬂwu+ﬂwv+ﬂww+ﬂw)
r 1z X Ty 9z qt

que permiten completar el numero de ecuaciones necesario para la resolucién del problema, a que
hay que calcular para un tiempo ¢, cuales son las componentes de la nueva velocidad (u, v, w)
dadas las componentes iniciales (ug, vo, wp), la presion p y la densidad r .

Por lo tanto, las ecuaciones necesarias son,

a) Ecuacion de continuidad
b) Ecuacion de compresibilidad, f (p, v, T) =0

¢) Tres relaciones de Euler, aF = mj

V.2.- ECUACION FUNDAMENTAL

Partimos de las ecuaciones de Euler, a las que respectivamente, multiplicamos por dx, dy, dz,
quedando en la forma,

1 9p du du
r

ﬂ—xdx=de-—dx=de-W

at udt = Xdx - udu
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119 dv dv
T ﬂs dy = Ydy - Wdy:Ydy- T vdt =Ydy - vdyv
1 Tp _ dw . dw
Tﬂ_ZdZ_ZdZ Wdz_Zdz- at wdt = Zdz - wdw
Sumandolas miembro a miembro, resulta,
p="Ff(xyzt)
1 dp Jp Pan=lagpele Jp Ip N
- ﬂde+ ﬂydy+ ﬂzdz)— dp = X dx + ﬂydy+ = dz + m dt | =
Tp Il Tp Tp
dx + dy + dz =dp - — dt
w Ty P T
_1 hlY
= (dp - Tt dt) =Xdx + Ydy + Zdz - (udu + v dv + wdw)
A su vez,

V=2 +v2+wW : VdV=udu+vdv +wdw=

2
1 (dp - ETD dt) = Xdx + Ydy + Zdz - d(VT)
~ que es la Ecuacion Fundamental de la Hidraulica, combinacion
rotvVa Vv vV - li . .
/w ineal de las tres ecuaciones de Euler, y que las retine en una sola.
Por lo tanto, en su integracién se tendra en cuenta el camino a
di seguir, es decir, la ecuacion fundamental de la Hidraulica solamente
se puede integrar a lo largo de una trayectoria, Fig V.2.
Otra forma de obtener esta ecuacion seria a partir de,
Fig V.2
LL :X-diu’ X_Lﬂip:diu: M Vﬂ7u+wﬂ7u+m
rqx dt r9qx dt ix Ty 9z qt
Sumandola y restandola, v — a2 , W‘"—W se obtiene
x ix
)(_:I-T[ipzuﬂil“I Vﬂ7u+wﬂ7u+ﬂ7u+vﬂiv+wﬂ7vv_vﬂiv-wﬂ7vv:
roqx x Ty Nz it T x x x
fu fu fu fu v fu  fw,  fu _ 1 fv?) YOI Tu
U—++V—+W— +V (— - W(— +— =3 + (rot VUV), + —
X X x v T Tz ™ 1t 2 ot

y haciendo lo propio para las otras dos ecuaciones, y sumandolas junto a esta, resulta,

w

1 2 R,
§gradv +(rot VUYV) + it

?-%gradp:

que es la ecuacién fundamental para un fluido perfecto.



V.3.- ECUACION DE BERNOULLI

La ecuacién Fundamental se puede poner en la forma,

1 T .\ _ V2
T (dp - ﬁdt)—dT—d(T)
En régimen permanente, 3]—5) dt = 0, por lo que la ecuacién anterior queda en la forma:

dp g1+ d( V) =0
: 2

y sir =f(p) resulta,

—
ey
+
N
I
o

que siempre hay que aplicar a lo largo de una linea de corriente y , en la que,

DT = T - T;, es la energia potencial debida a las fuerzas del campo

(‘) g, es la energia debida a las fuerzas de presion

VAVA
Tl , €s la energia cinética por unidad de masa

El caso mas frecuente, a la hora de aplicar esta ecuacion es, que la tinica fuerza exterior sea el
peso, (fluidos pesados), obteniéndose,

X=0;Y=0;Z=-4¢

por lo que,

A A S R T I T il

r 9 2’179~ vy’ g 29’ "
Integrandola, resulta,

. VZ- VE . V- V3

Od—;’ +(z4- 22)+12—92:O ; Qvdp + (2 - 22)+12—92=O

Si el fluido es incompresible, r = Cte, y por lo tanto,

p V2o
§+Z+ﬁ—0te

que es la ecuacion de Bernoulli para un fluido ideal y en la que,

Z, es la trayectoria



Z+ % , es la linea de niveles piezométricos
2
p V
Z + — + 5— , es el plano de carga

La representacion grafica de la ecuacion de Bernoulli es la indicada en la Fig V.3,

Plano de carga

v

29

Linea de niveles piezométricos

P

7

Trayectoria
z
l Plano de referencia

Fig V.3.-Representacion grafica de la ecuaciéon de Bernoulli

Esta ecuacién se puede deducir también a partir del Teorema de las fuerzas vivas, con las
siguientes consideraciones,

- El liquido es perfecto, por lo que el trabajo debido a las fuerzas interiores es nulo, T = 0

- El liquido es incompresible, k = 0, por lo que si en un tiempo t ocupa la posicién (ABCD), en el
tiempo, t + dt, ocupara la posicién (A’B’C’D’)

- Si el régimen es permanente, las masas contenidas en (ABA’B’) y en (CDC'D’) son iguales, es
decir, flujo entrante = flujo saliente, por lo que su valor ser4,

Masa en 0, my = Volumeng r =V, Wy r dt i
y WoVo=W,; Vy
Masaen 1, m = Volumen, r =V, W, r dt b

- El tnico trabajo es el de las fuerzas exteriores, que se compone del trabajo debido a la accién
de la gravedad T y del trabajo debido a las presiones Ty,

El trabajo debido a la gravedad es,
Ty = PesoxProy. vertical del camino recorrido = Wy V, dt g(zo-24)

El trabajo debido a las presiones es,

Tp=p0VOW0dt -p1V1W1d'[

El trabajo debido a las presiones laterales del fluido sobre las paredes es 0, por ser la direccién
de la fuerza originada por la presién perpendicular a la trayectoria.

De acuerdo con el Teorema de las fuerzas vivas,
W, Vidt r V2 - WoVodt r Ve

W0V0dt g(Zo- Zl)+p0WOV0dt -p]_WlVl dt = > = >




y como, Wo Vo = Wy Vy, resulta,

V2. V2
9(zg-z9) + (po-p1) = %r

que es la expresiéon matematica del Teorema de Bernoulli para un fluido perfecto.

l Plano de comparacion

Fig V.4

La ecuacién de Bernoulli esta enunciada para dos secciones cualesquiera de la vena liquida y
expresa la igualdad de las alturas totales H en estas secciones; puesto que estas secciones se han
tomado libremente, para cualquier otra seccién de la vena liquida, la altura total tendra el mismo
valor. De este modo, para el liquido ideal en movimiento, la suma de las tres alturas citadas, la de
nivel, la de presién y la dindmica es una magnitud constante a lo largo de la citada vena liquida.

El sentido energético dela ecuacion de Bernoulli para una venaliquida elemental de liquido ideal
consiste en que la energia especifica total del liquido se mantiene constante a lo largo de la vena
liquida. La ecuaciéon de Bernoulli expresa, por consiguiente, la ley de conservacion de la energia
mecdanica para un liquido ideal en movimiento, la cual puede presentarse en tres formas, la de posi-
cion, la de presion y la cinética. La primera y la tercera son propias de los cuerpos sélidos y de los
liquidos, mientras que, la energia de presion, es caracteristica de los liquidos en movimiento.
Durante el movimiento de un liquido ideal, una forma de energia puede transformarse en otra, pero
la energia especifica total, quedara siempre invariable.

V.4.- ALGUNAS APLICACIONES DEL TEOREMA DE BERNOULLI

TUBOS PIEZOMETRICOS.- Sirven para medir la presién estatica. Si colocamos en dos seccio-
nes de la vena liquida en movimiento, unos tubos que no produzcan ningtn tipo de perturbacién en
la corriente, el liquido alcanzara en ellos un cierto nivel que representa la altura piezométrica o
manométrica, p/g, Fig V.5.

Aplicando Bernoulli a las dos secciones resulta,

V2. V2

P _ Vi~ Vo _
g)="2g -

Po V§ Py Vi
ZO+_+_=21+7+ﬁ ; (zg +

Po

?)-(Zl+



Fig V.5.- Medida de la presiéon estatica mediante tubos piezométricos

El primer miembro representa el desnivel 2 existente entre los dos tubos piezométricos; a su
vez, la diferencia de energia de velocidades entre los dos puntos, es la misma que la diferencia de
niveles piezométricos entre dichos puntos.

TUBO VENTURI - De acuerdo con el apartado anterior se ha ideado un aparato destinado a
medir caudales, por simple lectura de las presiones dadas por dos manémetros dispuestos en un
tubo cénico, Fig V.6.

1
h

SIS AT AT,

y como por la ecuacion de continuidad, V1 Wy = VoW, despejando V7 y sustituyendo se obtiene,

Wo.2 2
(Vo W_l) 'Vo

29




En este resultado hay que tener en cuenta, para un fluido real, el rozamiento, que se puede con-
siderar introduciendo un coeficiente de velocidad que oscila entre 0,95, a poco mas de la unidad; se
suele tomar como valor mas indicado 0,985 para los Venturis nuevos y 0,98 para los Venturis usa-
dos.

TUBO PITOT.- Sirve para medir la presion total o presion de estancamiento, es decir, la suma de

la presion estatica y la presiéon dinamica.

En la embocadura del tubo, punto 1, se forma un punto de estancamiento o de remanso, por lo
que la velocidad V1= 0 y la presién aumenta hasta el valor,

P est + V:I.2 o)

Z1+ —_—
g 29 g g

como en el punto 1 se tiene, V; = 0, y en el punto 2, V, = 0, y llamando, z, = Dh, resulta,

p p
egSt =?2+22= P2= Pam= 0| =22 =D ; Pest = gDh

en la que pest vale,

2

_ V(z) _ V§
= + g0 = +r Y0
Pest Po g 24 Po >

TUBO DE PRANDTL.- Este tubo combina un tubo de Pitot y un tubo piezométrico; el tubo de
Pitot mide la presién total, y el tubo piezométrico la presion estatica, por lo que el tubo de Prandtl
mide la diferencia de los dos, es decir, mide la presion dinamica.

Cuando el tubo de Prandtl se introduce en un fluido, produce una modificacién en el flujo, de
forma que dicha perturbacion se traduce en la formacién en el punto 1 de un punto de estanca-

miento, de manera que,
P1=Pest ; V1=0

Se supondra que la diferencia de alturas entre 1 y 2 es despreciable; ademas habra que supo-
ner también que, en el punto 2 ya no hay perturbacién, por lo que,

Vo=Vo ; PpP2=Dpo

En el interior del tubo de Prandtl y del manémetro diferencial, el fluido principal y el fluido
manomeétrico, estaran en reposo, por lo que se puede aplicar la ecuacion fundamental de 1a Hidro-
statica; aplicando Bernoulli entre 0 y 1, teniendo en cuenta que,
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Fig V.8.- Tubo de Prandtl

Z20=21@z, ; Vi=0 ; po=p2

Po Vo2 P1 Vg Vo2
-0, 0 B . +g—2 = b -p,=r1 —
9 + g g Po ng P1 P1-p2=Tr 5

Aplicando, a su vez, Bernoulli entre 1y 2,y como, z; @, resulta,

i Vi
+ _— = + —_—
P1 929 p2 929

que es la misma demostrada anteriormente.
Aplicando la ecuacién fundamental de la Hidrostatica entre 1y 2,

p1=p2+gl +9'Dh-gbh-gl =p>+g'Dh-gbh=p>+Dh(g-9g)

2
Como, p;=py+r TO, resulta:

V§ V§
pz+r7 =pp+Dh(g'-9 ; r7 = Dh (g'- 9)

Despejando V), resulta finalmente,

2 Dh (g- 2 g Dh (g- '
Vo=\/ ig g):‘/g g(g g):\/zgm(%-n

que es la velocidad tedrica de la corriente.

TUBO DE PITOT-DARCY.- Este hidrotimetro, Fig V.9, utilizado para la medida de la velocidad a
distintas profundidades, consiste en dos tubos montados sobre una tablilla graduada de modo que
sus extremos inferiores, de aproximadamente 1,5 mm de diametro, y con una llave comtn L, estan
doblados, uno, en el sentido de la corriente, y el otro, en el contrario.

Una vez sumergido en el liquido, éste asciende por el primer tubo a un nivel superior a la super-
ficie libre, mientras que en el otro tubo se produce una aspiracion, descendiendo el nivel del liquido
por debajo de dicha superficie libre. Cuando se introduce el tubo en la corriente, verticalmente, a la
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profundidad deseada, y se abren las llaves L y M, el liquido habra
adquirido la posicién que se indica en la Fig V.9, momento en el cual
/\ se cierra la llave M y se saca el aparato.

T Superficie

Aplicando la ecuacion de Bernoulli se tiene,

libre

2 2 -
0+&+0=0+p_1+v_ ; Ve - Po pl=D(%)=h

\//L g g 29 29 g

B || L
Fig V.9.- Tubo de Pitot-Darcy V=(2gh =442 Jh

Para liquidos reales suele utilizarse otra expresion, de la forma,

V=mi2gh

en la que mes un coeficiente de reducciéon de velocidad, que varia entre 0,84 y 1, y depende de la
forma y dimensiones del aparato.

V.5.- TEOREMA DE TORRICELLI

Si a una masa liquida la aplicamos la ecuaciéon de Bernoulli entre su superficie libre, y la
salida por un orificio libre, tomando como plano de referencia el que pasa por el centro de dicho orifi-
cio, Fig V.10, se tiene,

z+&+0—0+h+v—2 : V= 29z
g = g t2g V=l

+ queeslavelocidad de salida de un liquido por un orifi-

| Pa cio, funcién de la profundidad a la que se encuentre el

orificio.
Fig V.10

V.6.- APLICACION DEL TEOREMA DE BERNOULLI A LIQUIDOS EN MOVIMIENTO
DE ROTACION

Supongamos un canal guia que gira alrededor del eje Oz, por el interior del cual circula un liqui-

do; las fuerzas exteriores que actian sobre dicho liquido en rotacion son,

a) Su fuerza centrifuga, r w?

b) Su peso g

que proporcionan las siguientes componentes,

- i X=xw
Fuerza centrifuga, r w2 (x w2,y w2, 0) { t
y b iY=yw
Gravedad, g (0, O0,-g b i
tZ2=-9

V.-92



Fig V.11.- Canal guia que gira alrededor del eje z

A su vez,

dT = X dx + Ydy + Z dz =

2 _ y2 2 _ 2
DT = To- Ty = W lﬁléliL +we Y2© YT |

Zy - z1) =
> g(z2 1)
2 2 2 2
X5+Y XT+Yy
:Wz%_ 2 12 1 -9@Zy-2)=wW
. . . jup=wry
y como para la velocidad tangencial se tiene, | , por lo que,
I Up=WTI>
uz  y2
2 1
DT =Ty-T1= — - — -9 (@2z2-2
2-Ti= - > g (z2-21)
Sustituyendo estos valores en la ecuacién general,
2_ 2
P2-P1 Vs - Vi P2-P1
= - (To-T)) + —— = ;| —— +9g(z2-21) +
. (T2- T1) > - g(z2-21) >
que se puede poner en la forma,
P2y, V2 U _p1,, o VP U
g 29 29 g 29 29

de la que se obtienen las siguientes conclusiones,

= xwdx + ywrdy - gdz

2f2 2

2

'y
—- - 9(z3-2;)

a) Si el tubo no gira, u = 0, se obtiene de nuevo la ecuacion de Bernoulli para liquidos en movimiento, en su

forma mads simple.

b) Si el tubo es recto y paralelo al eje de giro, la velocidad tangencial es la misma para todos los puntos,

uy = uy y asi queda también la ecuacion de Bernoulli en su forma mds simple.

La ecuacion anterior es de aplicacion al desarrollo de la ecuacion general de las turbinas hidrau-
licas; también lo es a los sistemas de engrase y refrigeracion de ejes, etc.



V.7.- DINAMICA DE LOS FLUIDOS REALES. INTRODUCCION.-

Los fluidos reales se distinguen de los ideales en que poseen una cierta viscosidad, es decir, un
rozamiento interior que origina tensiones tangenciales entre los filetes fluidos.

Los movimientos de circulacién de los fluidos se pueden dividir en dos tipos,

a) Movimientos laminares, o de Poiseuille, que son flujos regulares en los que la masa fluida esta
formada por filetes yuxtapuestos, perfectamente individualizados, en los que las superficies libres
son lisas y unidas; en realidad sé6lo se dan en algunos casos muy particulares o en fluidos muy vis-
cosos; el nimero de Reynolds en flujos por el interior de tubos es inferior a 2.000.

m& 7707777777777 777777

a) Flujo laminar b) Flujo turbulento c) Flujo ideal

Fig V.12.- Isotaquias de velocidades

b) Movimientos turbulentos, o hidraulicos, en los que los filetes liquidos se entrecruzan no conser-
van su individualidad; las superficies libres son turbulentas y estriadas, y son los movimientos que
con mas frecuencia se presentan en la practica.

Si en cada punto de una masa fluida en movimiento turbulento se miden las velocidades ins-
tantaneas, se observa que estas varian en magnitud y direcciéon sin ninguna regularidad, con una
frecuencia a veces muy grande, pero no se apartan jamas de un valor medio, alrededor del cual
oscilaran méas o menos rapidamente; otro tanto sucede con las presiones.

Los valores medios, de velocidades y presiones, definen un régimen ficticio que se conoce como
movimiento medio, o régimen de Bazin, siendo sus caracteristicas las que normalmente aparecen
en las formulas practicas de Hidr4aulica.

Mediante este modelo, el movimiento de un fluido en cualquier tipo de régimen, laminar o turbu-
lento, puede asimilarse al de un fluido perfecto, salvo en las zonas préximas a las paredes, en que la
existencia de elevados gradientes de velocidad, aun en fluidos de pequena viscosidad, hacen que se

manifiesten en gran manera las fuerzas de viscosidad; a esta region se la conoce como capa limite.

V.8.- ECUACIONES DE NAVIER-STOKES DE UN FLUIDO VISCOSO INCOMPRESIBLE

En un fluido en movimiento, las tensiones tangenciales engendradas por la viscosidad son pro-
porcionales a los gradientes de velocidad, lo cual permite calcular, en forma muy exacta, las pérdi-
das existentes en un flujo laminar. Sin embargo, los resultados obtenidos no se pueden utilizar para
calcular las pérdidas si el movimiento es turbulento, ni aun en el caso de considerarle como movi-
miento medio, por cuanto a este habra que superponer un movimiento de agitacién originado al
existir un continuo intercambio de pequenas masas fluidas en movimiento, que originan una disipa-
cién de energia por frotamiento viscoso, tal, que las pérdidas de carga totales son mucho maés
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importantes que las que resultarian de considerar solamente la viscosidad en el citado movimiento
medio; en consecuencia, las masas fluidas en movimiento originaran unas variaciones de las canti-
dades de movimiento que originan una disipacién de energia por choque.

z z
C D c D
E E
G G
U dt——-| [+ iUgg dt—]
dz éEL dz éEL
O, dx 0, dx
dy A X dy A X
B A B A
y y
Fig V.13.- Paralelepipedo elemental para Fig V.14.- Velocidad de agitacion en el
fluidos reales movimiento turbulento

Por lo tanto, si a las ecuaciones de Euler se afiaden las que ocasiona la viscosidad, se obtienen
las ecuaciones de Navier-Stokes en su forma més simplificada. Para su calculo y determinacion,
estudiaremos lo que acontece a lo largo del eje Ox, teniendo en cuenta la ecuaciéon de Newton de la

viscosidad para la velocidad U, y que tendra por componentes, t y, tuy, tuz, segin los ejes (x, y, z)

respectivamente, en la forma,

ux 1x uy y uz 1z

correspondientes al flujo entrante por las caras (ECOB) 6 dy dz, (EGFB) 6 dx dz, y (ECDG) 6
dx dy, respectivamente.
Para las caras opuestas del cubo elemental, a las anteriormente citadas, se tiene,

2
Mux gx = h U - p TU gy

X X x2
t 2
2
tyy- Moz g, = p W Tu g,
1z 1z 22

que restadas de las primeras permiten obtener,
Tou
x2
Tu
Ty2

2
Seglinel geOz h 1Y gz
fz2

Segin el e Ox: h dx

Segin el e Oy: h dy

y multiplicandolas por la seccién correspondiente, se obtienen las fuerzas de naturaleza viscosa,

debidas a la variacién de la componente U de la velocidad, segtin los citados ejes, es decir,
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2
hﬂudxdydz

Tu = dF
ﬂXZ ux
2
u _

h RyZ dy dx dz = dFy,
2

h 1}‘; dz dx dy = dFy,
V4

Sumaéndolas se obtiene la fuerza total debida a la viscosidad, para la velocidad U,

Tu  Tu  Tu
dFu:h(—2+—2+—2) dx dy dz = h Du dx dy dz
x Ty 1z

Lo mismo se podria hacer para las velocidades V y W actuando sobre las mismas caras ante-
riormente definidas.

Afadiendo estas expresiones a las ecuaciones de Euler, se tiene, para la velocidad u,

%dxdydz:rdedydz-g—?rdxdydz+hDudxdydz

que convenientemente simplificada se reduce a,

LL:X-d—“+nDU
rqx dt

Como,u = f(Xx,y, z,t), resulta,

du = Tuy oy Uy uy, fu
dt X Ty 1z it

por lo que,

Ldiu:x_(uﬂfu+vﬂ7u+wﬂ—u+ﬂ—u)+nDu
rodt fix iy z

que junto con las obtenidas para las velocidades vV y W, de la forma,

1T -y dvyqopy
r vy dt
Lﬂipzz-divv+nDW
r 9z dt

definen muy bien el régimen laminar, pero no el turbulento, aunque para fluidos incompresibles los
regimenes turbulentos pueden ser tratados con esta misma ecuacion.

V.9.- MOVIMIENTO TURBULENTO

Para definir y comprender el movimiento turbulento, es necesario hacer figurar lo valores
medios de la velocidad y de la presion que definen al movimiento medio, y completar las ecuaciones
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de Navier mediante un termino que comprenda las variaciones de la cantidad de movimiento entre
las diversas particulas fluidas.

Para tener en cuenta este fenémeno, se define una velocidad de agitaciéon Vag que en cada ins -

tante complemente a la velocidad media del movimiento medio.

[t

La velocidad sobre el eje Ox es, U= U + U,

<>

La velocidad sobre el eje Oy es, V = V + V44

La velocidad sobre el eje Oz es, W= W + Wag

siendo, U, v, W, las componentes de la velocidad media del movimiento medio en cada punto en el

instante ¢, y, Uag, Vag, Wag, las componentes de la velocidad de agitacién, que no son més que las
componentes de la desviacién de la velocidad u respecto de su valor medio U.

Debido al movimiento de agitacion, en el tiempo dt entran por las diferentes caras del cubo ele-
mental, las siguientes masas de fluido,

rdydz (uag dt) ; rdxdz(vagdt) ; rdxdy(wag dt)

Las cantidades de movimiento proyectadas por cada masa asi definida son iguales a los impul-

sos mecanicos correspondientes, obteniéndose,

Irdy dz uggdt (U + ugg) =1f g, dt
Sobre el eje Ox, }r dx dz v gdt (U + Ugg) = f o dt

|
froox dy wygdt (U + u,g) =fg dt

Irdy dz uggdt (V+ vgg) = fq, dt
Sobre el eje Oy, 1r dx dz Vv qdt (V + vaq) = fp, dt

[
frdx dy w,,dt (Vv + Vag) = fay dt

Trdy dz uggdt (W+ wyy) = fy, dt
Sobre el eje Oz, }r dx dz v,gdt (W+ W) = f,, dt

[
fr dx dy wy,dt (W + Wyq) = fg, dt

Estudiemos en particular una de las ecuaciones, por ejemplo la f 1 sobre el eje Ox,

flx -
| l fix =r dy dz uag (U + Ugag)

Su valor medio en el instante ¢, Fig V.15, es,

1 t +Dt

Fig V.15 fax = 2 Dt Q—Dt Fadt =
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2 Dt 2 Dt
r dy dz "B , r dy dz t+Dt _ rdydz (B,
5 o Uag dt + >or U QDt Ugg dt > Dt OD’[ Ugg dt

t+Dx
Las integrales de la forma, Ou Uag dt = 0, ya que:

—

R 1 \t+|1 1 \t+|1 . 1 \t+|1 1 - \+IJ
U—m Q_[x u dt —mQDt(U'i'Uag)dt —mQDtUagdt + > D UQDdt =

1 4B 1 - 1 4B ~
_WQ_D: Uagdt+mU(t+u-t+u)—mQuuagdt+u
t+Dx

y como, Dt 1 0, se obtiene, C) Uag dt = 0O
"Dt

t +Dt t +Dt
y lo mismo para las integrales de la forma, C) Vag dt =0 ; O Wag dt =0
Dt -Dt

t+Dx
La integral, ODt u gg dt, es la media del cuadrado de la fluctuaciéon que no es cero y que se pue -

de interpretar como una medida de la intensidad de la turbulencia.

La fuerza %lx es la ejercida sobre una de las caras (dy, dz) por lo que para el conjunto de dos ca -
ras paralelas se tiene,
(i rdxdydz ¢q <P,

z z 1Tf‘lx
le-(le-ﬂ—XdX)= ﬂX dx = 2 Dt ﬂ_XQDt uag dt

y haciendo lo mismo para f o4 y f 3, se obtiene,

T, g rdxdydz q M

YT T2 fy Qp Yo Vo O
M ay rdxdydz q P
i dz = 5T [ QDt Uag Wag dt

La proyeccion sobre el eje Ox de la fuerza total, debida a la cantidad de movimiento, sera la

suma de las anteriores, es decir,

X dydz 1 T R g+ LN dt
70 x QYo 8 TRy Qg Yeo Vao AUt gz Qg tas Wag AU

Para los ejes Oy y Oz se obtienen otras dos ecuaciones similares.
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En consecuencia, las ecuaciones de Navier-Stokes para el movimiento medio respecto al eje
Ox, quedan en la forma,

=]

1
r

X

=

du t+|1 q ‘t+IJ t+|1
—X-W+nDu+2Dt QD +‘|T_y _Dtuagvagdt+—ou ag Wag dt)

que se complementan con otras dos respecto a los ejes Oy y Oz.

Otra forma de expresar las ecuaciones de Navier-Stokes, para el movimiento medio, es la
debida a White, de la forma,

du Ir ] 1 du —_— 1 du _—
[ — = - — r X h—-ru h—-ruv — (h—-ru
dt Ix * * ‘ﬂx( dx ag)+ Ty ( a9 ag)+ (

r i . _ _
= - ﬂ—x+rX+ hDu-ﬂiX(r ugg)-%(r uagvag)-ﬂ—i(r Uag Wag)

que se puede poner también como,

r -
lﬂ——X-$+nl3u+iuag+

ro9qx dt I

v — I ———
Uag Vag + — UagWag
Ty fiz
en la que las expresiones, (-r u gg ), (-1 UagVag)y(-r UagWag), se conocen como esfuerzos tur-
bulentos debidos al movimiento de agitacion.
La integracion de las ecuaciones de Navier-Stokes es, en la mayor parte de los casos, imposi-

ble, aunque, no obstante, existen soluciones exactas para las mismas al menos en los siguientes
casos,

Flujo paralelo permanente y no permanente,

a) Entre paredes paralelas fijas.

b) Entre paredes paralelas, una fija y la otra moviéndose en su propio plano, sin o con un gradiente de pre-
Sion positivo o negativo.

¢) Dentro de un conducto cerrado de seccion transversal cualquiera.

d) Entre cilindros concéntricos en rotacion.

Flujo permanente,

a) Entre placas giratorias

b) Entre placas convergentes y divergentes

¢) Flujos planos y asimétricos normales a una placa

d) Flujo en un chorro laminar de seccion circular transversal



Flujo no permanente,
a) Adyacentes a una pared plana acelerada repentinamente

b) Adyacentes a una placa oscilante en su propio plano

Asimismo, y para nimeros de Reynolds pequeios, en los que las fuerzas de inercia se pueden
despreciar, se han encontrado las soluciones aproximadas siguientes,

Flujo permanente alrededor de una esfera

Lubricacion de un cojinete

Flujo alrededor de un obstdaculo entre dos placas paralelas colocadas a una distancia pequeiia (flujo de
Hele-Shaw)

Finalmente, aquellos flujos laminares con fluidos de viscosidad muy pequeiia, y en general, una
serie de problemas relacionados con el rozamiento, el coeficiente de transmision de calor entre la
superficie de un cuerpo y el flujo que lo circunda, etc., se pueden resolver por los métodos de la capa

limite.

V.9.- ECUACIONES PARA UN FLUIDO PESADO Y VISCOSO

Sea la conduccién inclinada indicada en la Fig V.16, en la que el eje Ox coincide con el eje de la
misma; para este caso se tiene,

X =gsena ; u=V
Y=0 ; v=0
Z=-9gcosa ; w=0
u=~f(x,y,z,t)

Considerando ademés la ecuacién de continuidad, r = Cte, di v V= 0, se tiene:

ﬂ7u+ﬂiv+ﬂiw—o

> My 1z
ycomo:ﬂ—vzo;ﬂ—wzo, p "L“:o;‘”i“:o

1z ix x2

Ademas,
2 2

l(ﬂ):ﬂuzo; ﬂ(ﬂj)_ﬂuzo
Ty "Tx x Ty fz " fix Tz Tx
NVog o TWiog o Wogy o Vo, . oy . Ty
X x2 Ty Ty2 {1z 1z2
v,
It
Ww_o  Pw_ o dw_ o Pw_o o Sw_o o fw
X X Ty Ty 1z 9z
w_,
It
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>
‘m

p2/Y

Fig V.16.- Conduccion inclinada de un
conducto por el que circula un fluido
pesado y viscoso Fig V.17.- Pérdida de carga

y sustituyendo en Navier-Stokes, se obtiene,

2 2
LL:gsena- M+L(M+M)
rox it rooqyz 22
l m = O
rqy
1 T . g cosa
r 9z
Para un régimen permanente se tiene que, E—tu =0

y si ademas se gira la tuberia hasta hacer coincidir g con la direccién del eje Oz, a =0, las ecuacio-

nes anteriores se reducen a,

1% h (fu, fu
rqx r ﬂyz 122
Lﬂipzo

rqy

1 9p -

r 9z g

en las que se observa que:

a) La variacion de presion con respecto al eje Oz sigue las leyes de la Hidrostdtica,

b) Existe una pérdida de presion debida al roce de las moléculas de fluido,

oo Py, By (Buy_p (2

_ 1y 1y Yy -3
x y?  1z? qIr 2 ﬂrz) 9
9P _ ggx =3l

g

siendo [ la longitud de la tuberia, y J la pérdida de carga por unidad de longitud, J = f ( V), adimen-
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sional.

Sabemos que cuando no existen pérdidas de presion a lo largo de la conduccién, la ecuacion de
Bernoulli se puede poner en la forma,

22+p—2=21+& b d(z+£)=0
g g g

es decir, la linea de niveles piezométricos es horizontal, pero sabemos que, de acuerdo con lo ante-

riormente estudiado, existe una pérdida de presion a lo largo de la conduccion, dp = Jdl, porlo
que la linea (AB) pasa a transformarse en la (AB’) y, por lo tanto, se puede poner,

diz + 2)
g

2
d(z+%)=JdI ] = - xY

dl 29

Plano de carga

Linea de carga

/—\ V*%/2g . . .
Linea plezometrlca
—t e

P/
b4

m ' 2

Fig V.18.- Representacion grafica de la ecuacion de Bernoulli para un fluido real
En consecuencia, la ecuacién diferencial de Bernoulli toma la forma,

2
dz+ P L g g4 -0
g 2g

que para un fluido incompresible se transforma, una vez integrada, en,

V2 VZ
Zl+&+_1:22+&+—2+\]|:0te
g 29 g 2

En general, para una corriente, la ecuacion de Bernoulli es,

V2 V2
zl+ﬁ+a1—1: 22+p—2+a2—2+JI =Ce
g 29 g 29

2
dz+ P ad ), 3d =0
g 2g

en la que a es un coeficiente corrector, que se conoce como coeficiente de Coriolis, de forma que,

a 5o sea el promedio de la energia cinética por unidad de masa que pasa por la seccién, que para
g

un régimen uniforme vale la unidad; dejara de valer 1 cuanto mayor sea la irregularidad en la distri-
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bucién de la velocidad.
En la Tabla V.1 se indican algunos valores de a para distintos tipos de conducciones,

Tabla V.1.- Valores de a para diversas conducciones

Tipo de Conduccién a
Conducciones cilindricas (Régimen turbulento) 1,06
Conducciones cilindricas (Régimen laminar) 2
Canal con planchas lisas (Bazin) 1,039
Canal cubierto (Rugosidad normal) 1,11

La representacion grafica de la ecuaciéon completa de Bernoulli se presenta en la Fig V.18, en la
que se han dibujado la trayectoria, linea de niveles piezométrico y de carga, y plano de carga, entre

dos puntos de la conduccion.

V.10.- VARIACION DE LA POTENCIA EN UNA CORRIENTE

Cuando en una corriente fluida se intercalan maquinas, la linea de carga y la linea piezométrica
suben o bajan en ese tramo una cantidad equivalente a la energia absorbida o cedida, Fig V.19.

La potencia teérica de una maquina, sea bomba B o turbina T, viene determinada por la dife-
rencia entre las potencias de la corriente No después de la maquina, y N1 antes de ella, es decir,

Niag = N = | N2- Ny

La potencia practica viene afectada por las pérdidas originadas en el interior de la maquina,
tanto las de tipo hidraulico, como las de tipo mecanico; las pérdidas se consideraran (+) para el
caso de una bomba, y (-) para una turbina; si representamos estas pérdidas por Ny, se tiene,

NBor’rba = N2- N + Np

Linea de energia Linea de energia
1 1
AH AH
' '
H,
H, %
H, H,
Turbina Bomba

Fig V.19.- Variacion del plano de carga cuando se introduce magquinaria en una conduccion
Nturbina = N2+ N1 - Np

El rendimiento de una bomba se define en la forma,

Energia aportada al fluido ~ N+N;  gQ(Hp-H;)  gQDH
Energia que acciona el motor de la bomba " Npomba N Bonba " Npomba

hBonba =

luego,
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9QDH _ 9QHm,
hg hg

NBonba =

El rendimiento de una turbina se define en la forma,

Energia total obtenida en el eje de la turbina Nrur bi na Nrurbina  _ Nturbina

hrurbina = = - -
Turbina Energia tomada del fluido N1 - N2 9Q(H1- H2) gQDH

siendo, Nyyrpina = §QDHh b , 1a potencia 1til obtenida en la turbina.
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VI.- DESARROLLO TEORICO DE LA LUBRICACION
HIDRODINAMICA

VI.1.- LUBRICACION HIDRODINAMICA

El estudio de la teoria de la lubricacién se puede considerar como un caso particular de la teoria
hidrodinamica de flujo laminar; en el fluido que llena los espacios vacios entre las dos superficies a
lubricar, una de las cuales tiene una ligera inclinacién respecto a la otra, se desarrollan fuerzas de
gran magnitud, experimentando el fluido una especie de acuiiamiento; como la inclinacién del patin
es muy pequefia, se puede tomar como ecuacién del movimiento la correspondiente a un movi-
miento laminar plano, en la hipétesis de que no existan flujos hacia afuera de los extremos del coji-
nete, en direccion normal al plano de la Fig VI.1.

En un sistema de ejes (x,y), la velocidad U del lubricante dependera de x y de y, mientras que la
presion p no depende mas que de x; de las ecuaciones de Navier-Stokes se puede deducir la ecua-
cién diferencial,

I

-~ @

dp_h@

dx fy2

En lo que sigue, y por comodidad, se puede suponer que el patin esta fijo, y que lo que se mueve

es el plano de deslizamiento, a la velocidad C; si se considera una pequefia franja de fluido de espe-

sor dx y altura A, y siendo la inclinacién a del patin respecto al plano de deslizamiento muy peque-
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fia, se puede suponer que la distribucién de velocidades es igual a la que resulta entre dos planos
paralelos, es decir, A constante, por lo que la velocidad U es funcién tnicamente dey, mientras que
la presion p es independiente de y.

Integrando la ecuacién anterior respecto de y, y considerando que,

d—:Constante

se obtiene,

lW_1d0y ., . y=21 d0 ¥ Ly 40
&y hoadx T h dx 2 Ly

en las que C; y Co vienen definidas por las condiciones en los limites, en la forma,
jru:V ; y=0,; C =V

Para,.Tl'_u O;y=h;C1=-(

y, por lo tanto,

=1

u= L ARV h by s YDy sy(r - Y

2 h h 2 dx 2h  dx h

oo
X O

Aplicando la ecuacién de continuidad al volumen de control asi definido se puede obtener una
nueva ecuaciéon que permite calcular el valor de dp/dx en funcién de &; como se desprecian las pérdi-
das laterales de caudal, el caudal qy de lubricante, por unidad de anchura del patin, tiene que ser el

mismo en todas las secciones transversales, por lo que suponiendo que dp/dx = cte, se tiene,

dp h® dp  Vh

dp vV _
(R ™YV =-Rax t 2

¥
2 dx

N =

1
*'h

3|I—‘

Q Hv = Q {
Dado que gy no puede variar con x, se puede expresar i en funcién de x en la forma,
h=e,-ax; dh=-adx
y despejando, dp/ dx, en la anterior, resulta,

dp _ 6Vh 12 hagn . -dp adp_GVh 12 hqy

dx h2 h3 " dh dh 2 h?
a
Integrandola se obtiene,

6 h
ap:T(V‘%) + G

en la que g, y C3 son constantes que se determinan por las condiciones impuestas en los limites;

como la presion en los extremos del patin de coordenadas, x = 0 y x = L, debe ser la misma, por
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ejemplo, p = pp = 0, para, h = e; y h = eg respectivamente, se tiene,

i 6h q

i — (V- X))+ C3=0
I — (V- =2X)+C,=0
T € €, 3

de las que se obtienen los valores correspondientes a g, y Cg de la forma,

— e1 e . - 6hVv
W =Vere, ' BT ere
y, por lo tanto,

- 1 _ 1 €1€ _ 1 -
ap=6hv (b - Lo nf o o de) | = e

La presion se anula en los extremos del patin; pasa por un maximo cuando se tenga, dp/dx =0,
lo cual, sustituido en la ecuacion,
y dp

Uedprdx=0) = 51 4y (y - hy + V(1 - %) =

‘Lpzo‘zvu- Y
dx h

que dice que en este maximo el reparto de velocidades es lineal. En cualquier otro punto se cumple
que,dp/dx? 0, (positivo para la cota es y negativo para la cota eq) y la distribucion de velocidades

es parabdlica, estando la concavidad situada hacia la derecha o hacia la izquierda, segtn el signo de
dp/dx. En particular se observa que se puede formar a partir de la cota de es, un movimiento de

aceite en sentido inverso al del movimiento estudiado, Fig VI.2.

Mévil

<4

Fig VI.2

La variacién de la presion p se puede obtener también en funcién de x, sustituyendo en la ecua-

cién anterior, h = eg - a x, en la forma,

_6h gy _ 6hV 6hv e e  6hvV _
ap=-—f (V- )+ GC= €-8X  (e,-ax)? €1+t€ € +te;

6hV(e,-ax)(e;+e,)-6hVe,e,-6hV(e,-ax)? 6hV(axe,-axe, -a?x?)

(e, -ax)? (e, +e,) T (e, -ax)? (e, +ey)
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6hvax(e, -e; -ax)

(h-e)=fx)

ax:ez-h‘_ 6 hVax

(ez-ax)z(el+e2) e,-e;=al h2(e1+ez)

6 hVx

= (h-e)
he(e1+ep)

Esta ecuacién indica que p es positiva en el intervalo, 0 £ x £ L, siempre que, h > e;.

Con este método se desprecia la muy ligera posibilidad de que existan cambios de presién a lo
largo de una linea vertical de, x = Cte.

El reparto de presiones a lo largo de la superficie del patin se obtiene teniendo en cuenta que,

— 6hV h(e1+e2) - €e1€ey - h2
ah2 ept+er

y ser el reparto de presiones a lo largo de la superficie del patin,

dp _ dp dh
dx dh dx
dp _ 6hVv  (e;+e,-2h)h®-{h(e;+e,)-ee, -h*}2h
dh = a(e;+e,) h? -
6hV -h(ejr+ey) +2e1e5 :6hV 2e;e; 1]
a(ei+ey) h® ah? h(eitey)
dh - _ 4
dx
dp  6hV  2¢€8,
= = > _1)
dx h h(e,+e,)
h=gqe,
dp _6hV _2¢€.€ dp 6hV 2ee,
Ir = 5 -1) = e, b = 5 -1) b
ah? h(e +ey) = 5 e,dqg  ah® h(ej+ey)
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p 6hV 2 e e, 6 hV 2e,e3 e2 6hV 2e, L.
= - =) =

d
=+ _ - 1) = . —£) =
dq a h? €2 h(e;+ej) ) ae, h3 (el+ 62) hz) ae, (q3(91+ ez) q
6hV 2 Si,.8hv  2e 1
ae, 3€,+€ ¢ ae; ¢g*(1+e ¢
€

nul r 2e _
que se anula para, 7—5 = 0

VI.2.- CALCULO DE LA FUERZA TOTAL

La fuerza total F por unidad de anchura que soporta el patinete, es,

X=0;h=ez

L
F= bpdx: @#(h'el)dxz X =1L ; h=e2-a|_= el =
h2 (e, +e,) ) ] i
e2- =aX; X=-?
&1 6 hV(e,- h) e.e
( 2 6hv {(el+ez)|nh+ 1h2 -h}ezz

= (h-ep )=

€1

2 PN
> h“(e;+e,)a a® (e;+e,)

6hV
:m [(e1+ep) Ing—i + (e1- e - (ez-ejp)] =
1te
ex- alL =eq
6hV
= ———— [(e1+ey) |n%+2(e1-62)] = =
(e1+e) a? 1 a - €2-€
L
2 2
= 6hV L [(e1+e2)ln§2+2(el-e2)]:6h¢ In 2 . 2 €-€1) -
(e1+ep) (e2- e)? €1 (es- €1)2 e1 ex+e;
2
:‘e:ﬂ‘:_ 6hVL (Ine_ 2)
€2 es(1- e 1-e 1+e

que es la fuerza a soportar por el patinete, por unidad de anchura.
Determinacion de la posicion de la resultante de las fuerzas de presion que se ejercen sobre el patin.

Si la fuerza F esta aplicada en el punto de abscisa X se tiene,

L
FX:prdx
_6hVir 1 ee 1y _ 6NV e e3 1.1 _
a h h2 ep+er ep+ep aer h h2 1+2 1+ﬂ
e (P)
:‘ﬂ_ ‘:Ghv (L 1 e 1)
e- aer q 02 1+e l+e



L L
N ~6hV 1 1 e 1
FX=2QPX™=Qae, g @ Tre Tre X=
h X €7 dx
=—=1-a— ; x=—7—@1-9) ; dg=-a —
q 62 e2 a q q e2
= ]_X:O,q:l =
Limites,}. _L qzl_a_l_zl_ez'el:e_lze
§ ’ e, e, e,
$6hV 1 1 e
=Qae2 (a-q—21+e )_(1 Q)('_)dq—
6hve, 1 1 e 1
= a—sQ(a'q_Z T+e I+e d-@da=..

6hVe, (5+¢ (1-e

=(1+e)a3 > +(1+2e)lneg
-6hV -
°2 (5+e)2(1 ©® v1+20ing
X < (l+e)a _
-6hVL (|ne 2
(1-9e, T-6¢ T+¢
_ e%(l-e) (5+e)2(1_e)+(1+26)lne
(1+ea’L? Ine _ 2

VL.3.- FUERZA DE ARRASTRE

Si el movimiento de la cufia de lubricante se supone bidimensional, y no existen flujos laterales

de aceite, se puede calcular la fuerza de arrastre F, necesaria para mover la superficie inferior a

una velocidad V, en la forma siguiente,

u= L Ly meva-d !
_ 2 h dx _ \h(h dp )dX—
| dus :{L Py - h)+L%-X} __h dp Vv "' rRnax T w
dy y=0 h dx 2h dx h'y® 2 h dx h
E1 6 hVv -h(el+e2)+2e1e2 Vv dh
= h ca)+ (-2 =
QZ (2h a(e,*6,) 3 Ca)+ 5)(-3)
hv £23h(e,;+e,)-6e;e, 1 hV e.e, e
= +—dh=—3|nh+6—+|nh2:
a Ql h® (e, +e,) iR ( h(e,+ey) ey
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aL=e,-¢e
_hvVv e, e,e, 1 1 ,_ hV e, € - €, 2 1
_ 2hVL €, €,- €, €, - 2hVL 1-e
e, e, 2Ing 8¢ e,)" |, |19 (2Ine+r3T5)

que es la fuerza de arrastre F, necesaria para mover la superficie inferior a una velocidad V.

VI1.4.- COEFICIENTE DE ROZAMIENTO Y POTENCIA DISIPADA POR ROZAMIENTO

A la fuerza de rozamiento, casi horizontal, se debera ajustar la componente horizontal de la
fuerza F que soporta el cojinete, a F, por lo que el coeficiente de rozamiento f del patin viene dado

por,
F
f:aT:—é+a

y la potencia N absorbida por el desplazamiento horizontal del patin, que es la potencia disipada

por rozamiento,
N=fFV

En todas estas consideraciones se ha tenido en cuenta que el movimiento de la cuiia de aceite
es bidimensional y que no existen fugas laterales de aceite.
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VIL.- SEMEJANZA HIDRODINAMICA
Y ANALISIS DIMENSIONAL

VIL1.- NUMEROS DE FROUDE, REYNOLDS, WEBER Y MACH.

En un fenémeno hidraulico, las variables que intervienen en el mismo, se pueden reducir a ocho, y

son,

a) La fuerza F

b) La longitud L

¢) La velocidad u

d) La densidad p

e) La viscosidad dinamica

f) La aceleracion de la gravedad g

g) La velocidad del sonido c

h) La tension superficial ¢
Las fuerzas que pueden actuar sobre un fenémeno hidraulico, son,

1) Las de inercia (gradiente de presiones)
2) Las de peso (gravedad)

3) Las de viscosidad (rozamiento)

4) Las de capilaridad (tension superficial)
5) Las de elasticidad.

La comparacién de las cuatro dltimas respecto a la primera, permite determinar los ntimeros
adimensionales de Froude, Reynolds, Weber y Mach.
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Fuerzas de inercia

Volumen

El nimero de Froude se define en la forma, F =
Fuerzas de peso

Volumen
mdu P u?

Fuerzas de inercia dt _ d_u_rd_ui_r du _ C _ u2

Volumen =—v “rfT@wTfarat ="Yar T —g T Tg
Fuerzasdepeso = P i

Volumen =v=9=r1¢
F=_U

‘Lg

Fuerzas de inercia

Volumen
Fuerzas de rozamiento

El ntimero de Reynolds se define en la forma, Re =

Volumen
hwdu
Fuerzas de rozamiento _ dx _ |, 1l du _uh
Volumen - V. ~ 7L dx ~ 2
u2
f ——
_ L rulL _ ulL
R=Th ="h ~n
L2

Cuando el nimero de Reynolds es grande, las fuerzas de inercia predominan sobre las de roza-
miento y si es bajo, sucede todo lo contrario.

Fuerzas de inercia

Volumen

El nimero de Weber se define en la forma, W= — -
Fuerzas de tensién superficial

Volumen

F
Fuerzas de tensién superficial F F T _ s
Volumen A e T
en la que s es la tensién superficial.
u2
r— 2
B L ru L ) o r L B u
W = s~ s ; W= 5 us= S
L2 TL

Fuerzas de inercia

Volumen

El ntimero de Mach se define en la forma, M= —
Fuerzas elasticas

Volumen

Vil.-114



Fuerzas elasticas _ F _
Volumen A

) u _ u
TTETECTE CVTETES
L r T

Si el niimero de Mach es grande predominan las fuerzas de inercia sobre las elasticas, y al con-
trario, si es bajo.

La celeridad de la onda de peso se define como, a = ,/Lg = ,%

La celeridad de la onda capilar se define como, a = S

rL

La celeridad de la onda elastica se define como, a = E

r

——r e —N— = —/

que es la velocidad del sonido en el fluido.

Se observa que la velocidad u del fluido lleva una velocidad de onda asociada, que es la celeridad.

Si hacemos, F=1, W=1, M =1, se tiene el caso en que la velocidad del fluido coincide con la cele-
ridad de la onda, lo cual sirve para separar los régimenes cuya caracteristica es la posibilidad de
propagacion de la onda en todas direcciones, o solo dentro de una porcién limitada de fluido; esta
velocidad se denomina velocidad critica.

No se puede tratar al nimero de Reynolds en la misma forma debido que la propagacién de la
onda de viscosidad es transversal; experimentalmente se determina el valor del nimero de Rey-
nolds Re, que separa el régimen laminar del turbulento, pudiéndose asegurar que para fluidos que
circulan por el interior de una tuberia con, Re < 2.000, el régimen es laminar, y que por encima de
Re > 8.000, es turbulento, aunque se han conseguido algunos regimenes laminares por encima de,
este nimero, lo cual no es nada significativo a la hora de definir el régimen turbulento.

Para la celeridad de la onda de gravedad en rios y mares, si la velocidad es menor que la celeri-
dad, F <1, por lo que el movimiento del liquido en el rio sera fluvial o lento, mientras que si la veloci-
dad u es mayor que la celeridad a, el movimiento es torrencial o rapido.

En el caso de la velocidad de la onda elastica, la velocidad critica se corresponde con la velocidad
¢s del sonido, M =1; sila velocidad u es menor que la velocidad ¢ del sonido, el movimiento es subsé-
nico, y si por el contrario, la velocidad u es mayor que cg el movimiento es supersoénico.

Cuando, u < cg, la perturbaciéon se transmite en todas direcciones, remontando incluso la
corriente, mientras que si, u > c¢g, la perturbacién sélo se puede propagar en la direccién de la

corriente.
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VIIL.2.- LEY GENERAL DE NEWTON

La informacién obtenida cuando se ensaya un pequeiio modelo, sirve para el disefio de un proto-
tipo mas grande, a escala real. Las fuerzas de inercia tienen gran interés, por cuanto aparecen en
los ntiimeros adimensionales de Froude, Reynolds, Weber y Mach, y de ahi el que sea preciso esta-
blecer una escala que ligue dichas fuerzas, entre el prototipo y el modelo.

Si se representa dicha escala por x, tendremos,

_i Ma M:Vr:LSr HD B
X=F " Ma_ - )t/) a=

m m=m Mm:erm:L?nrm

u2 r L2 u2 r Wu?
= 2 .2 2
L rmLmum rmeum

es decir, Dos fuerzas homdlogas cualesquiera estin relacionadas entre si en la misma forma que las densida-
des de las masas respectivas, que las secciones o superficies correspondientes, y que los cuadrados de las veloci-
dades homdlogas.

Existen unos coeficientes, | , m t, que son relaciones constantes entre las magnitudes simples
de ambos sistemas, de la forma,

L

Ma M t?2
X=—= = —— =ml t2

Mmam Mm Lm

té

que es la ecuacion general de Newton, y que es aplicable cuando las fuerzas de inercia predominen
sobre las demads, caso que se presenta en alas de aeroplano, palas de hélice, etc, cuyas superficies
provocan unas fuerzas acelerativas en el fluido en el que estan inmersas, muy importantes.

Como es muy dificil conseguir una semejanza completa entre el prototipo y el modelo, en inge-
nieria suelen utilizarse tipos particulares de semejanza, siendo las mas comunes la geométrica, la
cinematica y la dinamica.

La semejanza geométrica se refiere a la dimensiéon longitud L y hay que asegurarse que se
cumple, antes de proceder a los ensayos con cualquier modelo; una definicién de este tipo de seme-
janza podria ser la siguiente, Un modelo y un prototipo son geométricamente semejantes si, y solo si todas
las dimensiones espaciales en las tres coordenadas tienen la misma relacion de escala lineal. En la semejanza
geométrica se conservan todos los angulos, todas las direcciones de flujo, y la orientaciéon del
modelo y del prototipo con respecto a los objetos de los alrededores debe ser idéntica en la simula-
cion.

La semejanza cinematica exige que todas las relaciones entre longitudes homologas del modelo
y del prototipo tengan el mismo valor, (escala de longitudes), y también que todas las relaciones
entre tiempos homdlogos tengan un valor comtn, (escala de tiempos); en consecuencia habra una
escala tinica de velocidades.
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Asi se puede decir que, Los movimientos de dos sistemas son cinematicamente semejantes si particulas
homologas alcanzan puntos homologos en instantes homologos.

La equivalencia de las escalas de longitud implica simplemente una semejanza geométrica,
pero la equivalencia de las escalas de tiempo pueden exigir consideraciones de tipo dinamico tales,
como la igualdad de los ntimeros de Reynolds y Mach

La semejanza dindmica exige que, cuando el modelo y el prototipo tienen la misma relaciéon de
escala de longitudes, la misma relacion de escala de tiempos y la misma relacién de escala de fuer-
zas (0 de masa), el modelo es dinamicamente semejante al prototipo, y los ntimeros de Froude,
Reynolds, Weber y Mach, han de ser iguales en el modelo y en el prototipo.

Veamos qué consideraciones hay que tener presentes en lo que respecta a la rugosidad. Sabe-
mos que la fuerza total que se ejerce sobre un cuerpo en movimiento en el seno de un fluido es pro-
porcional a la densidad del fluido, al cuadrado de la velocidad y a la superficie, por lo que teniendo en
cuenta modelo y prototipo se tiene,

_ 2 . _ 2
fr=XxrusW ; f n=Xnrmus Wy
siendo X y Xp, coeficientes de rozamiento; el valor de x sera,

2
o o XTWW X a2y 0 Xy g2
Tt 2 W 7 X "X
rm X M Uy Wiy m m

por lo que se debe cumplir que, X = Xy, lo que sucede cuando las rugosidades relativas de los dos sis-

temas sean iguales, es decir,

siendo d y d, el espesor de las asperezas.

De ésto se deduce que, por ejemplo, si el prototipo tiene las superficies pulimentadas, las del mo-

. . . d ,.
delo deberan tener un pulimento especial, de forma que sus asperezas, d ,= T tienen que ser mu -

cho mas pequenas que las del prototipo, y conseguir ésto, en muchos casos técnicamente es impo-
sible por lo que las fuerzas de rozamiento producidas en el modelo seran mayores, relativamente,

que en el prototipo.

NUMERO DE EULER.

Fuerzas de inercia

El nimero de Euler se define en la forma, E = Volumen —
Fuerzas de presion
Volumen
E2=%£— p E= ——
Dp 2 Dp

en donde Dp es la variacién de la presion.
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El estudio de un fenémeno fisico consistird, generalmente, en la investigacion experimental de

la funcién,

E=f(F, R,wMZ 2 2
b c d
en la que, %, E, %, son nimeros conocidos como "factores de forma" que relacionan magnitudes de

tipo geométrico, que caracterizan el fenémeno.

Despejando la velocidad u, se tiene,

u=g [2PP _ 2P ¢ g pewm B 2 2
r b c d

r

estableciéndose una proporcionalidad entre la velocidad u, y la variacién de presién Dp.
Para fluidos perfectos, inicamente intervendran en la funciéon f los pardmetros que caracteri-

zan el contorno.

Si representamos la ecuacion anterior para el movimiento del fluido que simule el comporta-
miento de un modelo, se puede poner,

2
u= mmfm(F,Re,\N,M,ﬂ’ﬂ’a_m)

Elevando al cuadrado las expresiones de la velocidad en el modelo y en el prototipo,

Dp
2_ o P o 0. m ¢2
us=2 -1 ; u=2 - fs
y dividiéndolas entre si,
2Dpr-l i FSlr-1 f f
(L L O LB L L A R
Um 2Dpmrm fm FnSmrm fm fm
y despejando x,
f f
X = | mt-Z(T’“)2=x(f—’“)2

luego,f =, por lo que para que se cumpla la semejanza dindmica, debe ser, f ,, = f , y tiene que
existir unaigualdad entre las funciones real del prototipo y del modelo, exigiéndose laigualdad entre
los ntimeros de F, Re, W y M.

Si ésto se logra, se habra conseguido la semejanza perfecta. Sin embargo, este tipo de seme-
janza no existe, pero se pueden obtener buenos resultados igualando tan sélo uno de los parame-
tros F, Re, W, M, consiguiéndose asi una semejanza tanto méas perfecta cuanto mas pequefia sea
la influencia de los restantes parametros en el fenémeno fisico que el ensayo pretende reproducir.
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LEY DE REECH-FROUDE .- Cuando se estudia un movimiento en el que la gravedad tiene una
influencia predominante, por ejemplo, el vertedero de una presa, el error que se comete es muy
pequeftio al suponer que la funcion f solo depende del contorno y del nimero de Froude, con lo que se

debera cumplir ademas la ley general de Newton, x =1 mt-2, siendof de la forma,

a a
f=f F’ T T
( b” c )

a
d
La semejanza geométrica entre el prototipo y el modelo es condicién necesaria, pero no sufi-
ciente para que, en puntos homélogos, los nimeros de Euler sean iguales.
La semejanza dinamica requiere que, en los puntos homologos, F = Fy,, es decir,

u _ Um
JLg JLmOm

y como la aceleracion de la gravedad suele ser la misma en el modelo y en el prototipo, al igualar
F = F,, se puede utilizar la relacién,

A Um
JL JLm
que obviamente ya no es adimensional.
De todo esto se obtienen una serie de relaciones que van a servir para predecir, a partir de una

serie de medidas de velocidades, caudales, etc, efectuadas en el modelo, los valores correspondien-
tes que son de interés en el prototipo; asi se tiene,

. u 2
Velocidades, —= = £ ; u_2 - L ;U= um\/l_
Wu
Caudales,—Q = =12J1 ; Q=0Q, /5
Qnm ~ Wpln m
. L Uy
Tiempos, — = M-I ; U=t JI
t, L, u m
r
Fuerzas, x =ml t2 =13 —| 2 9 13 9 . s_¢ 3 %
y suponiendo, I =r 1, resulta,
f=fnl3
que es igual a la relacién entre masas, m= myl 3.
. T Fuerza . espacio Masa . aceleracion . espacio mLt-2L
Trabajo = — = = — - _
m Fuerza, . espacio Masa p,, . aceleracién 1, . espaciop, (mLt“L)m
2 t2
__m L M _1312|-1 -4 : T=-|—m|4

m, 2 t2
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Presiones, P T Wn _ [312=]
Pm f mW

Este caso se puede presentar en orificios, compuertas, ondas de oscilacién, cauces fluviales,
etc; hay que asegurarse de que no intervengan de modo apreciable ni la tensién superficial, ni la
viscosidad.

VIL3.- SEMEJANZA DINAMICA CON PREDOMINIO DE LA VISCOSIDAD

De la ecuacién de Newton,

F=h wdu
dx

se deduce que la fuerza debida a la viscosidad es proporcional a, h, u, L, por lo que la relacién de la
fuerza de inercia a la de viscosidad permite obtener el niimero de Reynolds.

Para que el modelo y el prototipo sean dinamicamente semejantes es necesario que el niimero
de Reynolds sea idéntico en ambos.

Cuanto mayor sea el nimero de Reynolds, menos importancia tiene la viscosidad en el fenéme-
no, y viceversa.

Si se utiliza el mismo fluido en el prototipo y en el modelo, es decir, n = ny, la relacién entre veloci-
dades es,

L
Re:Rem;uLZUmLm; L: m

—=|'1'U=|'1Um
Um L ’

y como segiin Froude

U=Um\/|_

se puede comprender es imposible se cumplan ambas relaciones al tiempo, excepto en el caso par-
ticular en que, | =1, es decir, cuando el modelo sea igual al prototipo.

Cuando se ensaya con aire, como la densidad del aire es mucho menor que la del agua, las fuer-
zas de inercia seran mas débiles por lo que las fuerzas de viscosidad se haran relativamente més
importantes, comportandose de esta forma el aire como un fluido mas viscoso que el agua.

En los tuneles de viento, los ensayos se hacen segiin la ley de Reynolds, siendo sus aplicaciones
mas importantes el estudio del movimiento laminar de fluidos por tuberias, objetos sumergidos en
corrientes fluidas, ete. Las escalas correspondientes se obtienen en forma analoga al caso anterior,
que resumimos en la Tabla VII.1.

VIL4.- SEMEJANZA DINAMICA CON PREDOMINIO DE LA ELASTICIDAD

Sabemos que, dimensionalmente, la fuerza de elasticidad es proporcional al médulo de elastici-
dad y al area sobre la cual actia dicha fuerza, es decir, proporcional a, E L2, y la relacién entre la
fuerza de inercia y la fuerza de elasticidad, por unidad de volumen, es el cuadrado del nimero de
Mach, de la forma,
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Tabla VII.1.- Resumen de escalas

Froude Reynolds Weber Mach

Longitud | | | |

Tiempo VI | 2 E I

Velocidad VI Ul wi 1
Aceleracion 1 m? m?2 ]
Caudal Vi® | E 3
Presion | 2 U 1
Energia 14 I | 2 | 3
Fuerza |3 1 I | 2

en la que c; es la velocidad del sonido, o velocidad de propagacién de la onda eldstica en el medio de
que se trate.

En los liquidos, la velocidad del sonido varia sélo ligeramente con la temperatura y la presion,
mientras que en los gases sucede lo contrario.

Cuanto mayor sea el nimero de Mach, tanto mayor es la importancia de la elasticidad, y vice-
versa.

Si los nimeros de Mach sean iguales, los niimeros de Euler también lo seran. El nimero de

Mach sélo tiene importancia en aquellos problemas en los que la compresibilidad tenga una cierta
influencia.

VIL5.- ANALISIS DIMENSIONAL

TEOREMA DE BUCKINGHAN.- El Teorema de Buckinghan establece que en un problema fisico
en el que se tienen n variables linealmente independientes, que incluye m dimensiones, las varia-
bles se pueden agrupar en (n-m) parametros p adimensionales, linealmente independientes.

Algunas de las variables que pueden intervenir en un determinado fenémeno son,

F, fuerza ; L, longitud ; u, velocidad ; p densidad ;1 viscosidad dindmica ; g, gravedad ; cg velocidad del
sonido ; & tension superficial ; kp conductividad térmica del fluido ; cp calor especifico a presion constante ; h¢
coeficiente de conveccion.

Las dimensiones son, Longitud L, masa M, tiempo t y temperatura T.

Las fuerzas F pueden ser,

Finercia (debidaaun gradiente de presiones)

Felastica

Fgravedad

Fliscosidad (rozamiento)

Fcapilaridaa (tension superficial).

Si A, Ag,..., A, son las variables consideradas, como presién, velocidad, viscosidad, etc., que se
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supone son esenciales a la hora de resolver un problema, podemos suponer vienen relacionadas
mediante una expresion funcional de la forma,

F(A1, Az,..., Ah) =0

y si, p1, P2,..., Pn-m, representan los parametros adimensionales que agrupan a las variables,
A1,As,...,A,, que incluyen, entre todas ellas, las m dimensiones, el Teorema de Buckinghan esta-

blece la existencia de una ecuacion, funcién de estos parametros, de la forma,

f(pl, p2,.., pn-m)= 0

El método que permite obtener los pardmetros p consiste en seleccionar m de las n variables
Aj, las cuales pueden tener diferentes dimensiones, pero deben ser linealmente independientes, de

forma que contengan entre todas ellas las m dimensiones, pudiéndose emplear como variables
repetitivas al combinarlas con las variables A restantes, formandose asi cada parametro adimen-
sional p.

Por ejemplo se puede suponer que A1, Ag y Ag contienen las dimensiones (M, L, t), masa, longi-

tud y tiempo, no necesariamente en cada una de ellas, pero si en forma colectiva.

El primer pardmetro p adimensional es, p; = Aj* A>2<2 A; A,
El segundo pardmetro p adimensional es, p, = AJ® AJ2 A3® Ag

z z z
All AZ2 A33 An

y asi sucesivamente hasta el parametrop,_p,

Los exponentes de estas ecuaciones se tienen que examinar de tal manera que cada parametro
p resulte adimensional; se sustituyen las dimensiones de las variables A; y los exponentes de M, L,

t,... se igualan a cero por separado, formandose un sistema de ecuaciones (tres para el ejemplo pro-

puesto), con tres incégnitas para cada parametro p, pudiéndose determinarlos exponentes x, y, z, y
por lo tanto, los parametros p correspondientes.

ECUACION GENERAL DE RESISTENCIA.-Las variables que intervienen en el movimiento de

un sélido inmerso en una corriente fluida se pueden relacionar mediante la ecuacion,
F

A_ =f (VO,L,r, h)
L

siendo la matriz correspondiente de la forma

FIAL Ve L r h
M 1 0 0 1 1
L -1 1 1 -3 -1
t -2 -1 0 0 -1

Si por ejemplo se eligen como variables linealmente independientes, Vy, L, r, su determinante
es distinto de cero,
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&0 O 106
¢1 1 -37=1
g-l 0 0@

y como el niimero de variables n que intervienen en el fenémeno es 5 y el niimero de dimensiones m
es 3, resulta que el nimero de parametros p adimensionales que se pueden formar son 2, p1 y pe,

p1= (Vo)*1 (L)*2 (r)*3 h=(Lt1)X1 (L)*2 (ML3)*s (MLt t1)=
- (L)X1+X2—3X3—l (M)X3+1 (t)-Xl-l - (L)O (M)O (t )O

P2 = (Vo)L (L)Y2 (r)ya A—FL —(Lt1)Y1 (L)Y2 (ML3)Ys (ML1t2) =

= (L)Y1*y2-3ys-1 (\Mys* (t)V12 (L)Y (MO (t)0

El parametro p; proporciona el siguiente sistema de ecuaciones,

x3+1=0

X1+1=0 P x1=-1 ; Xp=-1; x3=-1; p1=VstLir1h=Rel

T

X1+X2-3X3-1=0

El parametro py proporciona,

yz+1=20 a F
| )

Yi+Y2-3y3-1=0y P y1=-2 ; y2=0; yz=-1; Dz=V02f'1A—L

y1+2=0 l)

F 1 1

K:pzrv(%:?(sz)rvoz:?Ceroz

que es la forma que toma la ecuacién de resistencia, ya demostrada anteriormente.

ECUACION GENERAL DE LA PERDIDA DE CARGA EN UNA CONDUCCION CILINDRICA.-
En un conducto de seccion circular la pérdida de presién debida a la friccién se conoce como pérdida
de carga P, que multiplicada por la seccién transversal At tiene que ser igual a la pérdida por fric-

cion F, o fuerza de arrastre, en la forma,

Cwr V¢ pdL

Nl =

d2 1
F=PEr- =S @prviac=

! ,  _lrvgL 8rC, VL
P=5g®p2)rVol=—7qg—="—"29g

enlaque el valorde | se determina mediante formulacién empirica o abacos y diagramas, de entre
los que destaca el diagrama de Moody.

METODO BASICO DE ANALISIS DIMENSIONAL.- Consiste en reducir al minimo el nimero de
variables que pueden intervenir en un problema, formando con las mismas una serie de grupos adi-
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mensionales independientes. En este método todas las ecuaciones racionales se pueden hacer adi-
mensionales con un cierto niimero de términos independientes; las variables se acomodan en una
ecuacion dimensional tinica, de forma que la combinacién de variables para formar grupos o térmi-
nos adimensionales, proporciona un ntimero de grupos independientes siempre menor que el de
variables originales.

El proceso se puede iniciar identificando s6lo aquellas variables que son significativas del pro-
blema; después se agrupan en una ecuacién funcional y se determinan sus dimensiones.

Como aplicacion directa del método, vamos a hacer un estudio inicial de la transmisién de calor
desde un tubo cilindrico a un fluido que circula por su interior en régimen turbulento.

Si se considera un flujo en conveccién forzada, y que el tubo esta limpio y sin incrustaciones, los
coeficientes de pelicula /¢ se determinan experimentalmente como funcién de un cierto nimero de
factores que representan las caracteristicas dinamicas del flujo y las propiedades fisicas del fluido.

El rozamiento del fluido supone un intercambio de energia entre el mismo y la superficie interna
del tubo, mientras que la transmisién de calor por conveccion forzada supone un intercambio de
energia térmica entre la superficie del tubo y el fluido; ambos fenémenos dependen del grado de tur-
bulencia del fluido.

En general el rozamiento de un fluido en circulacién forzada depende de los siguientes factores,

a) Diametro interior del tubo d;j ; b) Longitud del tubo L ; c) Velocidad media del fluido ur en el inter-
valo correspondiente a la longitud L; d) Densidad del fluido p ; e) Viscosidad dinamica del fluido 1 ; f)
Rugosidad relativa del tubo ¢/d;

La transmisién de calor depende de la conductividad &z del fluido y de su calor especifico a pre-

sion constante cp; la determinacion del coeficiente i ¢ de la transmisién de calor por conveccién for-

zada, se puede iniciar a partir de la ecuacion,

Q e
=he="f(d,ug,r,h L ke, Cpg, =)
AL DT c i F F F di
que se puede poner también en la forma,

F(d;,ug,r,h,L, kg, cCp, d—‘?): 0
|

y que adimensionalmente puede expresarse por la matriz que se indica a continuacion,

d Ue r h L Kr Cr he

Masa M 0 0 1 1 0 1 0 1
Longitud L 1 1 -3 -1 1 1 2 0
Tiempo t 0 -1 0 -1 0 -3 -2 -3
TemperaturaT| O 0 0 0 0 -1 -1 -1

de 7 variables y cuyo discriminante es de razén 4, por lo que habra que especificar de antemano el
valor de 3 variables cualesquiera.
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El valor de A ¢ se puede expresar en la forma adimensional siguiente,
he = d® uR rc hd L& kE ck
es decir,
(Mt-3T1)=(L)2 (Lt )b (ML3)C (MLTt-1)d (L)e (MLt3THT (L2t2T1) =

= Mec+dH | a+b-3c-d+e+f +2i { -b-d-3f-2i T-f-i
Identificando coeficientes se obtiene,
a+b-3c-d+e+f +2=0

b+d+3f +2i =3
f+i =1

c+d+f=1 i
i
I/

T

que es un sistema de 4 ecuaciones linealmente independientes, con 7 incégnitas, pudiéndose fijar 3
incégnitas, por ejemplo (i, b, e) y poner las otras 4 en funcién de ellas, quedando,

f=1-i u
d=1-c-f=i-c=3-b-3f-2i=3-b-3+3i-2i=-b+i{
c=b ?/
a=-b+3c+d-e-f-2i=-1+b-e b
por lo que,

_14b- e L di . ., d;Ugr di . . hcg.
hC:di1+beu't:)rbh b+i e k,l:' CIF:(ﬁ) l(l—hF)b(Tl) e( kl:F)|

que a su vez se puede poner en la forma,

d, ugr

o hc,
ke h

K

d;
T )

y que para la transmisién de calor por conveccion forzada, indica que si se efectiian una serie de
pruebas que difieran solamente en el valor de la velocidad ur, con los valores que asi se obtengan,
junto con los de & ¢ medidos experimentalmente, se pueden determinar la funcién o funciones que
ligan a los grupos adimensionales

di Ugr d i U h c d i

que s6lo seran validas para valores particulares de los demas grupos adimensionales; por lo tanto,

. d;
Nu=j (Re, Pr, —)
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modelo que no admite cambios de estado en el fluido que circula; la formulacién desarrollada es
muy adecuada para estudiar la influencia de la velocidad ur sobre el coeficiente de transmision de

calor por conveccién forzada k¢ de un sistema cualquiera, pues estas dos variables aparecen una

sola vez.
El procedimiento normal para determinar los exponentes (b, e, i) a partir de datos experimenta-
les consiste en igualar el calor transmitido al fluido por conveccién, con la variacién de entalpia que

experimenta por esta causa.

Calor transmitido al fluido por conveccion,

Q= hec AL(Tpe- TE)

Variacion de entalpia del fluido,

Q=mcr (Tsal - Tent ) = ATUE T CF (Tsal - Tent ) = GAT CF (Tsal - Tent ) = GAT (i sal - i ent )

en la que,
G es la velocidad masica = 3600 ur p , Kg/m? hora, viniendo ur en m/seg

Ares el area de la seccion transversal del tubo correspondiente al diametro interior

Ay es el area de la superficie de la pared en contacto con el fluido

Igualandolas se obtiene,

hc _Ar (Tsal - Tent ) _g - N
CeG AL (Tpr-TE) Re Pr

El nimero de Stanton St se calcula a partir de datos de Laboratorio mediante la ecuacion ante-
rior.
Para fluidos que se calientan en el interior de tubos, se aplica satisfactoriamente la ecuacion de

Dittus-Boelter, de la forma,
Nu = 0,023 Re0:8pr 04

viniendo expresado i ¢ en, Kcal/hora m2°C, la conductividad térmica kr del fluido en, Kcal/m°C, y la

velocidad masica G, en Kg/m2 hora.
Los niimeros de Prandtl y Nusselt se definen en la forma,

n
Pr—a—

h. DT he L
Nu= —=—— =-S5
ke DT ke

donde Nu es la relacion entre el calor transmitido por conveccion y el calor transmitido por conduc-
cion, en la longitud L.
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VIL6.- APLICACION DEL ANALISIS DIMENSIONAL A LAS BOMBAS CENTRIFUGAS

Las variables que intervienen en el movimiento de un liquido, a través de los alabes de una

bomba centrifuga, pueden relacionarse mediante la siguiente ecuacion,
f(E,D,q,r,h,n)=0

en la que, E= g Hpes la energia especifica, D el diametro, g el caudal bombeado, r 1a densidad del

liquidoutilizado,n 1a viscosidad dinamica del liquido y n el nimero de revoluciones por minuto de la
bomba. Como estas seis variables dependen total o parcialmente de las dimensiones (M, L, t), se
pueden obtener, 6 - 3 = 3, parametros p adimensionales.

La matriz correspondiente a estas variables es de la forma,

E D q r h n
M 0 0 0 1 1 0
L 2 1 3 -3 -1 0
t -2 0 -1 0 -1 -1

Podemos tomar, por ejemplo, E, D y r, como variables independientes por cuanto su determi-

nante es distinto de cero,

0 0 1%
2 1 -3.=2
82 0 0o

Ipy= EX1 DY1 r21 g = L(2x1+y1-321+3) ¢ (2x1-1) \p1
|

pudiéndose poner que, ip,= EX2 DY2 rZ2 n = L(2X2+y2-322) ¢ (:2x2- 1) 2
1ps3=EX3 DV3 r23 h = (2x3+y3-323-1) { (2x3-1) \fz3+ 1)

de las que se deducen los siguientes sistemas de ecuaciones,

2X1+y1-321+3=0.l'_.]

2%, -1=0 J b oXi=-3;y;=- 2

Zl=0 Ip

2X2+y2-322=0'[:]

S2x,-1=0 y b xzz-%;yzzl

22=O i:)

2X3+y3-323-1=0.l._-]

2X5-1=0 J b xg=-3 ;ys=-1;z5=-1
23+1=O ;:)

obteniéndose,

__4a ___ 9
L= TED2 T fgR. D2
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Los parametros adimensionales p1, P2 vy ps permanecen constantes para cada serie de bombas

semejantes, funcionando en condiciones dindmicas semejantes.
En consecuencia, a partir de ellos, se pueden obtener otros factores adimensionales comunes a

dichas series, mediante los productos de p1, p2 y p3 o cualquier otra combinacién de productos de
sus potencias, sean estas enteras o fraccionarias, positivas o negativas; asi se pueden obtener,

D JqH
ﬁ = 9 m = 9 (N° de Re para bombas

P4= Py "D fgm, N nD

s = paifpr =~ D . _nJa

5 2 1 Dmm (qu)3/4
Py q V9 Hn q

(Velocidad especifica)

Pg= p_2 = > 5 Hm nD = -] = Qg (Caudal especifico)
_ L AHy _P5°
p7= pZ nZDZ  p¥3

De todas las combinaciones que se puedan obtener, sélo 3 son linealmente independientes.

VIl.-128



VIIL- TEORIA ELEMENTAL DE LA CAPA LIMITE
BIDIMENSIONAL

VIIL.1.- CAPA LIMITE LAMINAR Y TURBULENTA EN FLUJO SOBRE PLACA PLANA

En el movimiento de fluidos sobre una placa plana, la Hidrodindmica clasica se limita a impo-
ner, como condicién de contorno, la tangencia del vector velocidad, mientras que la Mecanica de
Fluidos viscosos exige la condicién adicional de adherencia al contorno de la placa, que es mucho
mas restrictiva que la de tangencia. En los fluidos poco viscosos, los esfuerzos tangenciales son,
con frecuencia, muy inferiores a los de inercia o a los de gravedad, pero ésto no autoriza a prescin-
dir de los esfuerzos viscosos, que pueden llegar a ejercer una influencia considerable sobre la confi-
guracion del movimiento.

Prandtl, en 1904, propone que el estudio del movimiento de un fluido de viscosidad pequeia, se
podia asimilar al de un fluido perfecto, salvo en una capa préxima al contorno, de espesor d, en la
que concentraba los fenémenos de friccién, y que llamé capa limite; en el exterior de dicha capa, las
tensiones tangenciales son despreciables, predominando las fuerzas de inercia sobre las de viscosi-
dad, mientras que en el interior de la capa limite la proximidad del contorno hace que el gradiente de

velocidades sea muy grande y, por lo tanto, que la tensién tangencial t = h g—;, sea también muy

grande; en esta situacion las fuerzas de friccién son del mismo orden de magnitud que las fuerzas
de inercia.

El espesor O de la capa limite puede estar comprendido entre unas pocas moléculas y algunos mili-
metros, segun los casos; fuera de la capa limite se pueden utilizar las ecuaciones de Euler o méto-
dos experimentales basados en las lineas y redes de corriente, que una vez configuradas alrededor
del contorno o perfil deseado, permiten obtener el campo de velocidades y la distribucién de presio-
nes correspondiente.

En el estudio de la capa limite hay que tener presentes las siguientes consideraciones,
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a) Aunque la perturbacion producida por la friccion se propaga a todo el fluido, se admite que la propaga-
cion queda limitada a una zona del mismo de espesor finito 8, en sentido normal al contorno.

b) La forma de la curva de distribucion de velocidades en las distintas secciones a lo largo de la capa limite,

se puede expresar, en general, mediante las siguientes ecuaciones, Fig VIII. 1,

Jn) . u Yy Yy y

Régimen laminar, Vo =C+C (E) + C, (H)Z_,_ Cs (E)3+
i U _ oYy

Régimen turbulento, v, = V4

en la que Vj es la velocidad uniforme del fluido no perturbado; la capa limite en su desarrollo longi-

tudinal, muestra una tendencia progresiva al ensanchamiento, Fig VIII 1.b.

Fig Vlll.1.a.b.- Capa limite

POLINOMIO DE SEGUNDO GRADO.- Si la distribucién de velocidades es de la forma,

u Yy Y2
VO _C+C1(d)+C2(d)

-:-Para,y:O, u= . C=0
con las condiciones, :’Para, y=d, u=V, b 1=0C+C

I u .

jPara, y =d, —A,_4= 0

i Y Ty v
1 fu., _,C  2Cy _CG | 2GC _ . _
Vo gy v (g t @ T gt g T0 0 Gt 2G=0

C+GC=1
q+2g=ogp Ci=2 5 G=-1

y la forma del perfil de la distribucién de velocidades de la capa limite, en régimen laminar, con un
polinomio de segundo grado, seria,
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POLINOMIO DE TERCER GRADO.- Si el polinomio es de tercer grado,

I Yy PAY) Y3
VO _C+C1(d)+C2(d) +C3( d)
-:-Para, y=0, u= ;. C=0
i
con las condiciones, { Para, y =d, u=Vv, b 1=Ci+C+C3
i
. fu .
I Para, =d, —f,.q =0
i Y Ty V=
1 fu. Ct  2C y 3Gy |y .
VG oy bt g g (P g (P01 G 2G+3C=0
_q - Tu. _ .01 fPu. _ 2C 6C; 'y _ : _
Para, y = ; WZW:O_O ; 'vc)—vnyzo—{o"'_dzi"'_dzi(a)}yzo—o ; G&=0

Cl + C2 + C3 =1 U

.I.
C1+2C2+3C3=0%'/ p C1:2 ;
C=0 b
y la forma del perfil de la distribucién de velocidades de la capa limite, en régimen laminar, con un

polinomio de tercer grado, seria,

u 3
Vo 2

<

1
N =

Y2
(d)

o

La experiencia ha permitido comprobar, para placa plana, que el movimiento laminar en la
capa limite llega a hacerse inestable cuando se sobrepasa un valor critico del nimero de Reynolds,

Vo X¢

Rec = ——

siendo x¢ la distancia a partir del borde de ataque de la placa.
La capa limite continua su desarrollo, como se muestra en la Fig VIII.2; a partir de xc, se ori-

gina la capa limite turbulenta, que se divide en dos subcapas, una de las cuales, en las proximida-
des de la placa, permite definir una delgada subcapa marcadamente laminar.

Los valores criticos del nimero de Reynolds que definen la transicion, para placa plana, son,
Re| aminar < 5.10% ;  Returbulento > 3.106

Para fluidos que circulan entre dos paredes préximas, el ensanchamiento progresivo de la capa
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limite de cada contorno determina que éstas se unan, a una cierta distancia de la entrada, desapa-
reciendo la zona en que el movimiento podia ser asimilable a un fluido perfecto, para realizarse todo
él bien en régimen laminar, o bien en régimen turbulento, segiin el valor del nimero de Reynolds.

&
Vo — Vo
L]
L ,,-,455%4.
T - . o -
— £ Capa limite turbulenta
/OZEVO — I3 P
d /
o '/
—— # Capa limite laminar
rrrrii crrries
X |
L Xc

Fig VIII.2.- Desarrollo de la capa limite laminar

En tuberias sélo se puede considerar el movimiento como irrotacional, en las proximidades de la

embocadura; con flujo totalmente desarrollado, no.

VIIL.2.- ESPESORES Y CAUDALES DE LA CAPA LIMITE

Mediante el concepto de capa limite es posible concentrar en un espesor d los fenémenos de
friccion; ello implica el que se tengan que cumplir las siguientes condiciones,

a) El valor de la velocidad u correspondiente a, y = d, tiene que estar muy préximo avo , pues

entonces el gradiente de velocidades sera despreciable; suele tomarse, u =0, 99 V.

b) El esfuerzo de friccién evaluado en la zona de espesor d, (a lo largo del contorno), mediante la
ecuacion de la cantidad de movimiento, tiene que coincidir con el obtenido analiticamente para la
capa limite laminar, o con el deducido experimentalmente en la capa limite turbulenta.

En ambas situaciones la distribucién de velocidades viene dada, para el régimen laminar, por
polinomios de grado m (parabolas de segundo o tercer grado en general) y para el régimen turbu-
lento por polinomios de grado 1/m.

Espesor de desplazamiento de la capa limite.- El espesor de desplazamiento de la capa limite d; esta

basado en la conservacion del caudal a lo largo de la normal al contorno, mediante la equivalencia
de las areas rayadas, como se indica en la Fig VIII.3.

Si se admite que la ley de velocidades es asintética a \70 , se tiene:

1
d; = Vo Q(VO'U) dy

y si la ley de distribucién de velocidades alcanza el valor VO para el espesor d, se tiene:

=L v uydy = - Yydy = d- Y d -
=y QoW dy = Qll-yody =d-Qy-dy =d- v
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que se puede interpretar como la diferencia entre el espesor d y el espesor d; de una corriente que
tuviese la misma velocidad V,, que la corriente exterior , y transportase la misma masa de fluido,

caudal ¢, que la capa limite real.

Vo

dy f
/
(..

Fig VIII.3.- Espesor de desplazamiento de la capa limite

<l
=

u

Considerando capa limite turbulenta, VLO = d%, resulta:

1= 'Q(d) y = -dl,mQy Y = =1

Espesor de la cantidad de movimiento de la capa limite.- El espesor de la cantidad de movimiento de

la capa limite dy se define en la forma,
d d
1 N\ N U u
d, = = u(Vy- u)dy = —((1-—)d
2VOZQ(0)V Qv, (1)
y se corresponde con el espesor de una corriente fluida que tenga la misma velocidad Vg que la

corriente exterior, y la misma variacién de la cantidad de movimiento que la debida a la fuerza de

arrastre de la capa limite real.

. u _ l .
Considerando, v, = d;, resulta:

d-> = ‘d(l)l/m{l_ (X)l/m}d _ 1 N llm(dl/m_ l/m)d =d m
2= Q' d Y= qm QY y Y=9m+DO(m+ 2

La relacién entre el espesor de desplazamiento d; y el espesor de la cantidad de movimiento de

la capa limite do, se denomina Factor de forma del perfil F; para una placa plana, en funcién de m

se tiene,
d—t
= dq (m+ 1) _ m+ 2
Tdy m T m

d(m+ 1H)(m+ 2)
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Un valor elevado del factor de forma del perfil implica que esta préximo a producirse el despren-

dimiento de la capa limite.

Espesor de energia de la capa limite.- El espesor de energia de la capa limite dg se define en la for-
ma,
d d
1 \ 2 N U u?
d3= — u(Vv§- u?)dy = + (1- —=)d
3 V03 Q ( 0 ) y Q VO ( Vg ) y

. u _Jy _
Considerando, To = d;, resulta:

2m

d
y N N y -
S b= QTa - {9 Y= dmrnmey

Para hacernos una idea del orden de magnitud y del signi-
ficado, de los diversos espesores de la capa limite asi defini-
dos, indicamos en la Fig VIII.4, para el caso particular de

8,=8/2

[)
8,=0/4 l una distribucién de velocidades triangular, m = 1, el orden
v

’ u . .
5,=05/6 de magnitud de los mismos, de la forma,

Fig VIII.3.- Espesores de la capa limite
en distribucién triangular

d1:

N o

D=0 =

N

Caudal de la capa limite..- El caudal ¢ a través de la capa limite se ha definido en la forma,

d
q= @udy

Teniendo en cuenta el espesor de desplazamiento d;, resulta,

d d d d
N ~ udy N~ udy | _ x udy _ g
QY Qv TV TRtV TWw
por lo que,
a=Vo(d-d1)=Vodmyy

Caudal de la cantidad de movimiento de la capa limite.- El caudal de la cantidad de movimiento de la

capa limite qy se define en la forma,
K
gu=mu=Vru=qru :Qr u?dy

Teniendo en cuenta la expresion del espesor de la cantidad de movimiento do
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o= (1 Sdy - ALdy- AL dy=d-di- U d
z—QVO{-VO}y—Q y - Q y = 1 Qv Y

se obtiene,
K
Qu2dy =(d- dg - dp) V¢

quedando la expresion del caudal de la cantidad de movimiento en la forma,

d m
N\
an= Q" uzdy =r(d- di- dz) V§=r dV§ ——

funcion del espesor d de la capa limite, del espesor de desplazamiento d; y del espesor de la canti-

dad de movimiento ds.

VIIL3.- ECUACION INTEGRAL DEL IMPULSO DE LA CAPA LIMITE

CAUDAL DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO.- Como consecuencia de la viscosidad del fluido
y de su deformacién, aparece un esfuerzo tangencial sobre el contorno de la placa que determina lo
que se conoce como Resistencia de Superficie o de Forma. Para calcular este esfuerzo se aplica el Teo-
rema de la Cantidad de movimiento al volumen de fluido comprendido en el interior de la capa limite
entre las secciones (AB) y (DC) de la Fig VIII.5. Como el movimiento irrotacional exterior a la capa
limite es uniforme, no existe gradiente de presiones y, al expresar el equilibrio, la tinica fuerza
actuante es la de arrastre sobre la placa, de la forma, t o dx.

Para una anchura de placa unidad, el caudal de la cantidad de movimiento se evalida como
sigue:

Sobre la cara (AB), el caudal de la cantidad de movimiento entrante es,

d
qMAB)zmu:Vru:qruzQruzdy:qM

To
‘ DIIII000 700007000070 00007, l
| X | dx |

Fig VIII.5.- Volumen de fluido en la capa limite

Sobre la cara (CD), el caudal de la cantidad de movimiento saliente es,

Tawm . _ RPN
dmco = dm+ ™ dx = gmtr ﬂx(Qu dy) dx
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por lo que en el volumen de control (ABCD) se tiene una variacién del caudal de la cantidad de
movimiento, qy(aB) - AM(CD), en la forma,

fam g o, TN
T dx-rﬂX(Qudy)dx

Sobre el contorno (BC) no existe ningtin tipo de esfuerzo cortante porque esta fuera de la capa

limite, g% = 0 ; teniendo en cuenta que sobre este contorno la velocidad es V , el caudal de la can -

tidad de movimiento entrante por (BC) se obtiene en la forma,

d
dme = MVo=qr Vo=r1 Vo Qudy

ﬂqN(B) q \d
= + dx = +r Vg— u dy) dx
dmo = dmB) ™ VIVE:) o."X(Q y)

por lo que,
1,
=r Vg— udy) dx
d M BO) O‘I]x(Q y)

Sobre el contorno (AD) de contacto con la placa no hay caudal saliente de la cantidad de movi-

miento.

FUERZA DE ARRASTRE..- Igualando el caudal de la cantidad de movimiento con la fuerza de

arrastre F, sobre la placa en dx, y aplicando el Teorema del Impulso se obtiene,

d d d
todx = - r ﬂlx Qudy) dx +Vor ﬂlx Qludy) dx = ﬂlx{éu(vo- u) dy} dx

. d ) Cuxr V@

Fa:Oto dx =r Qu(vo- uydy =r Vjdz= —
u Tu . q \
t:h—z_r—{uv-ud 7 nN—~R- = — Vo- u)d
0= h 4y =0 Q(o)y} fy V0= .”Q(o)y}

Cur V@
to= —%—
enlaque, d, = %, se deduce comparandola con la obtenida por anélisis dimensional; los valores

de C,, se obtienen mediante formulacién, abacos y tablas.

a) Para una distribucion de velocidades de la capa limite laminar, de la forma,
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con,

to_h%]_;@:o: ﬂl (‘9 (Vo- u) dy} —rVoﬂl C)v_(l' Vo) av}

se obtiene,

n}_;ﬁyzozvgﬂlx{év—‘;u-vio)dy}

2\;0” = gﬂlx (‘Svio(l- %)dy} =v02ﬂlx{©d{27y- (%)2}{1- 2—dy+(
=V02.”_11((2'§' $)d=

Sldx=ddd ; Flhx=%+c; a2=3FC %=\5/%

en la que se ha tenido en cuenta que para,d=0;x=0 b C=0
Los valores de los coeficientes Cy (local), y Cy, (medio), son,

2
. ] Vo _ .2V
to—h n),o—CXI'T—hT
C = 4n _ 4x _ 4 _ 4 _ 0,7303
= = = = =
dVO dReX % Rex 5,477,'Rex "Rex
1 & N 1,4606
Cw= 1T Cx dx = 2 Cy k= =
w L Q X X rk L \/WL
b) Para una distribucion de velocidades de la capa limite de la forma,
U -3y 1Yy
Vo & 2 2 ()
resulta,
fu .3V
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d d
—ev2 T U . 2 L3y 1.Y3 _3Y L 1Yy -
to_rVOW{QV_O(l Vo)dy}—rvo {Q{ 2(d)}{1 2d+ 2(d)}dy

Igualandolas,

_ ndx . d2 _ n _ d=0 _ _ n
ddd—10,79—vo— ; —2——10,79V—X+Cte—‘Para,{X:OD Cte—O‘—10,79v—x

d _ 4p4
X Rey

_3hV, 3hV,JRe, 0323hV, JRe,  0.323 /hrvg Vg,
- 0, y

Yo —54 = ~72.464x - X -2
C:O,646n/ReX _o0646 L _1 ‘Lc dx:zcﬁx_zl,zgz
X X V, Re, w= T Q X x k=L Re,

El valor de Cy, asi obtenido para placa plana, estda muy préximo al valor exacto (Blasius), y es

de la forma,

0664 . . _138 . d__5
JReEx v J/Re X Re

siendo la fuerza de arrastre F, sobre cada cara de la placa de longitud L y anchura unidad,

< < r hv3
F, = Qtodx: Qo,323 ‘/ X O dx = 0,646 fr h V5 L

Cx =

VII1.4.- ECUACIONES DE PRANDTL DE LA CAPA LIMITE

Si se supone un fluido incompresible, en movimiento laminar permanente, en flujo bidimensio-
nal sobre una pared cualquiera en la que el radio de curvatura es muy superior al espesor de la
capa limite, las ecuaciones de Navier-Stokes se simplifican, quedando en la siguiente forma,

1 e = x - U 4+ npy
r ﬂx dt
du flu fu . ., ..
en la que, g = U +V oo X = 0, en la direccién del movimiento
X Ty
La ecuacién de continuidad es, Tu + v _ 0, y como:

ix Ty
2

v=o: VM _ogp Mo, TU_,

y x x2



la ecuacién de Navier-Stokes queda en la forma,

At T T, T
r

X X 1Y fiy2

=

En el borde de la capa limite se tiene la velocidad Vydel movimiento irrotacional exterior, por lo
que aplicando la ecuacién de Bernoulli se puede hallar la variacién longitudinal de la presion, resul-
tando,

2
1 dV3 1 o 12 a6 [ Tu_ fu Tu

Si se introduce la funcién linea de corriente y , de la forma,

A T

Ty X

la ecuacion de continuidad se satisface automaticamente, y sustituyendo estos valores en la ecua-
cién anterior se obtiene,

Ty Iy Ty Ty _ 1 T Ty

Ty Ty Ty? 1 roax  qy3

de aplicacion a la obtencion de la capa limite laminar sobre un contorno plano.

ECUACION CLASICA DE KARMAN.- Los caudales de la cantidad de movimiento, en proyeccién

paralela a la pared, manteniendo la anchura de la capa limite igual a la unidad, son los siguientes,

Sobre (AB), qag = d w, (entrante)

T
Sobre (CD), q e = Gy + — dx , (saliente)
Mg
Sobre (BC), ™ dx Vg , (entrante)

La variacion de la cantidad de movimiento es,

—qM+(qM+de)-deV0=ﬂQ_M X_ﬂ_q

> ™ X w 9x Vo

El impulso mecdnico,

pd-(p+%dx)(d+ﬂ§ddx)-todx:-(to+ %d)dx

Igualandolas se obtiene,
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Tqm fTa __, _Tp
X _Voﬂx_ to ﬂxd
qu=(d-di-d2)V§r ;5 g=(Vod-dy)r ; d-dyi=Cte
1 1 1 qd ™
M vy b = | = L g ) VEry = 2 Ve (dedind2) 2V 2T | =
fa _ Vo
™ - r(d-dp) x
qd v v
:-Wzvozr+(d-d1-d2)zvoﬂ—xor-r(d—dl)Voﬂ—)?:—to—% =
Ve e ™M | Mo
= p+r7—Cte,W—-rV0W —-to+I’V0Wd

que simplificada convenientemente queda en la forma,

1d ™
t0=ﬂ—X2Vgl’ + Vo ﬂ—)?r(d1+ 2dy)

ecuacion que se conoce como ecuacion de Karman, en la que las variables Vg, d; y dgno dependen

mas que de x.
VIIL5.- ECUACION INTEGRAL DE LA ENERGIA DE LA CAPA LIMITE

El Primer Principio de la Termodindmica aplicado a un sistema abierto en régimen estaciona-

rio, permite calcular el calor Q puesto en juego en una transformacion, en la forma,
Q=D + T + DEgngtica *+ DEpotencial

e indica que la energia se puede considerar en forma de entalpia, calor o energia cinética, con las
mismas unidades que el trabajo de cizalladura o de corte.

A pequeiias velocidades, los términos asociados a la energia cinética y potencial y al trabajo de
cortadura son pequefios en comparacién con las demas magnitudes, y se pueden despreciar.

La velocidad a la que la entalpia entra a través de la cara (AB) de la capa limite representada
en la Fig VIIIL.6 viene dada por,

I X I dx

Fig VIII.6.- Capa limite térmica
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\dT
i(agpy=mcpT=cpr Q u Tdy

mientras que la velocidad del flujo de entalpia a través de la cara (CD) es,

d

( AB) . q b
dx =i +Cyl —
X (e * Cp F 9 {Q

T

.
i(cp)=i(ap) + uTdy} dx

por lo que dentro de la capa limite quedara,

i i Ty uTadyd

[ - = -Cpl — u X
(AB) - 1 (D) P’ Ty {Q y}

La entalpia transportada al interior del volumen de control a través de la superficie (BC), viene
dada por,

. q  Jr
Di(pg=cpr T ﬂ_X{Q u dy} dx
A su vez, el calor conducido a través de la capa limite es,
1T
= - kdx(—)y=
Ak ( Ty )y-O

Sumando todas las contribuciones energéticas, se obtiene la ecuacion integral para la conser-
vacién de la energia,

PN 1,2 m
cprTFW{Qudy}dx-cprﬂ—X{Qquy}dx-kdx(ﬂ—y)yzo—o

Como fuera de la capa limite térmica la temperatura es T, s6lo se integrara hasta el limite, y=

dr, de la misma; por lo tanto,
d d
T 7 9 7 qT
Cp I Tp — udy - cp r — uTdy - kK(=—)y=0=0

k 1 _ 1T
e, (W)yzo— a(ﬂ—y)yzo

N
X Q(TF— T)udy =

que es la ecuacion integral de la energia de la capa limite laminar para el caso de un flujo de baja
velocidad, en la que dx se comporta como un intervalo y es independiente de dy.

Si se utiliza un perfil de velocidades de tercer grado, de la forma,

u 3
Vo 2

|
<

)3

o)

1
N| =
)
o<
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y una distribucion de temperaturas,

= = +1=x 2 _ =z

en la que se han tenido en cuenta las condiciones,

3 2
Ly =0 T=Te —;'TTyZT =0
Para, | T
ly=dr; T=T¢; L+ =0
f y T F Ty
se obtiene,

m, d 27 3y .1,y 3y 1,y _
a(W)y=O—(Tp|:- TF) Vo gx Q {1- > e + é(ap} {3 i 7(6)3} dy =

_ d /.3 d& 3 d7
=(Te- Tor) Vo qx (25 5 = 780 §@)

Teniendo en cuenta que, (ﬂ) 0=(Te- T4r) ﬂ, resulta:
Ty YO E PR 24y

d
Llamando, x = TT’ se tiene:

En la ecuacién de Pohlhausen se demuestra que,

dr
X=— = (Pr)%/3
d (Pr)
El valor de Pr es del orden de la unidad para la mayor parte de los gases, 0,6 < Pr < 1, mientras
que para la mayor parte de los liquidos varia en un campo muy grande, con valores elevados para
los aceites muy viscosos y bajas temperaturas, y valores muy bajos para los metales liquidos; en

consecuencia, cuando,

dr

o <15 x<<1 b x4 << x?2

resulta,

3a. _ d 3 2 _3VO de dX
Zxd—VOW(dZ—OX)—W(X d—X+2XdW)
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10 a

v dx = x3 ddd + 2 x2 d? dx
0

Derivando la solucién hidrodindmica,

d2=2158 DX b 2ddd—2158n—dx

O O

sustituyendo, y simplificandola, resulta,

10a 4 _ 310,79 ndx
Vo d V%

nx
X2 ——=

+ 2x21,58 dx

dx 13 a 13
3 2 _
X2+ 4xx dx = 14n " 14 (Pr)

: 3 -3/4 10 3/4  0,92678
La solucién general es, x~ = CX + 1079 Pr = Cx + —pr —
. N 092857
La solucién exacta es, x3=cx¥4 4 % =Cx34; ’T
y con la condicion,
13 3\/ i
oy - y2_ 3 . C= . 2
X=Xj ; X ( )IDO,C_-14
resulta, Fig VIIL.7,
Xi \3/4
_ o976 J1 X
x =097 Pr
por lo que,
3k 3k
h _ 3k _ 2 _d_4,64x ~ 5= _
T 24T~ L (XL T JRex | IR =
0,976d PX 0,976 4,64 X 3 X
r Re Pr
JPr /Re 3Pr JRe,
3 K x = 0332 k - 1
(Xi_y3/a

- 272X X,
0,976 x 4,64 3"1 - (TI)SM

he x 0,332 YPr [Re,

31 - (XTi)3/4

De haber considerado la ecuacién de tercer grado de partida, se hubiera obtenido,
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0,323 3¥/Pr /Re,

3/1 - (XTi)3/4

= 0, se obtiene la ecuacién de Pohlhausen, en la forma,

NUX =

. X
Haciendo, TI

Nu, = 0,332 JRe, Prt/3

Teniendo en cuenta que,

L,_0976 dr . _0976d _,. .. x
3 d T ¥ JRex Pr

el coeficiente medio de transmisién de calor por conveccion k¢ en el intervalo, 0 £ x £ L, alo largo de

la superficie plana es,

1 Xt . 0,664 k [Re, Pri/s
he= 1T Qo hodX = 2 hey =L = T (exacto)
KL 0,646 k [Re, Prvs3
he= % Q hodX = 2 hey = = T L (ecuacién de tercer grado)
=0

El calor transmitido desde la placa, de anchura unidad, al fluido, es,
Q=L hc(Tye-Te)

Si se considera existen dos zonas longitudinales sobre la placa, perfectamente diferenciadas,

una sin aporte de calor, Fig VIIL.7, resulta,

iX<xp; Q=0
DT

31_(XT1)3/4

f K

Para, | x > x; ; Q=0323 =~ Pri” JRe,
|
t

con, DT = Tpr- Tr

Para una zona de la placa comprendida entre, X1 < x < X2, a la que se aplica un flujo de calor Q,

Fig VIIL8, se tiene,

k i
Q=0,323 = Pr Y3 [Rey ( DT ¥ bT__

%/1 - (X_Xl)3/4 ?/1 - (XT2)3/4

observandose que el flujo de calor en la region, X1 > X, es (-) lo cual significa que en la citada seccién
la pared reabsorbe parte del calor comunicado a la capa limite en la regién, X1 <x <Xy,
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—— Capa limite térmica
Capa limite hidrodinamica

Pr<1 b

‘ X
%/ Tor=Tr } Tor = T¢ Tor
x |

1
‘«No hay transferencia de calor—++———Sj hay transferencia de calor

Fig VIII.7- Capa limite térmica e hidrodinAmica superpuestas

Te

Te

Tr

Fig VIII.8 - Placa con una capa limite laminar y dos capas limite térmicas

RELACION ENTRE Cyy hcx EN FLUJO LAMINAR SOBRE PLACA PLANA.- A partir de la expre-

sién exacta de Blasius para el coeficiente de arrastre local Cy a lo largo de una placa plana,

C, 0332
2~ [Rex

en la que se ha supuesto que para el espesor d de la capa limite el gradiente de presiones es ceroy

las propiedades del fluido constantes, y del ntiimero de Nu local para el flujo laminar, (Pohlhausen),
Nu, = 0,332 JRe, Prl/3

y como el nimero de Stanton local Sty es,

o Mo MNuy 0332 _ 0332C G
*“rcpVo T PrRe, T pr23 [Re,  Pr2/3 240,332 2 Pr2f3
CTX =StyPr228 ; Pr >05

que se conoce como analogia de Reynolds-Colburn que relaciona el coeficiente de arrastre local Cy
con el nimero de Stanton Sty para flujo laminar a lo largo de una placa plana.

Como es mucho mas facil hacer medidas de la fuerza de arrastre que de la transferencia de
calor, para el caso de valores medios se puede poner,
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Cw _ 2/3 = he 2/3
> = St Pr = W Pr
en la que Cy, es el coeficiente de arrastre medio y St el ntimero de Stanton medio.

Teniendo en cuenta lo anterior, la fuerza de arrastre F, queda en la forma,

r(La)Cy, V¢ r(La)hc V¢
a= 2 T T rc, Vo

h
=(La) = Vo

VIIL.6.- CAPA LIMITE TURBULENTA PARA PLACA PLANA

No existe una teoria exacta que permita estudiar la capa limite turbulenta; sin embargo si exis-
ten modelos empiricos que han permitido la obtencién de soluciones numéricas de las ecuaciones de
la capa limite.

El reparto de velocidades para la placa plana es aproximadamente logaritmico, habiéndose
obtenido al efecto los siguientes resultados experimentales,

Para, 105< Re <107 ; - = % ,con, m=7, F=
0

~©

El valor de t (, de la forma,
1,
to= 1 g (QU(Vo- w ay)

se puede aplicar también al régimen turbulento, por cuanto en su demostracién no se ha fijado la
forma de la distribucién de velocidades en la capa limite, por lo que la distribucién de velocidades
u/Vy puede ser, para placa plana, de la forma,

y para flujo turbulento por el interior de tuberias, (Nikuradse),

u
Vméx

Y
R
En estas circunstancias Blasius dedujo experimentalmente que,

to=0,0288 r V2 4/d_?1 , con, 5.105< Re < 107
0

Siguiendo el mismo método que para el calculo de la capa limite laminar,

d d
N A 7 dd
tO:rvozﬂix{QVio(l- Vio)dy} =r V2 %[97/%{1- 7/%}dy] =1 V¢

Igualando las expresiones,
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7 zdd_ _ 2 n
ﬁl’vo ax =tp = 0,0228rV04’m

se obtiene,

4d dd = 0, 234 4/\/1 dx : d¥%= 0,292 4/Vl X gz S’:’?G
0 0 e

en donde se ha supuesto que la capa limite es turbulenta en el total de la longitud de la placa L. de

forma que para,x =0,d =0.

El esfuerzo cortante 1 es,

to=0,0228 1 V2 4/dLV = 002281 V2 | —aeo— = 0,029 r V2 5/%

La fuerza de arrastre F, por unidad de anchura de la placa es,

< rvgL 0,0576 0, 072 =
Fa= A\todx = 0,036 —— :; Cy= — . Cy= — =
2 Q SReL >[Rey °ReL 1 rvgL

ecuaciones véalidas en el intervalo en que lo es la ecuacion de Blasius.

Para el numero de Re critico, Rec=5.105, resulta,

0,072 X¢c 0,072 1700

Cw= ———= - 0,00334 =< ]
" YR C O R

Para valores del nimero de Re comprendidos en el intervalo, 5.105 < Re, < 109, resulta,

_ 0,455
" (logigRe )2

El coeficiente de arrastre, que es exacto para toda la placa, y que incluye las zonas laminar y
turbulenta, se determina mediante las expresiones,

1,328 Rec 1/5 Rec
Cw= —— =— + 0,074 Re 1-(5==)%%} ; Re_> 107
W \/WC ReL L { ( ReL ) } L
1,328 Re 0,523 Re
Cy= — < ’ €) 0,523 Re, < 107

~ JRec ReL " 1n2(006 ReL) Re.’ Tn2(0,06 Rec) °

VIIL.7.- DESPRENDIMIENTO DE LA CAPA LIMITE

Cuando el gradiente de presiones se mantiene nulo a lo largo de la placa plana, la capa limite
se desarrolla a lo largo de la misma, independientemente de su longitud. Pero si el gradiente de pre-

siones es adverso, la presion aumenta en el sentido de la corriente, y el espesor de la capa limite
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crece rapidamente.

Por otro lado, el gradiente de presion adverso junto con el esfuerzo cortante en la pared, hacen
que disminuya la cantidad de movimiento dentro de la capa limite y, si ambos acttan a lo largo de
una distancia suficiente, el fluido de la capa limite se ira frenando hasta alcanzar el reposo; en este
instante, la linea de corriente que coincide con la pared se aleja de la superficie a partir del punto de

separacion, conociéndose este fenémeno como desprendimiento de la capa limite.

iy’ R Linea de separac
Capa limite T
\ o C C ' Zona de depresion

7 {4
Perfil A

Fig VIII.9.- Desprendimiento de la capa limite

El fenémeno se acenttia cuando el perfil es un conducto divergente; el flujo en las proximidades
del contorno se va frenando continuamente hasta alcanzar el punto A de la Fig VIIL.9, en el que la
velocidad se hace cero. La forma del contorno puede exigir una disminucién mayor de la velocidad,
cosa imposible, por lo que el fluido se separara de él, produciéndose al mismo tiempo un contraflujo
originado por el gradiente de presiones adverso, es decir, aguas abajo del punto de desprendimiento
se origina una zona de bajas presiones, que provocan la aparicién de una fuerza depresiva dirigida
en el sentido de la corriente, denominada Resistencia de forma, por depender hasta cierto punto de la

geometria del perfil.

Tabla VII.2.- Coeficientes de arrastre Cy de algunos cuerpos y perfiles inmersos en una corriente fluida de
velocidad Vo

_ Cur V3 Arrontal
2

Fa

a) Placa plana paralela a la corriente

—

Vo

. . 1,33
Régimen laminar: ==

¢ Cw Re
Re<10'p Cy=294 . Res107p c,=_ 045
Re {logip Re}?58

b) Placa plana perpendicular a la corriente, Re > 103
= L/d 1 5 10 20 30 ¥
Cu 1,18 12 13 15 16 1,95
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d) Esfera

¢) Disco circular normal a la corriente

,,,,,,,,,, 7 Re<1 b Cy,=24VRe
Vo . Q 103 <Re<3x10° b C, =047

7777777777 Re>3x10° b C,=0,20
Re>10 ; C,=117

e) Hemisferio hueco

10 <Re<10° b C,=0,34 10 <Re<10® b C,=142
J Cono de 60° g) Semicilindro
i v % W %
Re=105 ; C,=0,50 104 <Re<106 ; C,=042 104<Re<106 ; C,=117

h) Cilindro normal a la corriente

8p
Re<0,2 ; Cy=
Re{2,2-IgigRe
= { g10Re}
103 < Re< 105 Re > 5x105
—~ L/id| 1 5 10| 20| 30| ¥ L/d| 5 ¥
o @ Cw| 0,63 08/083/093 1 |12 Cw|0,35| 1,6
i) Prisma,
D Re=35x104 ; Cy=2
= O
104<Re<105; C,=16
Jj) Cubo k) Paracaidas (Baja porosidad),

. Vo
Vo

Vo

Re=105 ; Cy=12

Re=105> ; C,=1,07 Re=105 ; C,=0,81
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) Cilindros elipticos

) Q

Relacion 1/1 Régimen laminar, C,,=1,20  Régimen turbulento, C,, = 0,30
(O
Relacion 2/1 Régimen laminar, C,, = 0,60 Régimen turbulento, C,, = 0,20
D
Relacion 4/1 Régimen laminar, C,, = 0,35 Régimen turbulento, C,, = 0,15
ke
Relacion 8/1 Régimen laminar, C,, = 0,25 Régimen turbulento, C,, = 0,10

m) Cilindro triangular

Yo, l 120° ; Re>10.000 ; Gu=1,7z Y, 120°: Re>10.000 : Gu=2,0
o D> 60°; Re>10.000 ; Gv=1,72 K <Q 60°; Re>10.000 ; Gv=1,39
R 30° © Re>100000 : Gv=100 . 30° : Re>100.000 : Gv=18C

n) Cilindro de seccion lenticular,

Re> 103

Vo L/d 05 1 2 4 8
cw 1,15 0,9 0,85 0,87 0,99

o) Elipsoide

Relacion L/d = 0,75 Régimen laminar, C,, = 0,50 Régimen turbulento, Cy, = 0,20
Relaciéon L/d = 1,00 Régimen laminar, Cy, = 0,47 Régimen turbulento, Cy, = 0,20

N Relacion L/d = 2,00 Régimen laminar, Cy, = 0,27 Régimen turbulento, Cy, = 0,13
Vo @ Relaciéon L/d = 4,00 Régimen laminar, Cyy = 0,25 Régimen turbulento, Cy, = 0,1
Relacion L/d = 8,00 Régimen laminar, Cy, = 0,20 Régimen turbulento, Cy, = 0,08
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VIIL.8.- PARADOJA DE D’ ALEMBERT

Cuando un cuerpo sélido se mueve en el interior de un fluido real, se originan unas fuerzas debi-
das a la viscosidad. Por el Principio de accion y reaccién, el cuerpo ejerce sobre el fluido una fuerza
igual y de sentido contrario a la que el fluido ejerce sobre el solido, es decir, el fenémeno de la resis-
tencia que un solido experimenta al moverse en el seno de un fluido, es analogo al de la resistencia

que un fluido experimentaria al moverse en el interior de un solido, como una tuberia, por ejemplo.

Fig VIII.10.- Cilindro y placa en el seno de un fluido perfecto en movimiento

Sea un cilindro, una esfera, etc, Fig VIII.10, colocados en el seno de un flujo bidimensional,
carente de viscosidad; si el fluido se mueve en régimen laminar, su velocidad en los puntos A y A’
sera nula, (puntos de estancamiento), siendo, por lo tanto, su presién maxima; en los puntos B y B'
la velocidad alcanza su valor maximo, y la presién su valor minimo; en consecuencia, la distribu-
cion de presiones en torno al cilindro, esfera, etc., sera simétrica, llegandose a la conclusién de que
estos sélidos introducidos en un fluido ideal, moviéndose en régimen laminar, no estaran sometidos
a ninguna fuerza, permaneciendo quietos, resultado que esta en contradiccién con la realidad, por
cuanto la experiencia dice que este hecho de la distribucién simétrica de presiones no se cumple,
hecho afortunado atribuible a la viscosidad del fluido, por cuanto los solidos introducidos en el seno
de un fluido en movimiento presentan una resistencia al avance, tanto mayor, cuanto mayor sea
la diferencia de presiones existente entre los puntos Ay A'.

Si el cilindro, esfera, etc., se mueve con velocidad constante Uo en el seno del fluido ideal en repo-

S0, sera equivalente a considerar el cilindro circular fijo, y el fluido ideal moviéndose en sentido con-
trario, con velocidad, -Ug .

Al ser el fluido ideal se cumple que,

a) La energia sera constante en todos los puntos de una misma linea de corriente.

b) Es irrotacional, lo cual implica el que la energia es constante en todos los puntos, aunque no
estén en la misma linea de corriente.

Sabemos que,

Vs = 2uUpsenq
siendo Vg la velocidad del fluido en un punto de la superficie del cilindro, tal como se muestra en la
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Fig VIII.11. Si la gravedad no juega ningtn papel bien porque el plano del dibujo sea horizontal, o
bien, porque el fluido sea un gas, aplicando Bernoulli entre la secciéon O, corriente sin perturbar, y
un punto cualquiera S del cilindro, se tiene,

Po o, U _ ps . V&
g g g 29

Despejando pg resulta, teniendo en cuenta que, g =r g,,

Fig VIIl.11.- Circulacion de un fluido perfecto en torno a un cilindro

r r r u3
Ps = Po + (u- V3 = po + 5 (u§- 4ugsen2q) = po + ?" (1- 4senq)

que se puede poner también en la forma,

Ps- Po — Dp =1- 4 sean

2 2
u u

r 20 r 20
2 2

Las fuerzas debidas a la presiéon son normales en cada punto del cilindro; dando valores a q se
obtienen los correspondiente valores de Dp que se manifiestan en la Fig VIII.12, en la que el
diagrama polar de presiones nos permite visualizar
la paradoja de D'Alembert, y en donde por la simetria
de las presiones, la resultante segin el eje horizontal,
fuerza de arrastre, es nula, es decir, Un cilindro se

mueve en el seno de un fluido ideal sin experimentar

resistencia alguna.

En el fenémeno, la presién puede ser mayor, igual o

menor que cero, obteniéndose los siguientes resulta-

dos,

Para,

Dp =0; 1- 4sen2g=0; g = +30°
Dp >0 ; 1- 4sen?g>0; g < x30°
Dp <0 ; 1- 4sen?g<0; g > %30°

Fig VIIl.12..- Diagrama de presiones en la circulacion

de un fluido perfecto en torno a un cilindro Esto es lo mismo que si el potencial de una singulari-
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dad formada por un par de manantiales de signo contrario y muy cercanos se combina con el
potencial, | =uy, de la corriente unidimensional; se tiene un flujo igual al que se tendria si en la
corriente traslacional se sumergiese una esfera.

En este flujo el movimiento relativo de la esfera estaria privado de resistencia (paradoja de
D'Alembert).

En cambio, si el potencial del par indicado anteriormente se combina con el de un movimiento
horizontal plano (bidimensional), se obtiene un flujo igual al que se tendria si se sumergiese en la
corriente un cilindro circular de eje normal al plano y de altura infinitesimal como el espesor de la
corriente.

Fig VIII.13

Incluso en este flujo el movimiento relativo del cilindro resultaria privado de resistencia porque
la distribucién de las presiones en la parte anterior seria igual a la distribucién de las mismas en la
parte posterior. Ademas no se manifestarian fuerza ni tan siquiera en sentido transversal al movi-
miento, porque la distribucién de las presiones es simétrica incluso en aquella direccion. Si ademas
se afiade a esta configuracién el potencial de un torbellino se tiene un flujo igual al que se tendria si
el cilindro descrito anteriormente empezase a girar sobre su propio eje, Fig VIII.13, en la que se
observa el comportamiento de los filetes de fluido en un cilindro que gira en sentido contrario a las
agujas del reloj alrededor de su eje.

En estas condiciones la resistencia todavia es nula, pero en
y sentido transversal la distribucién de las presiones no es ya

simétrica sobre ambos lados; aparece entonces una resul-
tante normal, perpendicular al movimiento, que se denomina
sustentacion, que tiene un valor que vectorialmente viene
dado por,

Ii-a\sc =1 (UpgUG)

y escalarmente por, Fasc =1 Ug G, donde G es la circulacion

(teorema de Kutta-Zhoukovski).

El cilindro representa el nicleo del torbellino. Puesto que, en
(
circunstancias reales, el fluido no es perfecto, detras del cilin-

dro se da una distribucién de presiones superficiales distinta de

Fig VII.14.- Distribucion de presiones la que se da en la parte anterior, porque la vena fluida se

alrededor de un cilindro en rotacion separa de la superficie nace de esta forma una resistencia.
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Conviene entonces achatar la seccién circular hasta reducirla a un perfil no simétrico, de manera
que en la parte posterior los hilos de fluido se separen del perfil lo mas tarde posible.

La asimetria de la distribucién de presiones sobre dicho perfil recuerda la del cilindro que gira
alrededor de su eje; por eso, el perfil continta siendo la representacion fisica del torbellino del mismo
modo que el cilindro.

En la Fig VIIL.14 se presenta la distribucién de presiones alrededor de un cilindro en movi-
miento de rotacién, sumergido en un fluido en movimiento relativo respecto al baricentro del cilin-
dro

VIIL9.- FLUJO PARA UN FLUIDO REAL EN TORNO A UN CILINDRO CIRCULAR

El flujo alrededor de un cilindro circular es un excelente ejemplo de los efectos causados por el
desprendimiento de la capa limite sobre la fuerza de arrastre. Si se considera al cilindro inmerso en
la corriente, desde un punto de vista macroscépico la configuraciéon de la misma en torno al cilindro
serialaindicada en la Fig VIII.13, pero si nos detenemos en un punto cualquiera de la superficie del
cilindro, y se pasa a la observacién microscépica, se encuentra que la distribucién de velocidades,
como se sabe, tiene otra forma, segun la cual, la capa de fluido contigua al cilindro se adhiere al
mismo, por su viscosidad, por lo que su velocidad en el punto de contacto con el cilindro se reduce a
cero, Fig VIIIL.15.

Esta velocidad aumenta rapidisimamente hasta que, pasada una cierta pelicula de fluido de es-

pesor d, la velocidad que adquiere el fluido es  Vj, correspondiente a las lineas de corriente.

. %
- 1

BT
I

Al
—x%dx

Fig VIII.15.- Cilindro inmerso en una corriente y observaciéon microscopica del flujo en sus proximidades

En la ecuacién de Newton

se tiene que, aunque h sea muy pequena, caso del agua y del aire, por ejemplo, resulta que el gra-
diente de velocidades du/dy es muy grande, por cuanto la variaciéon de velocidad tiene lugar dentro
del espesor d, muy pequeiio, y en consecuencia, el esfuerzo cortante t serd muy grande.

En la practica, y salvo aquellos casos en que la velocidad del fluido sea muy pequena, no se
suele dar la configuracién de las lineas de corriente como las hemos visto hasta ahora sino que a
partir de un cierto punto del cilindro, las lineas de corriente se separan, desprendiéndose la capa
limite, y creandose aguas abajo del cilindro unos remolinos que configuran la estela, y que originan
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una depresion.

Al estudiar, como caso particular, el flujo bidimensional de un fluido incompresible en torno a un
cilindro circular de diametro D, el coeficiente de arrastre Cy, es a su vez funcién del numero de Rey-
nolds, Fig VIII.16, segtin hemos visto por andlisis dimensional, pudiéndose considerar 6 casos para
distintos valores de Cy; y Re, tal como se indican a continuacion.

El tipo a, Fig VIII.17, tiene un numero de Reynolds muy pequeiio, Re < 1, por lo que las fuerzas
de inercia son pequefnas en comparacién con las de viscosidad, cerrandose el flujo suavemente
detras del cilindro, aguas abajo del mismo

Cw

B
C E

0,1 |-

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1 10 10? 10° 104 105 Re

Fig VIII.16.- Valores del coeficiente de arrastre en funcion del niumero de Re

Al aumentar el numero de Reynolds, el coeficiente de arrastre C,, disminuye; este caso b Fig

VIII.18, se presenta para, Re » 20. El flujo es laminar a lo largo de la superficie del cilindro aguas
arriba; en el punto S se produce la separacién de la capa limite laminar. Aguas abajo aparece une
region en la que se encuentran dos remolinos estacionarios.

Para valores del nimero de Reynolds, Re > 20, Fig VIII.19, los remolinos se hacen inestables,
comienzan a vibrar irregularmente, y posteriormente se separan alternativamente de los dos
lados, peridédicamente, describiendo lo que se conoce como la trayectoria del vértice de Karman , exis-
tiendo después del cilindro una disposicion estable y escalonada de vértices. La capa limite del lado
de la corriente arriba del cilindro es laminar, separandose detras del cilindro. En la estela posterior
aparecen una serie de capas libres laminares.

Para valores del numero de Reynolds comprendidos entre, 5.000 < Re < 15.000, Fig VIII.20, el
flujo se separa del cilindro para formar una estela simétrica con capas libres turbulentas caso d.

El tipo e Fig VIII.21, aparece para nimeros de Reynolds comprendidos entre, 50.000 < Re <
200.000, siendo, para este caso, constante el coeficiente de arrastre Cy,. El punto S es la separa-

cion de la capa limite laminar, produciéndose la transicién al mismo tiempo que la separacién.

Para el tipo f Fig VIII.22, el numero de Reynolds es, Re > 200.000, y la transicién se produce en
la capa limite laminar, por delante del punto de separacion. En la capa limite turbulenta existiran
una intensa mezcla de porciones de fluido, siendo el perfil de velocidades mas brusco, retrasandose,
en consecuencia, la separacion. Detras del cilindro, la capa limite turbulenta se separara para for-
mar una estela turbulenta.

Como resumen, se puede asegurar que, para el flujo alrededor de un cilindro, y para nimeros de
Re muy pequefios, el flujo es laminar en todos sus puntos; para nimeros grandes de Re, el flujo se
puede considerar como potencial, salvo en la capa limite y en la estela.
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Fig VIIl.17 Fig VIII.18
Flujo bidimensional en torno a un cilindro, Re<1, a Flujo bidimensional en torno a un cilindro, Re=20, b

Fig VIII.20.- Flujo bidimensional en torno a un cilindro

5.000 < Re < 15.000, d

- e~ = —
— . — x

\

S

|
)

Fig VIII.21.- Flujo bidimensional en torno a un cilindro Fig VIIl.22.- Flujo bidimensional en torno a un cilindro
50.000 < Re < 200.000, e Re>200.000, f

La capa limite se forma a partir del punto de estancamiento, aguas arriba del cilindro, y suele
ser laminar, para la cual, un gradiente de presién adverso, precipita la separacién mas pronto que
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en una capa limite turbulenta, por ser la cantidad de movimiento relativamente pequena en la
capa laminar, encontrandose que, el punto de separaciéon para la capa limite laminar se sittia mas
arriba del cilindro que el punto de separacion correspondiente al caso en que la capa limite se hace
turbulenta antes de que se separe. La transferencia de la cantidad de movimiento incrementada
en la capa limite turbulenta retrasa el punto de separacién, deduciéndose la estela en tamafio.

PERFIL DE ALA DE AVION.- Para el caso del perfil de un ala de avién inmersa en un fluido, Fig
VIII.24, en el extradés se produce una fuerte depresion (aspiracion) y en el intradés se produce una
pequefia presion que se extiende hasta el borde de ataque (borde frontal) del ala, para pequefios
valores de su angulo a de inclinacion (dngulo de incidencia) en relacién a la direccién de la corriente
no perturbada.

Fig VIII.24.- Coeficientes aerodinamicos de un perfil de ala de avién

El valor medio de la diferencia de presiones entre intradés y extradés, para una superficie de ala
igual a,

S( Lcuerdax 1 marolln%l deala)

proporciona la fuerza de sustentacion, de la forma,

_Gur S u
FSUSt_f

en la que Cy, es el coeficiente de sustentacion, que depende de la forma del perfil y del angulo a de
ataque.

Se puede imaginar el ala infinita sustituida por un serie de torbellinos, con el eje paralelo al
borde de ataque, como tramos ds de fluido adherente entran en la longitud L del ala. Cuando se exa-
mina un ala de longitud L finita, estos torbellinos, que estan adheridos a la superficie, no terminan
donde el ala esta cortada, sino que se repliegan hacia atras a 90° (torbellinos en forma de herra-

dura o de estribo), formando torbellinos libres.

Estos torbellinos, por efecto de la induccién, desvian hacia abajo la corriente detras del ala, con

velocidad V. menor que la velocidad V del fluido. Por tal motivo, el ala finita puede considerarse
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equivalente a un ala infinita con el mismo perfil, pero con una incidencia reducida, y puesto que
para el ala infinita la sustentacién es funcién lineal de la incidencia, el ala finita tiene una susten-

tacion menor.
Para un ala infinita, la resultante aerodindmica es perpendicular a la velocidad, (es decir, la

resistencia es nula), pero para un ala finita se origina una resistencia inducida R;, que se afiade a la
resistencia de perfil R, debida al rozamiento y a la falta de recuperacion de presiones provocada

por la separacion de la corriente; la suma de estas dos resistencias R es,

_Cyr SV
- 2

R

donde C, es el coeficiente de resistencia que depende de la forma del perfil y del angulo a.
En la practica, la sustentacion no crece indefinidamente con a sino que el coeficiente de susten-
tacion alcanza un valor CTN( mix ) Y después disminuye bruscamente para, a = 12°, 16°.

Esto es debido a que la vena fluida, cuando el angulo a tiene un valor demasiado elevado, no
puede permanecer unida a la superficie dorsal y se produce una reduccién de la depresion, que es el
fenémeno de mayor influencia en la sustentacion del ala.

La determinacion teédrica de la distribucién de la sustentacién sobre la abertura alar de un ala
finita de anchura nula, se efectiia de diversas formas, entre las cuales estd la de Weissinger, que
consiste en esquematizar el ala con un hilillo sustentante situado en coincidencia con el 25% de la
cuerda L a partir del borde de ataque, y también en calcular el &ngulo de induccién del remolino en
correspondencia con una linea situada a 3/4 de la longitud L y finalmente en colocar dicho angulo
igual a la inclinacién que alli tiene la linea media del perfil.

Al ala, considerada hasta ahora de espesor nulo, se la dota de los adecuados perfiles alares para
mejorar sus caracteristicas y asi determinar experimentalmente el valor de los diversos coeficien-
tes aerodinamicos de un modelo cualquiera (ala, automoévil, fuselaje, etc).

Para obtener la resistencia total, es necesario afiadir a la resistencia del perfil deducida ante-
riormente, la resistencia de rozamiento, como la que se tendria sobre una cara de una superficie

plana lisa y cuyo coeficiente de arrastre puede obedecer a,

0455 Cme - VL

n

En la capa limite, la corriente es laminar en la primera parte del cuerpo, y después turbulenta
debajo de una subcapa laminar (analogia de Prandtl). La resistencia de rozamiento depende de la
capa limite, en la que se forman los torbellinos que, al pasar al restante campo del fluido, originan
la estela.

MI1I.-158



IX.- FLUJO VISCOSO INCOMPRESIBLE

IX.1.- FLUJO EN CONDUCTOS CIRCULARES

En un flujo laminar la corriente es relativamente lenta y no es perturbada por las posibles pro-

tuberancias del contorno, mientras que la viscosidad es relativamente grande, de forma que si por

cualquier circunstancia se iniciase un fenémeno de turbulencia, la viscosidad lo destruiria.

La formulaciéon que a continuacion se va a desarrollar sirve, por lo tanto para tuberias lisas

como para tuberias rugosas, suponiendo que las particulas de fluido, en un flujo laminar a lo largo

de un tubo, se mueven en capas cilindricas coaxiales; en el eje del tubo, el desplazamiento se rea-

liza a mayor velocidad, mientras que en las paredes permanece en reposo.

La distribucién de velocidades en una seccién transversal cualquiera del tubo obedece a las

X + Al

t

?

t

i

Al
Fig IX.1.- Tubo de fluido para la ecuacién de Poiseuille

de la forma,
Ferp= p r2 Dp

La fuerza de rozamiento,

Hm=hS%%=|S=2pru|=2phrD

es igual a la de empuje, por lo que,

fuerzas de rozamiento transmitidas de capa en
capa.

Si se considera una parte del tubo, Fig IX.1, de
diametro, 2 r(, y un cilindro de fluido coaxial de
diametro, 2 x, y longitud Dl. Las condiciones de
contorno implican que en su cara frontal la pre-
si6én es p y en la posterior la presion es, p - Dp,
sobre el cilindro actuara una fuerza de empuje

du
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du du r Dp
2phr D — =pr? P — =
P dr pr=bp dr 2hD

_Dp & __bp 2_ 2
sho O"9 = 7R (RE-19)

u =

que es una distribucion del campo de velocidades de tipo parabdlico, en un plano longitudinal.

La expresion del caudal es,

R R R 4
N _ N\ _ m b 2 2 _ pRm
Q= QudW— QUZprdr_4hDI Q(R-r)Zprdr——ShL

que es directamente proporcional a la variacién de presién entre las secciones A y B, tramo de lon-
gitud,Dl =L, ala cuarta potencia del radio de la conduccién, e inversamente proporcional al tramo
de tuberia considerada de longitud L y a la viscosidad dinamica h.

El caudal en funcién de la velocidad media le es, Q= Wu, por lo que la velocidad media se
puede poner en la forma,
p R*Dp

Q 8hL R2 Dp
W  pR2? 8h L

La velocidad mdxima se tiene para, r =0, y es de la forma,

R? Dp
4h L

Umax =

La relacién entre la velocidad maxima y la velocidad media es,
Umx = 2 UF

Despejando de la expresion de la velocidad media el valor de Dp, se obtiene la ecuacion de Poi-

seuille, de la forma,

8hLU|: _ 32hLU|:

Dp = R2 = d2

La pérdida de carga total Dp correspondiente a la longitud de tuberia L se puede poner en fun-
cion de la pérdida de carga por unidad de longitud de tuberia J, en la forma,

Dp=gbh=gJL

expresion que se puede poner teniendo en cuenta el niimero de Reynolds, y el coeficiente | de roza-

miento, en la forma,
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Para el régimen laminar, | = e

La ecuacion de Poiseuille demuestra que la pérdida de carga en régimen laminar, para tuberias
lisas o rugosas, es directamente proporcional a la primera potencia de la velocidad. En la Fig IX.2
se indican otros tipos de distribuciones correspondientes al coeficiente t de cortadura, velocidad U y

disipacion de energia.

IX.2.- MOVIMIENTO TURBULENTO

Todos los estudios realizados para determinar las pérdidas de carga en el movimiento turbulen-

to, se pueden resumir también por la expresion,
J=1 41 u
d 2g¢g
enlaque, | =f (u,d, r, h, ae) =f (Re, ae), siendo ela rugosidad absoluta.

Para tuberias lisas se tiene, g =0;I1 =f (Re)

a) 2.000 < Re <105 | = 0,3164 Re-0.25 (Blasius)

b) Re > 10° ; % = 2 1 g10 F;eéq (Primera ecuacion de K arman-Prandt!’
| )

Para tuberias rugosas se pueden dar tres casos segtn el valor del nimero de Reynolds.

Si el nimero de Reynolds es elevado, | = f (g)

2 1910 Zie + 1,74 (Segundaecuacion de Karman-Prandtl)

=

= 2 1 g10 % + 1,14 (Nikuradse)

Si el nimero de Reynolds tiene un valor intermedio,

1 =2 g 3d71 + RZ’?llr), para | = f(Re, &) (Colebrook-White
' e

=
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Para ntimeros de Reynolds bajos, | = f (Re)
70.000 < Re < 1.500.000 ; | = 0,0054 + 0,369 Re™?-2 (Herman)

Nikuradse experiment6 con tuberias de rugosidad artificial, obtenida con granos de arena esfé-
ricos de diametro e, con los que cubria el interior de las tuberias.
Como una protuberancia pequena podia ser insignificante en una tuberia de gran diametro, la
variable representativa del fenémeno no era la rugosidad absoluta e, sino la relativa, €/d, oscilando

sus valores, para tuberias comerciales, entre los limites, 0,033 < He < 0,000985.

La rugosidad natural de las tuberias comerciales (hierro fundido, hormigén, etc), es irregular.
La rugosidad absoluta puede venir caracterizada por un valor de e igual al diametro de los granos
de arena de una tuberia de rugosidad artificial que diera el mismo valor de | para un ntimero de Re

lo suficientemente elevado que cumpliese la ecuacion, | = f (g).
La ecuacion de Colebrook-White es la mas utilizada para hallar la pérdida de carga en los con-

ductos industriales encontrandose los problemas practicos, mas interesantes, dentro de su campo
de aplicacién.

Tabla IX.1.- Valores de la rugosidad de algunos materiales
utilizados en la construccion de tuberias

Tipo de tuberia Rugosidade (mm
Vidrio, cobre o latén estirado 0,001 (6 lisas)
Latén industrial 0,025
Acero laminado nuevo 0,05
Acero |laminado oxidado 0,15a0,25
Acero laminado con incrustaciones 15a3
Acero asfaltado 0,01
Acero soldado nuevo 0,03a0,1
Acero soldado oxidado 0,4
Hierro galvanizado 0,15a0,20
Fundicién corriente nueva 0,25
Fundicion corriente oxidada lalb
Fundicioén asfaltada 0,1
Cemento alisado 0,3a0,8
Cemento bruto Hasta 3

DIAGRAMA DE MOODY.- Las ecuaciones de Poiseuille, Blasius, Colebrook-White, Karman-
Prandtl, Nikuradse, etc, permiten determinar todos los valores de | que se presentan en la practi-
ca; la ecuacion de Colebrook-White, de calculo muy laborioso, es la mas universal y en la practica
se recurre a un dbaco, conocido como diagrama de Moody, Fig IX.3, que,

a) Esta construido en papel doblemente logaritmico; las variables que utiliza son, | , Re y, por lo
tanto, es un diagrama, (I g | , 1 gRe).

b) Es la representacién grafica de dos ecuaciones, La ecuacién de Poiseuille, que en papel loga-
ritmico es una recta. La prolongacion dibujada a trazos es la zona critica, en la que la corriente

puede seguir siendo laminar a pesar de ser, Re>2000.
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De no ser asi, | podria caer en cualquier punto de la zona sombreada; la zona critica es una
zona de incertidumbre, en la que el flujo puede ser laminar o turbulento.

La ecuacién de Colebrook-White es una familia de curvas, una para cada valor del parametro,
e/d, que para ntimeros de Reynolds bajos, coinciden con las de Blasius y con la primera ecuacién de
Karman-Prandtl, es decir, son asintéticas a una u otra ecuacién, y se van separando de ellas para
valores crecientes del nimero de Reynolds.

En algunos casos se puede hacer una primera aproximacién tomando un valor de | compren-
dido entre los limites, 0,02 <| < 0,03. Algunos de los valores de e que se necesitan para leer este
diagrama se pueden tomar de la Tabla IX.1.

IX.3.- CALCULO DEL COEFICIENTE DE ROZAMIENTO MEDIANTE ALGUNAS FOR-
MULAS PRACTICAS

El valor de | ha sido estudiado y determinado por muchos autores, pudiéndose considerar en
algunos casos constante, y en otros, funcién de alguna variable; asi se presentan una serie de gru-

pos de férmulas, debidas a determinados autores,

i Grupol, | = Cte, Dupuit, Chezy,...

: Grupo 2, | = f (d), Darcy, Sonne, Levy, Bazin, Kutter, ...

? Grupo 3, | = f (u), Weisbach, Saint - Venant, Prony, Zeuner, ...
! Grupo4, | = f(d,u) = f (Re), Flamant, ...

; Grupo 5, | = f (Re, g), Lang, Mises, ...

2° Grupo.- FORMULA DE DARCY,. En esta férmula, J =k (@, siendo,

K = 16 |
2g p2 d°
El valor de | se puede poner en la forma, | = a + %, en la que los valores de ay b dependen de las

caracteristicas de la tuberia.

Para tuberias lisas y nuevas, a = 0,01989, b = 0,0005078,
Para tuberias usadas, los valores son dobles, es decir,a =0, 03978 ;b =0, 0010106

10,004 < d < 0,5, metros

Campo de validez para valores de d comprendidos en, % 0.25 < u < 2,5, miseg

Para conducciones nuevas, los valores de k& son los siguientes,

a) La mitad de lo que diga la Tabla 1X.2, si se trata de fundicion

b) La tercera parte de lo que diga la Tabla IX.2, si se trata de conducciones de chapa alquitranada.
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Tabla IX.2.- Valores de J/Q2 de la férmula de Darcy, (tuberia usada)

Diametro (m) Valoresde X’ | piametro (m) Valoresde Jp* | Diametro (m) Valoresde X | Diametro (m) Valores de J°

0,005 --- 0,15 50,639 0,31 1,24120 0,47 0,15099
0,01 116.790.000 0,16 36,301 0,32 1,05710 0,48 0,13565
0,02 2.338.500 0,17 26,626 0,33 0,90700 0,49 0,12236

0,027 445.600 0,18 19,836 0,34 0,77783 0,50 0,11039
0,03 250.310 0,19 15,059 0,35 0,67042 0,55 0,06828
0,04 52.561 0,20 11,571 0,36 0,58126 0,60 0,044031
0,05 15.874 0,21 9,0185 0,37 0,50591 0,65 0,029397
0,06 6020,9 0,22 7,1092 0,38 0,44275 0,70 0,020256
0,07 2666,1 0,23 5,6722 0,39 0,38811 0,75 0,014319
0,08 1321,9 0,24 4,5610 0,40 0,34134 0,80 0,010350
0,09 713,81 0,25 3,7052 0,41 0,30112 0,85 0,007620
0,10 412,42 0,26 3,0345 0,42 0,26640 0,90 0,005720
0,11 251,25 0,27 2,5036 0,43 0,23687 0,95 0,003460
0,12 160,01 0,28 2,0836 0,44 0,21076 1,00 0,003360
0,13 105,84 0,29 1,7420 0,45 0,18801 1,10 0,002090
0,14 72,222 0,30 1,4677 0,46 0,16844 1,20 0,001350

2° Grupo.- FORMULA DE LEVY.- Para tuberias usadas, el valor de | se define como,

r, el radio de la tuberia
k = 0,09301

Kk

I :m,con,

i
I,

Para tuberias nuevas,

_ 0,02952
1 +vr

Estas formulas dan buenos resultados para, d > 1 m, y velocidades medias de hasta 2,5 m/seg.

2° Grupo.- FORMULA DE KUTTER..- Esta formula es de aplicacion al célculo de sifones. El valor

del con el que funciona es,

_ 89
- 50 Jd
m+ 0,5 J/d

i 0,25 para tuberias con incrustaciones ordinarias
I . . . .

| 0,30 para tuberias con incrustaciones medias
en la que los valores de m son, | ) . . .
i 0,35 para tuberias con incrustaciones importantes

1 0,40 para tuberias con incrustaciones formadas rapidamente

4° Grupo.- FORMULA DE FLAMANT
a

IRe

En este grupo de formulas se considera un valor de | iguala, | =

*

|- @
4rud

y, para el caso particular del agua, si se considera, n = Cte, se tiene,
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El valor de % de la expresion, J = k Q2, toma la siguiente forma,

16 1
p2d5 4ud

k =a

en la que los valores de ag dependen de la rugosidad.
i Fundici on nueva, a, = 0,00092
) _ o | Fundicion usadaa,, = 0,00074
Segtin sea el material de la tuberia se tiene, : Chapaa, = 0,00062
1
|

Plomo a,= 0,00052

El campo de aplicacién de esta formulacién es el comprendido entre los diametros, 1 <d< 3,
metros, y 2000<Re< 105.

Tabla IX.3.- Tabla de valores de | de la férmula de Flamant

Diadmetro (m) | Diadmetro (m) | Diadmetro (m) |
0,01 4427000 0,22 1,86 0,45 0,062
0,015 645000 0,23 151 0,46 0,056
0,02 164500 0,24 1,23 0,47 0,051
0,025 57000 0,25 1,01 0,48 0,046
0,03 24000 0,26 0,84 0,49 0,041
0,04 6100 0,27 0,70 0,50 0,0377
0,05 2100 0,28 0,55 0,52 0,0313
0,06 890 0,29 0,50 0,55 0,0240
0,07 430 0,30 0,43 0,60 0,0158
0,08 227 0,31 0,36 0,65 0,0108
0,09 130 0,32 0,314 0,70 0,0076
0,10 79 0,33 0,271 0,75 0,0055
0,11 50 0,34 0,235 0,80 0,0040
0,12 33 0,35 0,205 0,85 0,0030
0,13 22,6 0,36 0,179 0,90 0,0023
0,14 15,6 0,37 0,157 0,95 0,0018
0,15 11,5 0,38 0,139 1,00 0,0014
0,16 84 0,39 0,123 1,05 0,0011
0,17 6,3 0,40 0,107 11 0,00089
0,18 4.8 0,41 0,097 12 0,00059
0,19 38 0,42 0,087 1,3 0,00040
0,20 23 0,43 0,077 14 0,00028
0,21 2,2 0,44 0,066

5° Grupo.- FORMULA DE MISES.- Es una de las més exactas; el valor de | es de la forma,

- 1 n
| =0,0096 + {Tk + 1,7/}

0,0017

7u )

Para el agua a 20°C, se tiene,| = 0,0096 + % Wk +

enla que el valor de £ depende del estado y clase de las superficies de contacto de las tuberias, y del
liquido que por ellas circula; sus valores se exponen en la Tabla IX.4.
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Tabla IX.4.- Valores de k en funciéon del material de la tuberia en la formula de Mises

Material 10° k (en metros
Vidrio 0,064 a 0,256
Latén, cobre, plomo 0,064 a 0,320
Cemento pulido 2,40 a 4,80
Cemento tosco, sin pulir 6,40 a 16,00
Chapa con asfalto 9,60 a 19,20
Fundicién lisa 32a64
Fundicién oxidada 80 a 160
Chapa remachada 64 a 160
Fundicién en servicio, con unién de brida sin resalto 80
Fundicién en servicio, con unién de enchufe y cordén 100
Fundicién en servicio, para agua sucia con incrustaciones 160
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IX.4.- CALCULO GRAFICO DEL VALOR DE J EN DISPOSICIONES DE TUBOS

En las Fig IX.4.a.b.c, se indica un método grafico que mediante abacos permite la determina-
cién del coeficiente J en los siguientes casos de disposicién de tubos y chapas,
a) Corriente de humos paralela a los tubos o a las placas, de forma que la distancia entre chapas es igual a
la mitad del diametro de los tubos.
b) Corriente de humos perpendicular a los tubos en quincunce

¢) Corriente de humos perpendicular a los tubos en linea

Para grandes velocidades el valor de J se calcula para, u = 10 m/seg, se halla el factor de correc-
cién para la velocidad deseada y se multiplica el valor de J a 10 m/seg por el factor de correccién,
obteniéndose el valor de J a la velocidad deseada.

IX.5.- FLUJO EN CONDUCTOS NO CIRCULARES

FLUJO LAMINAR, INCOMPRESIBLE Y PERMANENTE, ENTRE DOS PLACAS PARALELAS.- En
primer lugar se puede suponer que las placas estan inclinadas formando un angulo g respecto a la
horizontal, teniendo la placa superior una velocidad constante uj ; el flujo entre las dos placas fi -

jas es un caso particular, al hacer la velocidad de la placa mévil, ug = 0.

La placa superior se mueve paralelamente en la direccién del flujo, existiendo a lo largo del mis-
mo, en la direccion de x, una variacién de presién. Si se toma un elemento de fluido en forma de
lamina, Fig IX.5, de dimensiones (dx,dy) y anchura unidad, para un flujo permanente, la lamina se

movera con velocidad constante u, siendo la ecuacién del movimiento,

T
Ix

T

pdy-(p+ —2 dx)dy - tdx + (t +%dy)dx+gdxdysenq:0

% Moévil
Z
a (T*I- ar
o]
pdy ™/~ ¥ W 22y,
dy N Ug 7
P - oL
y % \ax %
- ~— T
~x ydxdy AT
T~ e S
To ——
dx\ ~
Z,
Fija”

0

Fig IX.5.- Flujo laminar entre placas paralelas

que simplificada se reduce a,

-m+1¥—;+gsenq:0 ; -m+ﬂ-gm:0 ; ﬂ—t:i(p+gh)

ix x % X Ty  Tx
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Th

en las que se ha tenido en cuenta que, senq = - —

X
Como no existe aceleracion en la direccién y el segundo miembro de esta ecuacién no es funcién

dey; integrandola se obtiene,

C
1 (p+gh)+01:hd—u =} d—u:%yﬂ—‘l(p+gh)+—1

t=y —
y‘ﬂx dy dy h

cuya integral es,

1 1

y? Cy
= = — h) — + — C
u h'”X(p+g)2+ y + Co

h

Para calcular las constantes C; y Cy utilizaremos las condiciones en los limites, de la forma,

Para,y = 0,u=0 {i
y DC2=O
Para,y:a,u:uob

1 1 . G Ci _ Ug a v
= — — h — p —=—.— — h
Ho 2h ﬂx(p+g)a+ ha h a 2 ﬂx(p+g)
por lo que,
1 1 5 Yo 1 a Ug Y 1 9 2
= — L h L y. L h) = vy = - — L h -
) 2 h ﬂx(p+g)y+ay ﬂx(p-'-g)Zhy a 2 h ﬂx(p+g)(ay ye)

El gasto a través de una seccién transversal cualquiera, es,

Ug a 1 9 3
e h
2 12 h ﬂx(p+g)a

a
Q: Ou dy =
siendo la velocidad media U entre placas,
U= ==—>- == - (p+gha’

y el esfuerzot en la pared,

_pAduy=a_, T Y T ayy=a _
t=h ERD=ly g (Prgh) +h =2 o (p+gh) JHS -

- 8wz, o T Yo
—ﬂx{(p+gh)(y 2)}y:o+ha—aﬂx(p+gh)+ha

que demuestra que dicho esfuerzo cortante en la pared, es constante.

El caso particular en que las dos placas sean fijas se resuelve haciendo, uy = 0.
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FLUJO LAMINAR INCOMPRESIBLE ENTRE TUBOS CILINDRICOS CONCENTRICOS.- Para
estudiar este tipo de flujo, se puede considerar un conducto en el que se toma una seccién anular de
fluido de espesorinfinitesimal dr,radior, y longitud dx, en el que el fluido tiene una aceleracién nula,
y después, como caso particular, aplicarlo al flujo laminar incompresible entre tubos cilindricos
concéntricos.

De acuerdo con la Fig IX.6, la ecuacién del movimiento es,

it
qr

2prdrp-2prdr (p+%dx)-2prtdx+ 2p(r +dr)(t + dr)dx + 2 pr gdr dxseng =0

Fig IX.6.- Flujo laminar entre tubos cilindricos concéntricos

Simplificando y despreciando el término, 2 p :TT—: dx dr 2, resulta,

fp | 1t t

-— +— + —+9gsenq=0
x qr r g a

y como, Senq = - %, se obtiene,

T t 1t fh 1 1 ftr)
- — 4+ — _ - —:0 . e — h:—
11X r+‘ﬂr g'nx ’ ‘ﬂx(p+g) ro 9
Integrandola,
r2 9 rz g du
— X hy-rt=C, ; — —- h)-h=—7r =C
> ﬂx(p+g) r 15 ﬂx(p+g) drr 1
duzﬁ%(p+gh)rdr-%dr b u:4—lhﬂ—11((p+gh)r2—%lnr+Cz

Para el caso particular de flujo entre dos cilindros concéntricos de radios,

r = b, para, u = 0, (tubo interior)

0, (tubo exterior)

r = R, para, u
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i _1 09 1
C,== —L (p+gh)(R2-b2) ——
i b4 W (P ot : In 2
las constantes C;y C, , Fig IX.7, son de la forma, { 1 b In R
i &= L (p+gh){-R2+(R2-b2) 113y
i 4h qx In—
b

Fig IX.7.- Isotaquia de velocidades para flujos concéntricos

y el valor de la velocidad,

19 Inr—R
- — 1 h 2_R2 R2_b2
u= = ﬂX(p+g){r + ( )InB}

El caudal es,

R

_ P q 4 4 (R2-b2)2
= u2prdr=—{ — (p+gh){R*- b*- —=—
Q= Qu2P gh ' g Pt In% }

pudiéndose obtener a partir de estos resultados los demas valores que caracterizan este flujo.

IX.6.- DIAMETRO HIDRAULICO

Cuando el conducto no tiene seccion circular, el analisis del flujo completamente desarrollado

se puede considerar analogo al de tubos circulares; en flujo laminar, las ecuaciones de continuidad y
de cantidad de movimiento se pueden resolver en forma exacta, mientras que para flujos turbulen-
tos se puede hacer uso de perfiles logaritmicos, aunque resulta mucho mas simple utilizar el didme-

tro hidrdaulico, que permite obtener buenas aproximaciones.

Se define el diametro hidraulico d;, como la relacién,

Seccién transversal mojada

dn= 4

Perimetro mojado

en la que el perimetro mojado viene determinado por todas las superficie sometidas a esfuerzos de

friccion.
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.. . . 4
Para una seccién circular se tiene, dp, = 4 ——— =d

pd

y la expresion de la pérdida de carga J por unidad de longitud, en funcién del didmetro hidraulico dy,

2

jo 1w
dn 24g
Para una conduccién cuadrada, d,= a
L 2ah
Para una conduccion rectangular, dy = -
+
., . 2ah
Para una conduccién triangular, d, = ——
a+b+c
Para una conduccién formada por dos tubos concéntricos, Fig IX.8,
p(d3-di)
d,+d d,-d
dp = 4 =( 2 1) (dy 1)=d2-d1
p(dy+dq) do+ dg

Fig 1X.8.- Dos tubos concéntricos Fig 1X.9.- Tubos tipo intercambiador

Para una conduccién tipo intercambiador, formada por varios tubos rodeados por una carcasa
exterior, Fig IX.9,

p(D?- nd?)
4 _ D2-nd?

dh=4 =
p(D+ nd) D+ nd

IX.7.- RESISTENCIA DE FORMA

PERDIDAS ACCIDENTALES EN CONDUCTOS CERRADOS.- Las pérdidas accidentales tienen
lugar en los cambios de seccién y direccion de la corriente, en las contracciones, ensanchamientos
bruscos, curvas, codos, bifurcaciones, o por accesorios instalados en ellas, como diafragmas, lla-
ves, valvulas, ete. Todos ellos originan una perturbacion de la corriente que provoca la aparicion de
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remolinos, intensificandose de esta forma las pérdidas de carga, que en algunos casos pueden ser
mas importantes que las pérdidas continuas, sobre todo en conducciones relativamente cortas.

Se admite que si la conduccion tiene una longitud superior a mil veces el diametro, el error que
se comete despreciando las pérdidas accidentales es menor que el que se cometeria en el calculo de
X para las pérdidas continuas.

Las pérdidas accidentales se pueden expresar por la ecuacion,

Pacc = X U

29
en la que el coeficiente x se obtiene experimentalmente, teniendo un valor diferente para cada caso,
funcion de las condiciones geométricas del accidente o del contorno, incluida la rugosidad e y el
numero de Reynolds, aunque en la mayoria de los casos depende sé6lo del contorno.

El valor de la velocidad U se corresponde con el de la velocidad media del fluido si se trata de
codos, valvulas, etc, mientras que es la velocidad en la seccién menor cuando se trate de ensancha-
mientos bruscos o contracciones.

Estas pérdidas se pueden calcular también utilizando la misma formulacién que se emplea
para las pérdidas continuas, sustituyendo en dicha expresién la longitud de la tuberia Lg, por otra
mayor que comprenda dichas pérdidas en metros de longitud de tuberia, por lo que la longitud a uti-
lizar en la formula sera la longitud geométrica, mas la longitud equivalente correspondiente a las
pérdidas de carga accidentales, L = Lg + Lequi v, siendo esta longitud equivalente de la forma,

xd
I-equiv = |_

Cuando, 10.000 < Re < 20.000, el valor de x no depende practicamente del nimero citado,
estando comprendidos en estos margenes los problemas préacticos de fluidos con poca viscosidad,
como el agua y el aire.

TEOREMA DE BELANGUER.- Cuando un fluido que circula por una tuberia de seccién W; pasa
a otra secciéon Wy de una forma brusca, Fig IX.10, la seccion W, de la vena fluida se ira ensan-

chando hasta alcanzar la seccién Wy y amoldarse a la tuberia.

Plano de comparacion

Fig 1X.10.- Ensanchamiento brusco
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En el volumen de fluido (ABCD), correspondiente a la seccién Wy en las zonas comprendidas
entre los limites de la seccién W y los codos en M y N, se forman unos remolinos, mientras que en

el resto del citado volumen, se definen perfectamente las lineas de corriente, que tienden a colo-
carse paralelas a la conduccion de seccion W,

Se podria aplicar entre las secciones 1 y 2 la ecuaciéon de Bernoulli, pero debido al ensancha-
miento se desconocen las pérdidas de carga que se originan, las cuales se pueden determinar
mediante el Teorema de la Cantidad de Movimiento.

Se puede considerar que la cantidad de movimiento correspondiente al tramo de fluido contenido
en la tuberia de seccion Wy, es decir, de (MNCD) en adelante, viene determinada por la cantidad de
fluido entrante a través de la seccién Wi en el tiempo dt; si las zonas de remolinos permanecen
practicamente invariables, la masa fluida (ABCD) se habra situado en el tiempo dt en la posicién
(AB CD’).

Como los volimenes (ABCD) y (A’B’C’D’) tienen en comun las zonas de remolinos y el tramo
(A’B’'CD), y suponiendo que el fluido es incompresible en régimen permanente, la variacién de la
cantidad de movimiento sera la diferencia entre las correspondiente a (CDD’C’) y (ABB’A"), por lo
que tomando como eje de referencia el de la seccion Ws se tendra,

La variacion de la cantidad de movimiento, A(mu), es,

D(mu) =mp up - m Uy =Vor Up- Vir up =71 updt Wo up - r ug dt W, ug

y aplicando la ecuacién de continuidad, W; u; = W5 uy,

D(mu) =r W, up dt (uz - uyg)

El impulso mecanico, F dt, resulta de multiplicar las fuerzas F que acttian sobre el fluido, por el
tiempo considerado dt; estas fuerzas son las debidas al peso F; y a las presiones F}, las cuales

habra que proyectar sobre el mismo eje de simetria, el de la seccion Why; asi se tendra,

a) El peso del volumen de fluido (MNCD) proyectado sobre el eje de simetria citado es,

2,7 2,

2
— | = gW, —— sena = Z.,-2
sen a gV, a gV\é( 1 2)

Fg=9 W, (MC)sena = ‘ MC =

b) La resultante de las fuerzas debidas a las presiones F, se puede obtener considerando que en
los puntos T y F se tienen las presiones p’ y pg respectivamente, mediante la diferencia entre las

fuerzas que actian sobre la cara (MN) y las que actiian sobre la cara (CD) en el sentido del movi-

miento es decir,

U =uj

= W - (Zar-2
P1-Py =gzy-zq)| = W2 tP1-P2-(Z1-22))

Fo =Py Wa-poWo =Ws (py-p2) =

y la fuerza F total debida al peso y a las presiones sera
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F=W, {g(z1-22) +(p1-p2)}

que multiplicada por dt e igualada a la que proporciona la variacién de la cantidad de movimiento,

permite obtener,

r Wo ups dt (us-uq) = gWs, (24 - Zo) + W, (pq - pz)}dt

es decir,
u 2u2-2u,u 2u2-2u,u u?  u?
Zl+&-(22+&)=—2(uz-ul)= 2 12 2 172 Y1 U1
g g 2g 29 29 29
C(up-u)?2 g . u?
- 29 29 29

que se puede poner en la forma,

u?2 - 2
P> ey (Uy-uq)
249 g 29 29

y que comparada con la de Bernoulli, permite obtener la expresién de la pérdida de carga para el

ensanchamiento brusco,

(Up-ug)?
29

Pacc =

que se conoce como formula de Belanguer.
W.

Teniendo en cuenta que, u; = W_2 u,, sustituyendo en P, . resulta:
1
W.
—2 _1)2
( W, = 2 “g
Pace = =g —U2=X7yg

Si el liquido que llega por la tuberia de seccion W; desemboca en un gran depésito, ug = 0, el

valor de Pgeciq sera,

2
U1

Pace = 29

y el coeficiente X de pérdida de carga valdra la unidad.

PERDIDA DE CARGA EN ENSANCHAMIENTO BRUSCO.- La pérdida de carga en ensancha-

miento brusco, segtin el teorema de Belanguer, es de la forma,

W
2

(Up-uq)2 A u W
H 2 2 . 2 2

—_— = us =x3 — ; ——— uj =Xp —

| Wl
|
= ——
29 i 29 2g 29 g
t

- 1)2 12
1) ( 1) u2

Pacc =
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en la que los valores de los coeficientes de pérdida de carga vienen dados en la Fig IX.11.

1 20
N g
0,8 16
\
* | \N
B — dI 0,4 : “K\\ 8
[ AN\ .
i N
0 \\\L\ 0
0 02 04 06 08 1

Q2/Q1

Fig IX.11.- Pérdida de carga en ensanchamiento brusco

PERDIDA DE CARGA EN ENSANCHAMIENTO GRADUAL.- En este caso, la determinacién del

coeficiente x de pérdida de carga no es tan sencilla, pudiéndose poner de acuerdo con la Fig IX.12 en
la forma,

W.
Xx=m( - —l)2

W,
o W, o, ui
La pérdida de carga es, Py = M(1 - )7 5=
W, g
d —-d,
Ug uz
Fig 1X.12
Tabla IX.3
a 25 5 7,5 10 15 20 25 30
m 0,18 0,13 0,14 0,16 0,27 0,43 0,62 0,81

viniendo dados los valores de m en la Tabla I1.3

PERDIDA DE CARGA POR CONTRACCION BRUSCA DE LA SECCION.- Si el fluido pasa de la

seccion 1 a la seccién 2, experimenta una contracciéon e inmediatamente después un ensancha-
miento, Fig IX.13.a.b.c.

Remolinos :
i

— ?A Q- 1o dz ety da

| . —
]

Q

Fig I1X.13.a.b.c.
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Las pérdidas en la contraccién, seccién A, son practicamente despreciables y s6lo habra que
tener en cuenta las pérdidas originadas en la expansion posterior, entre las secciones A y 2.
Si llamamos mal valor de la relacién entre las secciones A y 2, que no es mas que un coeficiente
de contraccion, y teniendo en cuenta la ecuacion de continuidad entre ambas secciones, resulta,
Wa _ Uy Uz

m= = — b Up= —
W ua m

que sustituida en la ecuacion de Belanguer, permite obtener,

-2 2

(Up-Up)? ( i) 5 uj

Pacc = = =(=-1) — =x—
249 249 m 29 249

Segin Weisbach, X toma los siguientes valores,

Tabla IX.4.- Para el caso a

Wa/W, 0 01 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 08 09 1
m 0,5 0,48 0,45 0,41 0,36 0,29 0,21 0,13 0,07 0,01 0

Tabla IX.5.- Para los casos by ¢

Wao/W, 0 01 0,2 03 04 05 0,6 0,7 0,8 0,9 1
(b) x 2317 51 19,8 9,6 5,16 3,08 1,88 1,17 0,74
(c) x 2259 | 478 30,8 7.8 375 1,8 0,8 0,29 0,06

Se pueden eliminar las pérdidas utilizando tubos progresivos de forma que la tuberia se adapte
a la vena fluida; de esta forma se puede llegar a obtener valores de x comprendidos entre 0 y 0,05

PERDIDA DE CARGA EN CURVAS.- Es dificil determinar teéricamente estas pérdidas debido a
que las lineas de corriente dejan de ser paralelas al eje de la conduccién, presentandose circulacio-
nes secundarias, tal como se muestra en la Fig IX.14.

En la regién A se forman torbellinos y en la B se estrecha la seccion de la vena, seguida de una

expansion, siendo éstas las principales causas de las pérdidas de carga.
Una ecuacién que permite calcular el valor de x propuesta por Navier, es de la forma,

x = (0,00019 + 0,0009 R) %

en la que S es la longitud del arco medio, correspondiente al cambio de direccién y R es el radio de

curvatura; el valor de las pérdidas de carga P(acciq) s,

u?

S
Pace =(0,00019 + 0,0009 R) =7 7=

El valor de x se puede determinar también en funcién de la relacién R/r, siendo r el radio de la con-

duccion. Para tuberia circular, Weisbach propone los valores de 1a Tabla I1X.6,
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g L@

LB
21— )
Fig IX.14
Tabla I1X.6
r'R 0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
X 0,13 0,14 0,16 0,2 0,29 0,43 0,67 0,98 1,37 11,95

Otras expresiones propuestas al respecto son,

} 30°<b < 180°

R

] b r.3s
| = — —
! X= 350 {0,131 + 0,163 (R) }, para, } 1< R 5

I.
Weisbach, i
I b r \35 R
[ X= g5 {0,131 + 0,848 ()7}, para, =>>

: S |[r
Saint-Venant, x = 0,138 = ‘/%

S |r
Kauffman, x = 0,276 R ‘/%

En este tipo de accidente, se presentan dos formas de pérdidas,
a) Las debidas a la fuerza centrifuga, lo que supone la aparicién de un flujo secundario que se
superpone al flujo principal y que intensifica el rozamiento.

b) Las producidas por la separacién en A y por el estrechamiento en B.

PERDIDA DE CARGA EN CODOS.- En este caso se presentan pérdidas semejantes a las ya

citadas para curvas. Para conductos circulares Weisbach propone la siguiente ecuacién,

X = 0, 9457 sen2 % + 2,047 sen? %
siempre que a < 90° y numeros de Reynolds mayores de 200.000.

Para, a = 90°, el valor de x es igual a la unidad

Los coeficientes x se pueden obtener también a partir de las tablas que se exponen a continua-
cién, correspondientes a diversos tipos de codos,

O L\
R/D 0 0,25 05 1
) X

038 04 0,25 0,15

I X -179



R/a b/a=1 b/la=2 b/a=3 bla=4
; 0 1,00 0,90 0,80 0,73
! R 0,25 0,40 0,40 0,39 0,32
; ‘ 05 0,20 0,20 0,18 0,16
1 0,13 0,13 0,13 0,10
% N° de &l abes 1 2 3
R/\ R/a 025 0,20 015
a X 0,15 0,12 0,10
\\
\\ R2=Ri/2=a Xx=0,1 2 3
\/’ R/a 0,25 0,20 0,15
/ X 0,15 0,12 0,10
L= x = 0,62
L=D x = 0,6€
R/d 0,25 0,5 3
Codo de 3 piezas 0,80 0,40 0,30
Codo de 5 piezas 0,50 0,30 0,20

PERDIDAS POR BIFURCACIONES

i a) De divergencia
Las bifurcaciones pueden ser de dos tipos, | ]
f b) De confluencia

Hay que calcular por separado las pérdidas correspondientes al caudal del tramo recto princi-
pal Q. que no cambia de direccién, y al caudal lateral Qr, mediante las formulas,

2 2
ujy us

Pace),. = X1 2_9 ;

Si los conductos tienen el mismo didmetro, pueden suceder dos casos,
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a) Divergencia, (la corriente se divide en dos)

Q

90°

0,50

b) Convergencia, (se reunen dos corrientes)

45°

0,50

PERDIDA DE CARGA EN VALVULAS.- El coeficiente x de pérdida de carga, depende de los
siguientes factores,

a) Tipo de valvula (compuerta, mariposa, etc)

b) Del diserio particular de cada una

¢) Del grado de apertura correspondiente a cada valvula

Weisbach propone los siguientes valores experimentales,

VALVULA COMPUERTA
T g ad | vs | wa | 38| v2 | =58 | 34| 78 1
T x 18910 17,00 7,60 | 210 | 081 | 026 | 007 | O
/ VALVULA MARIPOSA
i " d-+ q 5 | 100 | 20° | 300 | 400 | 500 | 60° | 700 | 9@
9 /J x | 020 050 | 1,50 | 390 | 10 | 32 | 118 | 751 | ¥
VALVULA CILINDRICA
“X
D | = q | 5| 10°] 15°| 20°| 25| 30°| 35° | 40° | 45° | 500 | 55° | 600 | 65° | 90°
Y )‘// / x 1005 030 08160 31550 97173/ 31,2| 52,6/ 106 | 206 | 486 | ¥
X
e 777
7 VALVULA DE RETENCION
q 100 | 150 | 200 | 25 | 30° | 400 | 500 | 60° | 650
] x | 520 | 310| 24 | 210 2 | 1,80 | 17 | 15 | 12
VALVULA ALCACHOFA
[TT1
SO\ D(mm) 40| 50 | 65| 80| 100/ 125 150 | 200 | 250 | 300 | 350 | 400 | 450 | 500
x 1120/ 100/ 88| 80| 70! 65| 60| 52| 44| 37| 34| 31| 28| 25
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" VALVULA CONICA
/ Setoma x = 1,645 Y2 - 1
W

Coeficientes de resistencia de valvulas y clapetas, segiin manual de KSB-Amag

Diametro en (mm) 25 32 40 50 65 80 100 | 125 | 150

V& vulas de compuer| De paso libre 1,7 | 14 | 12 1 09| 08| 07| 06 | 06
Construccién (BOA) 2,1 2,2 2,3 2,3 24 25 24 2,3 21

(DIN) 4 4,2 44 4,5 4,7 4,8 4,8 4,5 4,1

Vévulas anulares Construcciéon (BOA) 1,6 1,6 1,7 1,9 2 2 1,9 1,7 15
(DIN) 2,8 3 33| 35| 37| 39| 38| 33| 27

Vévulas de retencion 1,9 1,6 15 14 1,4 1,3 1,2 1 0,9

ABACO PARA LA DETERMINACION DE LAS PERDIDAS DE CARGA EN ACCESORIOS,
en metros de longitud de tuberia equivalente

Medidor | E A
==
5 8 i
Grifo recto abierto
| Longitud equivalente de
|- ' tuberia recta en metros
Vélvulas de 1000
regulacion L 200
600

— (1/4) abierta

— (1/2) abi E
/f G/ abera 400
Grifo curvo abierto [~ ablerta £ 300 Didmetro
E (
@—\ E 200 interior (mm)
E 140 10004
SR = (M 2007
- 100 2300 ]
’ZI *28 7007
Yalvula de pie/ r 6007
Codoa 180°— _ Codo recto [ 40 5004
—30 ]
[ 400+
Tobera entrante ]80 ]
| /’ r ]
- 6 200
(T) Normal 7 / :; ;’llj F S 180
i F 4 160+
[l Ensanchamiento brusco 3
—— (d/D) = 174 140-]
vula d B (d/D) = 1/2 E oo 120-
Valvula de retencién e~ (d/D) = 374 L 100-|
’ 90
= S
] Y4—Entrada normal r 82 70
Codo a 90° -y, |
(T) Reduccion al/2 - Los 60~
o Lo.4 50-|
Contraccion brusca FO.3 40;:
) (d/Dy=1/4 . ]
— I (d/D) = 172 : o]
Codo normal (d/D)=3/4 r
(T) Reduccioén a 1/4 EO,1
—Codo a 45 0,06 %g:
Fo,04 16
L 0.03 149
124

Curva
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X.- CALCULO DE TUBERIAS

X.1.- CALCULO DEL DIAMETRO DE UNA CONDUCCION

La pérdida total de carga P se puede poner en la forma,

2 2 2
IHU_L+éXu_:(ITL+éX)2LJ—: u:vQ/: > =

g g g
1L 16 @ 1 o 16 QP
=729 p2dS t 29 a X p2d5

P=

8Q2a x 8l LR _

2gPp2dS= 161 LQ?+16 4 @xd ; d5- app? 9 g -0

d°-Ed-F=0

X.2.- CALCULO DEL DIAMETRO MAS ECONOMICO DE UNA CONDUCCION

Cuando se construye una conduccion, a la hora de elegir el diametro de la misma, pueden suce-
der dos casos,

a) Si se toma un didmetro pequerio, resultara una velocidad grande, por lo tanto, una mayor
pérdida de carga debida al rozamiento, para un mismo caudal.

b) Si se toma un didmetro grande, la velocidad sera menor, pero el coste de la instalacién sera

mayor

En consecuencia, habra que encontrar una solucién que tenga en cuenta estas circunstancias,
y que haga el problema lo mas econémico posible. Para ello consideraremos los siguientes parame-
tros,

G, es el costo total de la instalacion de maquinaria y construccion.

P, es el precio por unidad de superficie instalada, de la forma, d.L
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P,, es el precio de la unidad de potencia del grupo de bombeo
L, es la longitud de la tuberia
N, es la potencia de la bomba

d, es el diametro de la conduccion

En consecuencia, el gasto total se puede poner en la forma,

Fig X.1

gQ{H +&}
p2gd®

75 h

\
\

G=P; N+ Py,dL

La potencia N del grupo de bombeo es,

gQ{H+82Q?iISL}
N = 9QUH+P) p?gd
75 h 75 h

y el costo Gde la instalacion de maquinaria, cons-

truccién y mantenimiento es,

P, +dL P,

Para hallar el diametro mas econémico, derivamos la ecuacién anterior respecto de d y lo igua-

lamos a cero, obteniéndose,

40 | L
46 _ gp7d” 5 o ip -0 d-gi0l9 P
d 75 h 1 2 ; 5hapl P

Para, g = 1000 kg/m3, resulta,

551Q°1 P | P .
d=§/TQ—1=1,3296 h—Pz\/(_?=J JQ

P,

que se conoce como formula de Bress y en la que los valores de P; y P, hay que tomarlos conve-

nientemente actualizados.

El proceso a seguir para hallar el diAmetro mas econémico se puede resumir en lo siguiente,

1) Se fija el caudal Q y se elige una velocidad u entre unos limites razonables.

2) Con estos datos se calcula el diametro d

3) Se determinan las pérdidas de carga continuas y accidentales, si resultan exageradas, se disminuye la

velocidad y se rehacen los cdlculos.

El problema se puede resolver también graficamente, representando las curvas correspondien-

tes a los gastos de instalacién y explotacion.

Los gastos de instalacion comprenden, a) Costo de la tuberia; b) Costo del desmonte; c) Costo de los terra-
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plenes; d) Costo de los accesorios, e) Costo del grupo de bombeo.
Los gastos de explotacion comprenden, a) Gastos de conservacion de la tuberia, b) Potencia consumida por

el grupo de bombeo.

%
~—

Coste anual minimo —
Gastos totales anuales

-

Diametro mas econémico

Fig X.2.- Diametro mas econdémico de una conduccién

Conocidas las curvas, se suman sus ordenadas, y el minimo se corresponde con el didmetro d

mas econdémico, como se muestra en la Fig X.2.

X.3.- PERDIDA UNIFORME DE CAUDAL A LO LARGO DE UNA CONDUCCION

Supongamos que un fluido recorre una conduccion de seccién constante; para un elemento infi-
nitesimal de la misma, de longitud d, la pérdida de carga viene dada por la expresion,

dP=JdL =k Q dL

Qo Q

| dl |
L

Fig X.3

Para hallar la pérdida de carga continua total, integramos entre los limites 0 y L, en la forma,
L
P= Qk Q% dL

Si suponemos que Qg es el caudal que entra en la conduccién, y que se pierden g m3/seg por

metro de tuberia, el caudal Q que se transporta a la distancia L del origen es,

Q=Q-qlL
mientras que el caudal al final de la conduccién es Qr de valor,

Qr=Q-aL ; gL =Q-Qr
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En consecuencia, se puede poner,

o2 N 2 2 L2 2 L3
P= QkQ dL =k Q(Qo-qL) dL=k(QL-2QQq— +0° 3)

y sustituyendo el valor de qi, anteriormente encontrado, resulta,

(Qo- Q)2
3

PokL{G+ - Qo (Q- Q) = £ (B+ QQe+ &)

Si, Qr = 0, es decir, si en el extremo final la conduccién ha perdido todo el caudal, 1a pérdida de

carga sera,

KL QR
3

P'=

que es la tercera parte de la pérdida de carga para el caso de que la conduccién transportara a lo
largo de su longitud L todo el caudal Qg sin perder nada, es decir,

P=kQ@L

X.4.- TUBERIA CON TOMA INTERMEDIA

Sea la conduccion (ab) de longitud [ y diametro d constante, Fig X.4, que parte de un depdésito A,
de forma que en el extremo b de la misma se tiene un caudal Q.
La linea de niveles piezométricos es la (DB) y, segun ella, el valor de la pérdida de carga P en el

extremo B, es,
Q5
P=JIl =kQI =k'd—5l

Supongamos ahora que a una distancia /s del punto a , (comienzo de la conduccién), se realiza
una toma intermedia en C; el didmetro d se mantiene constante en los tramos de tuberia (ac) y
(cb). En estas circunstancias en el nudo C se
tienen los caudales salientes que llamaremos

Q1 y Q.

Para hallar la pérdida de carga total, se

puede aplicar la féormula de Darcy a cada tra-

Fig X.4

mo, de forma que la suma de las pérdidas de
carga en el tramo de longitud [, tiene que ser igual a la suma de las pérdidas de carga correspon-

dientes a los tramos I; y s, por lo que,

I ]
p:k'('j—gqg+k'd—§<ql+qz>2:;—5{l QB+ 1(Qu+ Q)2)
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Fig X.5.- Tuberia con toma intermedia

|1 Q@+ 1 o(Q+ Q)2
P

de la que se deduce, d = i/
A su vez, como el valor de P es el mismo para ambos casos, resulta,
k' '
d_5{| 1+ 1 (Q+ Q)2 =k %I

| =11 +12(Q+Q@)2=QU1+12)+21, Q% QR+,

ecuacién de segundo grado en Q; de la que se obtiene,

21, Q 2Q2

Qf+ I Q1+ (

-@F)=0 b Q1—-

+Q‘/ (—)2 —2-1)+1

en la que solo se considerari el signo (+) ya que el signo (-) proporcionaria un caudal negativo

Casos particulares,

a) Si @ es muy pequeio frente a Q, el valor del caudal Q; seria,

I
Q=- 22 4+Q

que nos dice que, para igual pérdida de carga, el caudal Q; en la extremidad b de la tuberia es Q

menos una fraccion de Qo que depende de la posicién de la toma intermedia.

Q

b) Si la toma est4 en la posicion media de la tuberia, | ,= Ii, el caudal es, Q; = Q- -

¢) Si se cierra la valvula en C la linea de niveles piezométricos sera la (DB) y la carga en C sera
(MN); al abrir dicha valvula C, la carga en ese punto disminuira.
Todo el caudal que llegue a C saldra por la toma intermedia cuando se cumpla que la linea de

niveles piezométricos del tramo (Cb) es horizontal.
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5
d) Si la llave en C esta cerrada, P = k' ig) I ; Q= ‘/ %

d
i K'l 5, (Q+ Q)2
i P2ac)= 45 = M
Sila llave en C esta abierta, i \ >
i p _ k' Qo P.p
ffue= —gs T2

En todo el proceso se ha supuesto que la tuberia es de gran longitud, por lo que no se han tenido
en cuenta las pérdidas accidentales.

X.5.- TUBERIA CON TOMA INTERMEDIA ENTRE DOS DEPOSITOS

Sea la conducciéon (BAC) que une los depésitos B y C a diferentes niveles, y en ella una toma
intermedia A, con llave, para regular el consumo por (AD).
Para hallar la expresién que permite calcular el caudal Q que circula entre B y C, podemos utili-

zar la ecuacion de Darcy, en la forma,

| u? 2gdJ
2gd I

Fig X.6.- Tuberia con toma intermedia entre dos depdsitos

a) Si se supone que,
dlzdzzd ; |1:|2:1

se pueden presentar varios casos, de entre los que destacamos,
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d ds d
a-1) Llave cerrada, J = ———— ; Q=3477 — |[———
| 1+ | 2 ‘/l_ | 1+ | 2

z-d)

5
a-2) Llave muy abierta, Q= 3,477 @& ( Z +
JI \l | 2

I 1

en la que el depdsito C actia como depésito de socorro del B, estando la toma alimentada por los
dos depésitos, y en donde 2z es la pérdida de carga para el ramal (AB) y (z - d) la pérdida de carga
para el ramal (AC).

b) Si se supone que,d; * dg, y,l 11 | 9, se pueden dar casos semejantes a los del apartado ante-
rior.

b-1) La llave A estd cerrada, y por lo tanto, el agua del deposito B afluird al deposito C, con un caudal Q

de la forma,

1 d - 1
X 5 Ldg)

Jio Vi T

b-2) La llave A comienza a abrirse, arrojando un caudal q; habrd un descenso en el nivel piezométrico
hasta N, siendo la linea piezométrica (BNC); el deposito C recibira un caudal menor.

El caudal saliente por la toma es,

N (PR il

b-3) La llave A se sigue abriendo hasta que el punto F de la linea piezométrica esté contenido en el plano

1 y d5 1 d_y

Q=Q-Q = 3,477 (

horizontal del nivel de liquido del depdsito mas bajo C; el valor del caudal que el depésito B proporciona y

que es el que sale por la toma, por cuanto el depdosito C no interviene, es,

3477 [d
Q=Q =

P I

existiendo un equilibrio entre el depédsito C y la toma intermedia.

d3

b-4) La llave A se sigue abriendo, aumentando el caudal que sale por la toma intermedia; el nivel piezo-
métrico de la toma A llegara hasta un punto por debajo del plano horizontal del nivel del liquido del depo-
sito C, punto M, y de esta forma el deposito C actuard como un deposito de socorro para el B, estando por lo
tanto, alimentada la toma por los dos depdsitos. El caudal que proporciona la llave, con z y, z - d, las pér-

didas de carga para los ramales (BA) y (CA), respectivamente es.

Jio Vo 1+‘/E 1, 2
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X.6.- EL PROBLEMA DE LOS TRES DEPOSITOS

El problema de los tres depésitos es un caso de ramificacion tnica, y consiste en tres depésitos
a distintos niveles, unidos por las conducciones (AM), (BM) y (CM), que forman un sistema de cir-
culacién en Y.

Se fija un sentido en la circulacion, el que parezca mas légico, y si una vez resuelto el problema
aparece signo contrario al propuesto, se invierte el sentido; supondremos que

Q=Q+ Q2

Para su estudio aplicaremos Bernoulli entre los tramos de tuberias (AD), (BE), y (CF), siendo
los puntos D, E y F muy préximos al de confluencia M, pero lo suficientemente alejados de €él, como
para considerar a la circulacién todavia regular.

Las pérdidas de carga para cada tramo considerado son,

Pi=ki @ +ky @ axi=Q@ (ki+kpaxi)
Po=ko, @B + ky @ éX2=Q%(k2+ kz*éxz)
Pa=ks QB + k3 Q3 Axa= Q@ (ka+ ks A xs)

en las que en el sumatorio de los coeficientes de pérdidas accidentales se han incluido todo tipo de
pérdidas en codos, curvas, entrada y salida de las tuberias, etc.
Aplicando Bernoulli entre los depésitos y el punto M, se tiene,

2 u
Tramo (AM), z;+ 0 + 0 = zy+ 2M + ZM o @k, 4k 8 xq) i

g 29 i

u3 . T

Tramo (BM), zo+ 0 + 0 = zy+ p—gM + Z—NgB + Q5 (kp+ Ky @ x2) Y
|

Pwm u%/[: 2 o i

Tramo (CM), zm+ ? + 2_g =23+ 0+ 0+Q5(ks+kzraxs)j

Restando las ecuaciones primera y segunda, de la tercera, se obtiene,

2 2 "
u u u
zl-z3=2—'\’gA - 2—'\’5 + @k +k Aax)+ QG (ky+ k3.éx3{,
2 2 y
u u 1
Z,-25= —Mg - —Ng +Q§ (k,+ kz,é_xz)+Q§(k3+ k3,é_x3-[)

Aplicando de nuevo Bernoulli en el nudo M, entre los puntos (EM), (FM) y (DM), se obtiene,

2 2
Pwm Unn Pe Upng .
ZM+?+H=ZE+T+H+PerdldasenM
2 2 2 2
u Usgn - U
zy+ p—éw + —NgAzzF +p—gF + 2—NgC+PérdidasenM ;  Pérdidas en M :MAZ—gM:
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P uZ p 2 u u
zyt MM Zp + —£ + 5 i Pérdidasen M ; PérdidasenM = —2,

Fig X.7.- El problema de los tres depodsitos

y sustituyendo estos resultados en las ecuaciones que proporcionan (z; - z3) y (ze - z3), resulta,

Z1- z3= Q pérdidas en el tramo (AC)

Z1- Zp= @ pérdidas en el tramo (AB)
que junto con, S Q; =0, en el nudo M, se obtiene un sistema de tres ecuaciones que puede dar lugar

al siguiente tipo de problemas,

1) Determinacién de caudales, conocidas las caracteristicas de la red y las diferencias de cotas
entre los depésitos; habra por lo tanto, tres ecuaciones con tres incégnitas.

2) Determinacién de la diferencia de cotas entre los depésitos, conocidos los caudales y las
caracteristicas de la red; habra por lo tanto dos ecuaciones con dos incégnitas, ya que la ecuacion
de los caudales es una identidad.

X.7.- REDES RAMIFICADAS

Se dice que una red es ramificada, cuando se va subdividiendo continuamente en nuevos rama-
les, Fig X.8. Supongamos una red cualquiera como la indicada en la Fig X.8, a la que aplicaremos
Bernoulli entre el punto A, correspondiente al nivel del depésito de alimentacién, y los puntos ter-
minales F, G, H, ..., M, de las distintas ramificaciones; asi apareceran una serie de ecuaciones, tan-
tas como puntos terminales (8 en nuestro ejemplo), del tipo,

LI2 o o o
(za+ 0+ O)—(25+p—95+ﬁ)= kp QQl1+@ x1)+ky QU2+ A x2)+ ks GBls+a Xs)

o también
p5 U% [] ] o
Za-(z5+ o + ﬁ)= Q@ (kyl 1+ kp @ x1)+ @ (kal 2+ ky @ x2) + Q@ (ksl 5+ kg Q X5)
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Fig X.8.- Redes ramificadas

Ademis, en los nudos B, C, D, E, se cumple que, 4 Q; = 0, apareciendo tantas ecuaciones co-

mo nudos (4 en este ejemplo), en total 12 ecuaciones, con las que se pueden plantear los siguientes
tipos de problemas,

a) Determinacion de los caudales, conocidas las diferencias de carga y las caracteristicas de la
red; se tiene un sistema de 12 ecuaciones y 12 incégnitas.

b) Determinacion de las diferencias de carga, conocidas las caracteristicas de la red y los cau-

dales; como, SQ; = 0, son idénticas, se dispone de un sistema de 8 ecuaciones y 8 incégnitas.

X.8.- REDES MALLADAS

Este problema se presenta en las instalaciones de tuberias con el aspecto de redes entrelaza-
das entre si; la solucién del problema se fundamenta en las leyes de Kirchoff para corrientes eléc-

tricas, por cuanto se tienen que cumplir las siguientes condiciones,

a) En un nodo cualquiera, la suma algebraica de los caudales entrantes y salientes, tiene que ser cero

b) En un circuito cerrado, la suma de las pérdidas de carga tiene que ser nula.

Fig X.9.- Red mallada

La ecuacion de continuidad confirma la primera. Para la segunda se puede suponer que las pér-
didas accidentales son despreciables frente a las continuas y que los términos cinéticos se anulan
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entre si, por suponer que cada conduccion es de diametro constante; si no se conoce el sentido de la
circulacion, o no se intuye, éste se escogera libremente.
Como ejemplo de calculo supondremos la malla que se presenta en la Fig X.9, obteniéndose,

Tramo (BC), Pg-=(zz+ p—gB) -(zc+ %) = Q% K, Lz':'J

—

Tramo (CD), Pp= (zc+ p_gc

Tramo (BD), Pgo= (zg+ 22) - (p+ £2) = Q@ k, Ly

)

y cambiando el signo a la ecuacién del tramo (BD) y sumandolas miembro a miembro, se obtiene,

p
) - (zp+ TD)= Q5 ks Lay
i

ko G Ly + ks Gls- ki GLyg=0

quedando asi confirmada la segunda ley, segtn la cual, en un circuito cerrado la suma de las pérdi-
das de carga es nula.

]|' leC11+Q2+Q4-F|
La primera ley proporciona los siguientes caudales, i Q = Q3 + 2 y
P @=Q+as b

Para el ejemplo de la, Fig X.10, con dos mallas, seria,

1 Q-01-Q-Q%=0
P Q- Q-0,-Q=0
::: Q- Q-03=0
Aplicando la primera y segunda ley a lared, i QU+ Q-04-Q=0
: QB+ Q-05=0
i Ka @G Lo+t ks G Llag+kyQGGly-ks QLs=0
P ke Q2Lg-ky; @Ly-kyQ2Ly-kz @ Ly=0

en las que los valores de Q son los caudales en cada tramo de tuberia, mientras que los valores de g
son los caudales en los diferentes puntos de la red.
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Si hubiésemos aplicado la segunda ley a la malla (BCEDB), la ecuacion que se obtendria seria
combinacién lineal de las dos tltimas. Como resumen, se tiene un total de 7 ecuaciones que, segin
el tipo de datos de que se disponga, daran lugar a un tipo u otro de problema.

X.9.- TUBERIAS EN PARALELO. METODO DE APROXIMACIONES SUCESIVAS

Dado el sistema de 3 tuberias representado en la Fig X.11, montadas en paralelo, a través de
las cuales circula un fluido homogéneo, hay que determinar el caudal que circula por cada una de
ellas; se tienen dos mallas, y en cada una de ellas tiene que cumplirse que la suma de las pérdidas
de carga tiene que ser igual a cero, es decir, en las tuberias montadas en paralelo, la pérdida de

carga tiene que ser la misma para cada tramo.

Fig X.11

La expresién general que permite calcular las pérdidas de carga es,

p= 1 u
d 2¢g

L=k Q
por lo que, en nuestro caso, se tendra,

ki @ =k @ = ks @ = Pue
y en cada nudo,

o

a Q =0; QU+ Q+QLK=Q
Aplicando Bernoulli entre los nudos A y B se encuentra,

2 2
u u
Pa1 . S PB1 + JB1

+
FAT Ty T2 TRT Ty T oy

+ PAB

y supuestas, para simplificar, las tuberias de diametro constante y las z51 y zg1 iguales, se tiene,

PA1 PBL = p,y = Dpas

g g g

y, por lo tanto, se podra poner,

kl(ﬁ:kz(fzh(ﬁ:iDZAB
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y llamando, ] = g Kk, y sustituyendo en la anterior, resulta,

j1 F =j2@F =j3 & = Dpas

luego,

Q = ,ﬁ . Q= ,ﬂ D Qg = % . Q= /D.pAB
I J > J 3 Iy

por lo que,

Qv:Q1+Q2+Q3:‘/DpAB +\/DPAB N Dp aB +\/DDAB

i1 j 2 i3 ja
y que simplificada queda en la forma,

1 1 1

1
g T T

en la que habra que sustituir los valores de ] correspondientes a cada tuberia, que sabemos son de

la forma,
16 | L

j = = —m9_ 408271 | Lag
2 gp2d® d®

Una vez determinado el valor de j se calcula el valor de la pérdida de carga Pap introduciendo el

caudal Qy y a partir de aqui, la distribucién del caudal en cada uno de los tramos.

TUBERIAS EN PARALELO.- En las redes de tuberias, el caudal que se tiene en una salida deter-
minada puede proceder de diversos circuitos; los problemas de redes son, en general, muy compli-
cados y requieren una serie de ensayos en los que los circuitos se compensan de uno en uno, hasta
que todas las condiciones que deba satisfacer la corriente fluida, se cumplan.

Como ya sabemos, estas condiciones son,

a) La suma algebraica de las caidas de presion alrededor de cada circuito debe ser nula

b) El caudal que llega a cada nudo debe ser igual al que sale de él

¢) La formula de Darcy tiene que cumplirse en cada tuberia, es decir, existe una relacion entre la pérdida de
energia y el caudal que debe satisfacerse en cada tuberia

La primera condicién establece que la caida de presién entre dos puntos cualesquiera del circui-
to, por ejemplo entre el A y el G de la Fig X.12, a lo largo de la tuberia (AG) o a lo largo de la
(AFEDG).

La segunda condicién es la ecuacién de continuidad.

La férmula de Darcy se sustituye por una férmula exponencial; expresando / en funcion de la
velocidad u para cada tuberia y fluido dados, la formula de Darcy se puede reducir a otra de la for-
ma, J =r @, con la que habra que calcular las pérdidas de carga.

METODO ITERATIVO DE HARDY-CROSS.- Como en la practica los problemas de redes de

X -195



tuberias no se pueden resolver analiticamente, hay que recurrir a los métodos de aproximaciones
sucesivas; el método de Hardy-Cross consiste en suponer inicialmente en cada tuberia un caudal
determinado de forma que, en cada nudo, se satisfaga la ecuacién de continuidad, y a continuacién
se calcula una correcciéon de caudales para cada circuito, de forma que estos queden muy compen-
sados.

Las pérdidas accidentales se incluyen como longitudes equivalentes de tuberia en cada tramo;
con ayuda de la ecuacion de la pérdida de carga, J = r Qr, en la que r y n se calculan para cada
tuberia, el método se aplica como sigue,

a) Se supondra inicialmente una distribucion de caudales que satisfagan la ecuacion de continuidad en los
nudos, y que después de un minucioso examen de la red se presuma que es la mejor.

b) Se calcula a continuacion la pérdida de carga para cada tuberia, J = r On, y acto seguido la pérdida de

carga alrededor de cada circuito, es decir,

que debera satisfacer la condicion de ser igual a cero, para cada circuito compensado

¢) Se calculard para cada circuito el término,

] -
B/ Cr a | nr Q(r)]l |
A \G/ D . considerando a todos los términos que tengan esta forma,
/ DPOSitivos.
F\ E d) Se establecerd para cada circuito un caudal correctivo
AQ que va a servir para compensar, en mds o en menos, la
Fig X.12
pérdida de carga en el circuito, (para X r OQn = (),
o
arQ
DQ = [o] -1
a|nr Qg

e) Se calcularan los caudales corregidos en cada tuberia, y se repetira el proceso hasta conseguir la preci-
sion deseada.

Se sabe que la solucién es la correcta, cuando se satisfacen todas las condiciones, para cada
circuito.

El término correctivo se obtiene como sigue,

Para cualquier tuberia se pone un caudal Q de la forma,

Q=@ +DQ

enla que Q es el caudal corregido, Qq es el caudal supuesto y DQ es la correccién que hay que intro-

ducir.
Por lo tanto, para una tuberia cualquiera se tendra,
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J=r Q=r(@+DQ"=r (E+nFDQ+...)

Si DQ es pequefio comparado con Qg todos los términos de la serie después del segundo se pue-

den despreciar, por lo que para un circuito se tendra,

o

aJ=arQ=argd+manrgt=o0

en la que DQ sale del sumatorio porque es el mismo para todas las tuberias del circuito.
Despejando DQ se tiene el término correctivo del caudal, ya indicado anteriormente,

Cuando DQ se aplica a un circuito, tiene el mismo sentido en todas las tuberias, es decir, se
suma a los caudales que tienen direccién contraria a las agujas del reloj, y se resta a los de la
misma direccién que las agujas del reloj; como DQ lleva consigo el signo, el denominador del término
correctivo serd la suma de los valores absolutos de los términos.

Los valores de r estan en el numerador y en el denominador y, en consecuencia, se pueden utili-
zar valores proporcionales a los valores reales de r, mas pequenios; analogamente, las distribucio-
nes de los caudales se pueden expresar como un porcentaje de los caudales reales; para encontrar
una determinada pérdida de carga, se tienen que usar los valores reales de r y Q, después de que se

haya encontrado la verdadera distribucién de caudales.
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XI.- GOLPE DE ARIETE

XI.1.- FORMULACION DE MICHEAUD

Sea una conduccién de seccién constante S por la que fluye un liquido desde el depésito A al B.
Supongamos que en B esta instalada una valvula; si se cierra, se originara en B un aumento de
presién que se transmitira desde B hacia A; por el contrario, si en vez de cerrar la valvula, se abre,
se originara en B una depresién que igualmente se transmitira de B hacia A; tales efectos se deno-
minan golpe de ariete; en todo el fenémeno, el depdsito A mantiene constante el nivel de la superficie
libre del agua, u otro liquido que contenga.

De acuerdo con la Fig XI.1, y tal como se ha dicho,
al cerrar la valvula en B se origina un aumento de

presion que, en B, pasara desde O hasta Dp,
siendo su valor medio,

I 0+Dp Dp
\/B | ot = —

Fig XI.1

en el supuesto de que esta variacién sea lineal.
Si se supone que ¢ es el tiempo de cierre de la valvula, el impulso mecéanico viene dado por,

Impulso mecanico: Dp S ti

que es el que disipa la cantidad de movimiento del liquido, y cuyo valor es igual a la masa contenida

en el tubo (AB) multiplicada por la velocidad v, de la forma,
DM= Sl rv

por lo que igualando el impulso a la cantidad de movimiento, se obtiene,
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| _ t _2Irv
S rv_DpS§ ; Dp= T

que en metros de altura de columna de agua es de la forma,

Dp 21l rv 21l rv 21 v

g tg ~— trg — tg

Dh =

que se conoce como formula de Micheaud, y en cuya demostracién no se ha tenido en cuenta, ni la
compresibilidad del agua, ni la elasticidad del material de que est4 construida la tuberia.
Multiplicandola y dividiéndola por a (velocidad de la onda de presion generada por el cierre), tam-

bién llamada celeridad, se tiene,

a 21
21 —=v — av tav a t
Dh = a = a = = —V —
tg tg tg g t
siendo, t = 21 , el tiempo que la onda de presién precisa para remontar la tuberia, reflejarse en el
a

depésito superior y volver a B, es decir, es el tiempo de ida y vuelta de la onda de presién al punto B

Allievi demostré que ésta formula sélo es valida para un tiempo de cierre de la valvula mayor, o
igual que el tiempo que tardaria la onda de presién en ir de B a Ay en volver de A a B, es decir, t 3 t.
Este caso se corresponde con la maniobra lenta del cierre de la valvula y cuando se cumpla hay
que utilizar la férmula de Micheaud.

21 . . . . -
Cuando, t < — > se considera que la maniobra de cierre de la valvula es rapida y se toma como

valor de la sobrepresion,

_Dp_av
Dh = 3 - g

que fue deducida por Allievi, y que demostraremos mas adelante.

La sobrepresion originada por el golpe de ariete es independiente de la presién estatica que en
cada seccion de la tuberia existiera antes de la perturbacion producida por el cierre de la valvula,
pero es funcion del tiempo t y de la distancia de B a la secciéon considerada; en consecuencia, a la
presion existente antes del golpe de ariete, habra que afiadir la sobrepresion originada por el mis-
mo, siendo la presién después del golpe,

h = hy+ Dh

La féormula de Micheaud da resultados mas fuertes que otras y, por lo tanto, si se utiliza, que-
dara calculada la conduccién con méas seguridad para su resistencia. Los golpes de ariete se pueden
atenuar con un cierre progresivo de la llave de paso o mediante depésitos de aire en el extremo de la
conduccion, valvulas de seguridad, chimeneas de equilibrio, etc.
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X.2.- FORMULACION DE ALLIEVI

Para determinar las formulas de Allievi, se supondra que las pérdidas de carga son desprecia-
bles frente al efecto de sobrepresion producido por el golpe de ariete. Para su estudio considerare-
mos una conduccién sometida al golpe de ariete, representando en la misma las presiones por hix
siendot el tiempo contado a partir del comienzo de la perturbacién y x la distancia contada desde la
seccién O donde se encuentra la valvula a la seccién en la que se desea conocer la presion.

Se considerara sentido (+) el contrario a la corriente.

Plano de comparacion

X Valvula
‘0

Fig XI.2.- Conduccién sometida a golpe de ariete

Si no existe perturbacion, es decir, si no se produce el cierre de la valvula instalada en O, la pre-
sion en la seccién x para régimen permanente, es,

Poo

2 2
=0+h00+\2/—g,con,h0X:p%; hOOZT

Vv
Para,t =0 ; ZX+hOX+2_g

y simplificandola resulta,

dzy = sena dx

X X
hox = hoo- Zx = = hgo - @senadx P pox = Poo- @senadx

\X
zZ,= Qsen a dx

Para, t = t, momento en que se origina la perturbacion, se pueden aplicar las formulas de Euler,
que sabemos ligan las variables u, v, w, p y r, en un punto de un liquido en movimiento, en funcién
del tiempo que, al variar, hace que se modifiquen las variables, para ese mismo punto. Por lo tanto,
en nuestro caso, de las 3 ecuaciones de Euler s6lo utilizaremos la primera, por cuanto, v =0, y,
w = 0, ya que se puede considerar como eje x el de simetria de la conduccién; en consecuencia,
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en la que se hacen las siguientes consideraciones,

Como la velocidad de la corriente es (- u; v=0; w = 0), resulta que u es de la forma, u = f(x,t), y
por lo tanto,

du _ fudx ~fu_ fu_ fu
dt ~ Ix dt Tt x 1t

du= Mgy Wy b
x qt

apareciendo el signo (-) debido a que la velocidad es, -u.

Sustituyendo en la ecuacién de Euler, se tiene,

lﬂ(gh):-gsena-(uﬂ—u-ﬂ=-gsena'uﬂ_u+ﬂ
rooIx x 1 L
es decir,

m:-sena-l(uﬂ-ﬂ—u)

ix g ™x 1t

y como, U E—u, es despreciable frente a E_tu’ como veremos mas adelante, queda:
X

m:-sena-i(uﬂ-ﬂ—u):—sena+iﬂ—u p m:gsena+gm
fix g ix 1t g Tt It x
E—tu=gsena +g%

que es la Primera ecuacion diferencial de Allievi.

u . .
Para calcular ‘"W se parte de la ecuacién de la conservacién de la masa.

Si en la conduccién de la Fig XI.3 se toma un elemento dx de la tuberia, y si en la seccién (I) de
la misma se considera que la velocidad del liquido es u, en la seccién (IT) 1a velocidad sera de la for-

ma,

fu

u+ — dx
9ix
Como en el elemento dx se cumple que,
Variacion de masa en dx = Masa entrante - Masa saliente

se tiene,
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(u +%dx)dt

Fig XI.3.- Masa de liquido contenida en dx

Masa entrante (IT), (u + Tu dx)dt Wr

x
Masa saliente (I), u dt Wr

siendo la variacién de masa en el elemento dx,

flu dx dt Wr

X

que es el liquido almacenado en el tiempo dt
debido a la compresibilidad del mismo y a la
dilatacion de la tuberia.

Para determinar la variacién de masa en el
tiempo dt partiremos de que la masa de
liquido contenida en la longitud invariable dx,

antes de la perturbacion es, Wdxr, que durante el tiempo dt experimenta una variacién de la for-

ma,

TWdxr) at
qt

que igualada a la anteriormente hallada, permite obtener,

qr

W gy dt wr = dt = ™MW ix rdt + — Wadx dt
X It qit It
Ju_21 9w 1% 19w 179
x W 1t roq W 1t g M
Como,
g= Peso =Peso b dg:d(Peso)zPesod(l)zPeso(i)dv=Peso ('d_V):_gd_V
Volumen v Vv v v 2 v v v
y siendo,
d d(gh
o Ll M, 1dv_1 , dv__ dp__digh
v Tp v dp e v e e

y, por lo tanto, la variacion de g en funcién del tiempo sera,

T9 . 9% fh
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Fig X.4

Para calcular Iw se considerara que sobre las paredes de la tuberia se ejerce una presién, p = gh

Para tuberias de poco espesor se cumple que la fuerza ejercida contra las paredes cilindricas de la
tuberia es la misma que se ejerce sobre un plano diametral cualquiera; asi se tiene,

F = p{area(abcd)}=pDIl =2els ; pD=2es P S=§_eD

Tomando logaritmos y diferenciando,

Inp+InD=In2+Ine+lns ; d_p+d_D:%+d_s
p D e S

ya que al variar la presion p, varian también s, D ye.

. de dD . N . s dp
Sin embargo o y Y son variaciones muy pequeias si se las compara con < y _p y se des-

precian, quedando finalmente,

@_d_sp dszsﬁzgﬂ
p S p 2e p

D
—d
2e P

Al aumentar el didmetro de la tuberia, su variacién sera dD, y el alargamiento unitario en la di-

., . dD
reccién del mismo o

Como el médulo de elasticidad E del material de la tuberia es de 1a
\D forma,
Q
ds ds D D2
E=—==D— ; dD= =ds = d
\ e dab dD E 2eE P
do D

Fig XI.5.- Variacion de la seccion W
y como la variacién de la seccion W debida al aumento del diame-

tro, Fig X1.5, vale,
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WD
aw=ppd2_PpD DO . _ DD gdh_W—gdh p W - 92T
2 2 2eE 4eE it 2E 1t
por lo que
w _ gWD th
X W it g Tt E_i_h W eE 1t g e 1t E Tt e 1t
Tt e 1t
D 1. _1h
=GE Y9y
que es la Segunda ecuacion diferencial de Allievi.
XI1.4.- CELERIDAD
Se define la celeridad a, en la forma,
1 D h 1
FTGET Iy P oot
[ D.1,
eE e
que tiene en cuenta la compresibilidad del liquido y la rigidez de la tuberia.
El coeficiente de compresibilidad es,
1 dg
V= = -
K 1 v 1 dv dp ¢ g2 dp dg dp dr
= - ——= - ID —_— . — = d :T:-—D —_—s — = —
v Ip e v e dy = - 29 1 e g e r
g g

En un medio indefinido, una onda plana longitudinal se propaga con una celeridad,

dp e
4o = \/ ar = \F
que coincide con el valor de la celeridad definido en la expresion del numero Mach, en la que solo
interviene la compresibilidad del fluido, 6 bien, a partir de la expresion general anteriormente defini-

da en la que se ha considerado que el sumando e_DE es despreciable.

Para un conducto circular de diametro D, espesor e, y constituido por un material de médulo de
elasticidad E, la celeridad de una onda plana toma la forma ya conocida,

_ 1 _ Je _ 9.900 m

B 1 D. eD, D, seg
‘/r(—e+ﬁ) ‘/r(1+—E /48,3+k6)

de acuerdo con la Teoria de Allievi, en la que el valor de £ depende del material de que esté cons-

truida la tuberia, de la forma,

Para k = 0,5, (Tuberias de hierro y acero)
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Para k= 1,0, (Tuberias de fundicion)
Para k= 1,5, (Tuberias de plomo y hormigon armado)

viniendo expresado @ en m/seg, D en mm y e en mm

XI.5.- SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE ALLIEVI

El sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es,

%:gsena+gg—:§
Ju_9 1h i
x a2z ft p

Aplicando el Teorema de Swartz,

il ﬂ :l m = ﬂ
PR TR S TR }jﬂx(ﬂt) o (9Sena+ g ) =015 o mh_ 1 g
Tx Tt ft ™ jp T (Juy_ 1 9 fhy,_ 9 h ™x2 a% ft?

toq o x Tt a2 Tt a2 qt?2

que es la ecuacién de ondas unidimensional, (ecuacién hiperbélica), cuya integral general es de la
forma,

— X X
h—hO+F(t-§)+f(t+a)
por lo que,
Ju_9 9h_ 9 . X : x
x a2 ﬂt_az{F(t a) it

Integrandola respecto de x, se obtiene,

- 9 Np(t - X ' X -
u_uo+az O{F(t a)+f(t+a)}dx_

=uo+ =5 ()F (@ (-adg) + ¢ (b)(adb)} dx) = uo+ —3 {-a Q) +af(b)} =

=u0+ag—2{- aF(t- Xy +af(t + X)) =up- S {R(t - ) - f(t + )

ecuacion que, junto con la primera de Allievi,
- X X
h =hg+ F(t - a)+f(t + a)
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son sélo validas a lo largo de un tramo de tuberia de caracteristica tnica.
La ecuacién anterior, 12 ecuacién de Allievi, muestra que la presion existente en la seccién x, en
el instante ¢ de la perturbacion, es suma de tres tipos de presion,

a) La presion Ay, (presion estatica), correspondiente al régimen permanente.

b) La presion F(t - % ), variable con x y con ¢ pero constante si, t - % = Cte, por lo que:

x=at +Cte
es decir, es una onda de presion (depresién) de velocidad a desplazandose en el sentido de las x cre-
cientes; se la llama Golpe de ariete directo o sobrepresion.

c¢) La presion f (t + g) variable con x y con ¢ es una onda de presion de velocidad a, desplazan-

dose en el sentido de las x decrecientes; se le llama contragolpe o depresion.

CASOS PARTICULARES DE LAS ECUACIONES DE ALLIEVI

En la conduccién puede existir, a veces, una sola clase de ondas, o las F, o las f. Si suponemos
que la que permanece sélo es la F, se puede poner,

hy=hix=ho+ F(t - Z) 5 hi-hoe=Dh=F(t-3)

X X
uX:utX:uo+%F(t - 3) 5 Uix- uO:DU:%F(t - 3)

Eliminando F(t - %) entre las dos anteriores se obtiene,

Dh _

2 2= b poram
Du g g g

Si la onda que prevalece esla f (t + %), se encuentra,

Du:E ; Dp=-rabDu

a
bh=-3 g

En ambos casos, la variacién de la altura de presién Dh, al paso de la onda por una seccién,
viene determinada por estas relaciones simples respecto a la variaciéon de velocidad Du en la

misma seccién, pudiéndose poner que,

Dh es del mismo signo que Du para la onda F
Dh es de signo opuesto al de Du para la onda f

Para el caso general en el que coexistan las ondas F y £, no es tan sencillo encontrar una rela-
cién entre Dh y Du.

Condiciones en los limites.- Mientras el movimiento del fluido no sea perturbado, las funciones F' y

[ seran nulas. A partir del instante, t = 0, es decir, desde el comienzo de la maniobra de apertura o
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cierre, las ecuaciones de Allievi vendran caracterizadas por las condiciones en los limites, es decir,

- En la embocadura, x = L, la presion es invariable, Dh = 0,

- En una secciéon inmediata a la valvula, x = 0, la ley de variacién de velocidades viene impuesta
por las condiciones de salida.

- Si el cierre es instantaneo, la F es una recta horizontal, F = Cte, es decir,

(t-3)=Cte ; x=at +Cte=|Para,t = 0| =Cte

Las condiciones en la embocadura son, x = L, por lo que,

Dh=0=F(t-S)+f(t+=); Flt-o)=-f(t+xs)

que se verifica para cualquier valor de ¢; por lo tanto, puede reemplazarse, para, X = L., por,

L-X
t=t-—
quedando,

L-x L L-X L
F(t - 3 'E)+f(t' 3 +E):0

Para los calculos interesa escribir la onda reflejada f (t + % ) en la forma:

2L-X X X
F(t- a —a)+f(t+a):0
X 2L-x X 2 (L -x)
f(t +E)__F(t _T_E)__F(t -T)
la cual expresa que su valor es igual y de signo contrario, al que tomé la onda directa, M, se-
a

gundos antes del instante considerado.

Se dice que una seccién esta en golpe de ariete directo, cuando atn no ha llegado a ella la onda
reflejada; y se dice que esta en contragolpe, cuando ya ha pasado por ella. En la seccién de la valvu-
la, la fase de golpe directo tiene una duracién t de valor,

- 2L
t="

Ya hemos visto que durante el golpe de ariete directo se tiene,

- Xy 2 =-. 9 X =-
Dh=F(t-3)=|Du=-3F(t-3)|= Du

Q|w

Si la valvula se cierra por completo, en la fase de golpe directo se verifica, - Du = ug, obteniéndose,
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Dh:aau0 ; Dp=raug

que es el maximo valor de la sobrepresién que puede ocurrir en una tuberia, ya que, si la detencion
se produce después de iniciada la fase de contragolpe, Dp disminuiria por efecto de la onda reflejada.

Asimismo, las ondas se reflejan total o parcialmente en toda aquella seccién en donde las
caracteristicas de la conduccién se modifiquen, bien en su didmetro, espesor, etc. Estos fenémenos

se estudian introduciendo lo que se conoce como impedancia 7, definida para cada punto en la for-

ma,
%—Z— gbh  rghn
Dg ~ ©~ SDu  SDu

Como en general, B—B = = %, la expresion para la impedancia quedara en la forma,

a
g

X X

m_ rgDh: rggF+f _ raF(t-g)+f(t+g)
Dg S Du S g F-f S Fi-%5-tu+2
a a

en donde, Z, puede ser real o compleja
Z, sera nula para una seccion abierta sobre un medio infinito

Z, sera para una seccion cerrada, (tuberia con fondo rigido)

Para que no exista reflexion es necesario que la impedancia sea igual a,

ra
z=-°=
S
que se conoce como impedancia iterativa, lo cual implica que sélo se tenga en cuenta o bien la F, o
bien la f, pero sélo una de las dos.

A continuacion se presenta graficamente el fenémeno del golpe de ariete, con diversas fases del
mismo:

Linea de carga

Linea de niveles pizométricos
Movimiento permanente

—

1 u, (Valvula abierta) t<0

Onda de sobrepresion ascendente

- O<t<l/a

U e
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AUy Onda de sobrepresion ascendente

9 t=1a
D+AD
v=0
,,,,,,,,,,,,,,,
S La onda sufre una reflexién
con cambio de signo
aug
g Onda de depresion descendente
(Irya) < t< (2 1/a)
D D+AD
=== V=0
U et e o
Cuando la onda de presion
llega a la valvula cerrada,
D sufre una reflexion sin cambio de signo
Ug t=2l/a
1
D R
D-aD Onda de depresién ascendente
U V=0
2l/a< t<3l/a
a
— D_AD La onda se refleja
V=0 t=3Va
a
D D - AD Onda de sobrepresion
Uy V=0 descendente
3l/a< t<4l/a
t=4l/a
D 1 Periodo T
Uy
- 1

Fig XI.6.- Esquema del golpe de ariete directo en una conduccioén cilindrica
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XI.6.- CALCULO GRAFICO DEL ESPESOR DE TUBERIAS

Una vez hallado el valor de la sobrepresién Dh, ya sea por la férmula de Micheaud para manio-
bra lenta, dada por,

Dh:Dp

g

t

Ut

alw

o por la de Allievi, para maniobra rapida,

se puede hallar graficamente el espesor de la tuberia.

D
Como,S:p— =} p:Zes ;B=Zes=h1
2e D g gD
Linea de sobrepresion-_ ) Si se considera el valor de, e = 1 mm, Fig
N, /OT XI.7, para un determinado valor de D, se

!
/ habra calculado A;.

piezométrica antes del Ah =e:ju Como en M, la preSién total vale,

golpe de ariete

h=hy+Dh

resulta que, por contener A a h; un niimero

l n de veces, la tuberia debe tener un espesor

de n mm.

Fig XI.7

En un punto cualquiera N, lo mismo, es
decir, las n’ veces que hj estara contenido en (NN7); sin embargo, a pesar de ello, el espesor se uni-
formiza para toda la conduccién, tomando el més desfavorable, afiadiéndole una pequena cantidad

k, por corrosion, del orden de un 1% a un 2%, quedando finalmente la expresion del espesor en la for-
ma,

e:—pD + k
2s

XI1.8.- METODO GRAFICO DE SCHNYDER-BERGERON

El método grafico de Schnyder-Bergeron permite tratar y resolver problemas de golpe de
ariete en forma grafica.

Supongamos un observador situado en la seccién M; de la conduccion; en el instante i encon-
trara en dicha seccién una velocidad u; y una presién p; que definen el estado de la tuberia en ese
instante y seccion.

Las correspondientes ecuaciones de Allievi son,
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>
1
>
o
1]

F-f

a; -4y

-5 R-1) 5~

9
=5 (R-1)

[
1
c
o
|

quedandoh; y q; definidas, si se conocen en ese instante las funciones F; y f;. Estas dos ecuaciones
tienen cuatro incégnitas, q;, h;, Fj, f;.
Consideremos ahora un observador que, en vez de estar fijo en la seccién M;, se desplaza por la

conduccion con una velocidad igual a la celeridad a de las ondas elasticas, en el sentido de las x posi-
tivas y que parte, en el instante i de la secciéon M;, llegando a otra seccion M en el instante ¢ en el

que las magnitudes A y u vienen dadas por,
h-hg=F -f ; U-upg=—=2 (F-f)
0o — i ’ 0~ a i
lo cual se explica porque en estas ecuaciones, la funcién F; mantiene el mismo valor por cuanto el
observador y la onda F; se desplazan a la misma velocidad y en el mismo sentido, por lo que el

observador vera una onda F; que no cambia, y una onda f que se desplaza con relacién a él con una

velocidad relativa, 2 a, en el sentido de las x negativas.

Eliminando Fy, f'y f; entre estas ecuaciones, se obtiene,

a 9-q;
g W

h-hi=-2@-u)=-
9

que es la relacion que se queria encontrar entre A y q;; esté representada por una recta D que pasa

por el punto M; de la Fig XI1.8, correspondiente al tiempo i, en la seccién M;.

F = Cte A

f=Cte

o]

=)

o

o
o)

Fig XI.8
. a

Su coeficiente angular es, - TW

La recta D es la curva caracteristica buscada, pero sélo es valida para un observador mévil
ligado a la onda F.

Se puede considerar, en la misma forma, a otro observador que se desplace por la conduccién
en el sentido de las x negativas, con velocidad a.

Para él, la onda f; mantendra constante su valor, encontrandose, después de eliminar, F, F; y f;
a d9d-q;
g W

h-hi :—(U-Ui):
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recta D', cuya pendiente es iVV y que a su vez pasa por el punto M ; de la Fig XI.8; ésta sera la ca-

racteristica relativa al observador mévil ligado a la onda f.

Ambas rectas, D y D', son simétricas con relacién a la horizontal que pasa por M;.

Si se hubiese considerado el caso particular en el que no existiese la onda f, para el primer
observador ligado a la onda F seria facil comprobar que tanto 2 como g permanecen constantes e
iguales, respectivamente, a h; y g;, cumpliéndose en el punto M; que,

h-hg=h;-hy=F =Cte=Dh

9-9% _ 9 -%9% _ 9. _ _Dq
W -~ w -ah=Cte=+y

que ya hemos estudiado anteriormente.
El método grafico de Schnyder-Bergeron es mucho mas completo, por cuanto considera al
tiempo las dos clases de ondas.

DESARROLLO DEL METODO.- Hemos visto que, para el observador mévil que se desplaza a
una velocidad igual a 1a celeridad a de las ondas, la curva caracteristica en un punto de la conduc-
cién en régimen variado es una recta, y su coeficiente angular no depende mas que del sentido de
desplazamiento del observador; para trazar esta recta es suficiente conocer uno de sus puntos, por
ejemplo, el correspondiente al tiempo y lugar de partida. Si el observador parte de M;, en el tiempo
t;, desplazandose a la velocidad a, comprueba que en cualquier punto de la conduccién, la altura
piezométrica A y el caudal g, en el momento en que €l pase por un punto determinado, estan rela-
cionados entre si por la misma ley lineal que no depende mas que de las constantes a y Wde la con-
duccién, del régimen A; y q; inicial, y del sentido de desplazamiento de la onda el4stica.

Despejando f; y F; en las ecuaciones,

hi-ho=F +f g i %2Fi:hi-ho+giw<qi-q>
di -do _ 9 Y i
=2 Rt %Zfi=hi-ho-giw<qi-q>

Las rectas Dy D’ son las rectas caracteristicas relativas a los dos observadores, y pasan por el
punto M.

Analicemos mediante algunos ejemplos, como se pueden resolver los problemas de golpe de
ariete.

Supongamos una conduccion cilindrica AB de longitud L, Fig

XI.9, en la que la altura piezométrica en los extremos propor-

ciona dos ecuaciones, funcién del caudal g, que representare-

mos por las curvas caracteristicas correspondientes a dichos

Fig X1.9 extremos YA Yy Y B
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Supondremos que los valores de 2 y ¢ en la extremidad A son conocidos en el instante ¢, siendo
el punto representativo correspondiente el A;.

Un observador parte de A en el instante t, con velocidad positiva &, y llega a B en el instante t + I_;;;

durante el recorrido atraviesa todas las secciones de la conduccién y los regimenes que va encon-
trando dicho observador, en cada seccion, se hallan sobre la recta D, Fig XI.10.

El régimen correspondiente a la seccion B se encontrara pues, necesariamente, sobre esta
recta y al mismo tiempo sobre la curva caracteristica yp siendo su interseccién el punto Bt,1/a).

Si ahora parte el observador de la seccion B, en el instante t + un observador con velocidad

L

a >
P . . 2L . ,

- a, llegara al punto A en el instante correspondiente a t + =Y el punto representativo sera la

interseccion de D’ cony A y asi sucesivamente.

De esta forma es posible determinar el punto de funcionamiento en los dos extremos de la con-
duccion. Como al observador se le puede hacer partir de cualquier seccién, donde hay que conocer el
instante ¢ de partida, el caudal y la presién, se
estara en condiciones de estudiar el fenémeno
en cualquier otro punto de la conduccién y en
cualquier instante.

Hemos supuesto que las curvas caracteristi-

cas Y Ay Y B son fijas, pero esta circunstancia

no es el caso general, por cuanto estas curvas

son, en realidad, las caracteristicas de los

At + (2L/a))

accesorios fijados en las extremidades de la

Fig X1.10 conducciéon, pudiéndose corresponder, por
| .

ejemplo, con,
a) Una conduccion que desagua en un gran deposito, h = Cte.
b) Una conduccion cerrada, u = 0
¢) Una conduccion que se abre, siguiendo una ley funcion del tiempo.
d) Una bomba centrifuga en una extremidad de la conduccion, definida por la ley que relaciona el cau-

dal con la altura manométrica y el numero de rpm de la bomba, (curva caracteristica de la bomba).

En una conduccién de longitud L en la que a es la celeridad, se puede adoptar é como unidad

. . . P L .. . . .
de tiempos, siendo los demas miltiplos de —; cuando la conduccién esté constituida por varias tube -
a

rias en serie, de longitudes Li, Lo, Ls..., etc., Fig XI.11, para las que los tiempos,

Li Lo Ls

>

a;’ a as

5 eee

, . , . . . . , . L
serian diferentes, se tomara como unidad de tiempos un divisor comtn a los diversos valores —.
a
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Fig XI.11.- Conduccién con varias tuberias en serie

Una conduccion en serie se dice es de caracteristica multiple, cuando el estudio se hace consi-

derando varios observadores méviles, haciendo cada uno el recorrido correspondiente a una sola
tuberia de didmetro constante.

Cuando dos observadores se encuentren en una extremidad comun, correspondiente a dos tube-

rias consecutivas, deberan observar necesariamente el mismo caudal ¢ y la misma altura A.

EJEMPLO DE CONSTRUCCION GRAFICA.- Supongamos la instalacién de la Fig XI.12 en la

que el depdésito es lo suficientemente grande como para que en A la altura 4 sea siempre igual a hy,.

OB

Fig X1.12

-A(impares)
/ B(pares)

Fig X1.13
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Fig X1.14

Despreciaremos las pérdidas de carga.
Si qg es el caudal inicial, contado positivamente en el sentido de las x, es decir, de A a B, la

curva caracteristica del orificio es una parabola, pudiéndose trazar las correspondientes al punto

B en los tiempos 0, 1, 2, 3..., en donde se ha considerado la unidad de tiempos igual a L, y que lla -
a

maremos Po, P1, Pz, P3,..., etc.

En el punto B, desde que la valvula se cerré en el tiempo, t = 0, y la onda ha recorrido el tramo
(BA) de la conduccion, se ha reflejado en el depésito, y vuelve segiin (AB) de nuevo a la valvula, ha
transcurrido un tiempo igual a 4, y el caudal sera nulo. En el punto A no habra ninguna modifica-
cién en el movimiento hasta el tiempo 1.

Imaginemos que el observador parte de A en el tiempo 0, punto Op, y se dirige hacia B. Su
caracteristica es la recta D (pendiente negativa), que pasa por Oa. El observador llega a B en el
instante 1, siendo el punto de funcionamiento el 1g sobre la parabola P;.

Si el observador vuelve sobre sus pasos, su caracteristica sera la recta D’(pendiente positiva),
que pasara por el punto 1, llegara al punto A en el tiempo 2, siendo el punto de funcionamiento el
2 sobre la recta de cota hy.

En forma analoga se obtendrian los puntos 3 y 44.

Pero a partir del tiempo 4, en que la onda llega a B y se refleja por estar la valvula cerrada, la
caracteristica sera la recta, q = 0, obteniéndose los puntos 5g, 64, 7g ¥ 84, de forma que los puntos
siguientes 9, 104, 115 y 124, y sucesivos, coincidiran con los 5g, 64, 75 ¥ 8 A, obteniéndose asi los
regimenes en A para los tiempos pares, y en B para los impares.

Para hacerlo a la inversa, es decir, en A los regimenes para tiempos impares y en B para los
pares, el observador partira de A en el tiempo 1, punto 14, hasta que la perturbacion llegue al
punto B en el tiempo 2, punto 25 asi sucesivamente.

Enla grafica (h,t) de la Fig X1.14, se ha representado la variacién en el punto B de la altura pie-
zométrica A, en funcién del tiempo, y en las Fig XI1.15 y 16, las variaciones de caudal en los puntos
A y B, respectivamente.

Estas graficas se pueden construir y utilizar sin dificultad, para determinar, bien el régimen de
funcionamiento en los instantes intermedios, bien en dos puntos cualquiera situados entre A y B.
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El método es general y permite estudiar, p.e., el problema considerando las pérdidas de carga en la
conduccion, que contribuyen a amortiguar bastante rapidamente las oscilaciones de caudal y pre-
sién, pero por el contrario, complicarian bastante el trazado de las graficas precedentes.
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Fig X1.15
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Fig XI.16

INFLUENCIA DE LAS PERDIDAS DE CARGA.- Las pérdidas de carga, uniformemente reparti-
das alo largo del conducto, no se pueden determinar exactamente en forma grafica; lo que se suele
hacer es suponerlas localizadas en una serie de puntos determinados, por ejemplo en O1, Og, O3,

Oy, etc., igualmente repartidos a lo largo del conducto. En la practica, el resultado obtenido se apro-

xima lo suficiente a la realidad si se las supone localizadas en un solo punto; en nuestro ejemplo, en
el O; a la entrada de la conduccion.

En estas condiciones, el estudio se hace igual que si se despreciasen las pérdidas de carga, con
la sola diferencia de que la carga no sea, H = Hy = Cte, sino que se reemplace por otra de la forma,

H= Hy- k Q?
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que en la Fig XI.17 viene representada por la pardbola, que representa la pérdida de carga a lo

largo de la conduccion.

01

02
HO
03

04

o

*<

Fig X1.17

En el ejemplo elegido, después del tiempo 6, es decir, cuando el caudal comienza a tomar valores
negativos, la presion delante del diafragma O; que representa la pérdida de carga de la conduccion,
es superior a la presion en el depésito, (parabola p1).

El esquema se va trazando a partir del cierre total de la valvula que produce un decrecimiento

regular del golpe de ariete y, por consiguiente, del amortiguamiento que las pérdidas de carga
engendran.
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XII.- FLUJO COMPRESIBLE

XII.1.- RELACIONES ENTRE EL COEFICIENTE ADIABATICO Y LA VELOCIDAD
DEL SONIDO EN UN FLUIDO COMPRESIBLE

Si en un fluido se origina una perturbacion, la velocidad de avance del frente de onda corres-
pondiente es proporcional a la raiz cuadrada del cociente entre el modulo de compresibilidad E
del fluido y su densidad r .

En efecto, de acuerdo con la Fig XII.1, se puede suponer que el émbolo que cierra un cilindro
estd en equilibrio con el fluido contenido en el mismo, situado en A a la presion p. Al originarse
una perturbacién, empujando al embolo mediante un incremento de presién dp, durante un
tiempo dt, se desplaza a la velocidad U un cierto espacio, u dt, mientras que el frente de onda
elastico y longitudinal originado por la perturbacién en ese tiempo se habra situado en la posi-

cion fa la velocidad Cs.

En la zona B del cilindro, todavia sin perturbar, se conserva la presiéon general que existia
antes de la perturbacion p.

Igualando la cantidad de movimiento al impulso mec4nico se tiene,

Variacion de la cantidad de movimiento,
rvu=r(cgdt Su

Impulso mecdnico,
Fdt = dp Sdt

rcgdt Su=Sdtdp ; dp=rcsu

A su vez, como el médulo de compresibilidad E es la relacién entre el esfuerzo unitario dp y la
disminucién unitaria de volumen, dv/v, de la forma,
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que sustituida en la anterior, permite obtener,

u
rcscu=—E P c¢cg= |—
Cs r

pS

/

(p+dp) S

<4
o
&

/

Fig Xll.1.- Perturbacion en un conducto

Si se supone que la compresion es adiabatica, el factor de compresibilidad & es,

L Teorema de Reech

ip fip

E= i = Vg e=| Jb Tp =-vo(oe
k =

v (ﬂv )Q g(ﬂv)T v

)T

en la que el signo (-) es consecuencia de que, al tratarse de una compresién, un aumento de pre-
sién dp se corresponde con una disminucién de volumen dv.
La expresion general de la velocidad del sonido en un fluido cualquiera cs es,

Para un gas perfecto
E 1 2 o, _ -
Cs = r_= r:v— = |-V gg(W)T— pv=RT ; (E)=_E -
g v T v2

= JggRT = Jggpv = Jcp(g- DT

siendo c;, el calor especifico del fluido en cuestién a presion constante. A su vez,

Tp

-v(=—)
B L= | |, e, | [v T, W
Cs = I’_‘E__V(ﬂv)Q = - = (ﬂV)Q—(ﬂr)Q(ﬂV)Q =\ 7 (ﬂr)Q(ﬂV)Q—
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_ vy -y Iy ooyt Iy _ (IR
| n _\/r(ﬂr)Q<gV2>_‘/rgv<ﬂr)q_\/<ﬂr>q
2

en la que se ha tenido en cuenta que, v = 1/r g, que permite calcular la velocidad del sonido cs en
un fluido compresible, cuando a éste se le somete a una variacién de presién dp.

Se sabe que la velocidad c; de derrame de un fluido es de la forma,

C;1=,209Tgc = ZQWpovo{l-(W) }

en la que py y vy, son las condiciones iniciales del fluido sin perturbar, que se corresponden con las
de un punto de estancamiento por ser, cy = 0.

La velocidad maxima es,

g g 2
Clmx=\/29mpovo :\/ZQWRTOZCso o-1

en la que ¢y es la velocidad del sonido en las condiciones de estancamiento.
XI1.2.- FORMULACION DE HUGONIOT

En una tobera se cumple,

2_ 2
ci-cd

29

io-i1= = Cp(To- T1)

siendoig la entalpia del fluido en el estado inicial, i; 1a entalpia del fluido a la salida de la tobera,
Ty la temperatura absoluta del fluido en el estado inicial y Ty la temperatura del fluido a la salida
de la tobera.

Al estudiar la circulacién de un fluido por una tobera, se supone que al ser un proceso muy
rapido, éste es adiabatico, por lo que el fluido no intercambia calor con el medio exterior. De
acuerdo con la Fig XII.2, la ecuacién anterior se puede poner en su forma diferencial, y obtener el

siguiente sistema de ecuaciones en di,

di = L g(2)= cde u
29 g . Jf dc v dp
i =u+pv U y b — =-—
dQ=du+pdv=0,y i P di =vdp | cg c
Tdi =du+pdv+vdpp b

que indica que un aumento de velocidad origina una disminucién de presién, y viceversa.
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Fig Xll.2.- Tobera Laval

Diferenciando la ecuacién de continuidad G= ac g* = % = Ct e, enlaque g+ es el peso es-
pecifico del fluido y ¢ una seccién cualquiera, se obtiene,
dG=dacg*+ adc g*+acdg*=0
da  dc dgv _
a C gx
y como, g* = % P dgt= - 3_\2/ , se obtiene:
_av
2
da,de VT o . da,de dv_,
a C = a Cc \Y
%
Por ser un proceso adiabético,
pv9=Ce ; pgv9ldv +dpv9=0 ; pgdv+vdp=0 ; dTV = - %
que sustituida en la anterior permite obtener,
%+d_c+£= E:_gvzdp :%_gvzdp_;.ﬂzot) d_a:(g_;/-i)dp
a c ap c c a c ap a c ap

En la garganta de la tobera, la seccién a es minima y, por lo tanto, da = 0, por lo que de la
ecuacién anterior se deduce,

v 1
5 == P c=Jagpv

c

que es idéntica a la expresién encontrada para cs por lo que si la tobera funciona en régimen de

disefio, en su garganta la velocidad del fluido es la del sonido en esas condiciones, obteniéndose,

da _ o 8v . 1,_ 11
a - 9Pl gp)_gvdp(c2 cg)

Las variaciones de la velocidad y seccién vienen dadas por,

da dc gvdp
/< _ 2= b dp = - cdc
a c c? gvdp
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2
%zcdc(iz_iz):(c_z_l)ﬁz(lvlz_ 1)d_c
a c: ¢ cZ c

. C ,
siendo, M= T el nimero de Mach.

S

La ecuacion asi obtenida se conoce como férmula de Hugoniot, y de ella se deduce que,

a) Si, M<I, resulta que, da/a, es de signo contrario a, dc/c;, como, dc/c, es siempre creciente, da/a, tiene
que disminuir y, por lo tanto, en la parte convergente de la tobera, el numero de Mach serd siempre menor
que la unidad, M<1, Régimen subsonico.

b) Si, M=1, resulta que, da = 0, que se corresponde con la seccion minima de la tobera, es decir, su
garganta.{Régimen sonico.

¢) Si, M>1, resulta que, da/a, es del mismo signo que, dc/c, y por lo tanto, como dc/c sigue creciendo,
da/a, también aumentard, y en consecuencia, en la parte divergente de la tobera, en condiciones de funciona-
miento de diserio, el numero de Mach es mayor que la unidad, M> 1, Régimen supersonico.

A su vez, si la ecuacion,

dc dv da

C Vv a

se sustituye en la féormula de Hugoniot, se obtienen las ecuaciones,

%:(MZ_l)(d_V_d_a) ; d_aMZZ(MZ_l)ﬂ ; d_az(l_iz d_V
a \% a a \% a M \%
%zd_v_(MZ_l)d_C ; d_CMZZd_V
c \% c c \Y

Finalmente, teniendo en cuenta que,

%+d_c+ld_p:0

a C g p

resulta,

(M2-1)dTC+ de

P _ 4 . d?p _gMzdc_C

1
+ = = ; =
g p
por lo que para cualquier valor del nimero de Mach, al aumentar ch P que d_pp decrece, pro-

duciéndose, por lo tanto, una caida de presion a lo largo de la tobera, a medida que el fluido

avanza por la misma.

XII.3.- DERRAME POR TOBERAS

En las toberas se produce una transformacién de la entalpia del fluido en energia cinética,

segun la ley de Grashoff,
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io-i1=i(cf'0%) L co»0 ; c1=2gGo-T1)=9148 [To 11

con, ¢; en m/seg, y ig - i1, en Kcal/kg

La caida de entalpia se puede leer en un diagrama entalpia-entropia, conociendo los estados
inicial y final de la transformacién en la tobera. Los datos del punto O son conocidos; la transfor-
macién reversible finaliza en el punto 1, cuando se alcanza la salida de la tobera, a la presion py,
por lo que este punto 1 quedara también perfectamente determinado; se calculan las entalpias
correspondientes ij - i1, se sustituyen en la formula anterior y se calcula la velocidad ¢;-de salida.

Sin embargo, la circulaciéon del fluido en la tobera se realiza consumiendo un trabajo de roza-
miento, siendo el proceso irreversible; el punto final de la transformacion, en las condiciones p;
de presion, sera el punto 1, Fig XII.3.

La nueva ecuacién para la velocidad de salida ¢;> sera de la forma,
cp = 9148 ’ ig-1iq

inferior a ¢;.
Para hallar el punto 1’ se define un coeficiente de reducciéon de velocidad j , ya que al ser, ¢; >
¢y, resulta que, ¢y =] c¢q, y si se conoce ¢; mediante el proceso isentrépico, se puede aplicar el

coeficiente | de valor,

¢ = 0,92 para toberas cortas

¢ = 0,975 para toberas largas

y obtener, ci> =] c1; con este dato se calcula,

— Cll
'~ 91,48

i -i

y conocido iy se halla sobre el diagrama (i,S) citado, la posiciéon exacta del punto 1.

En el proceso irreversible, la pérdida de fuerza viva viene dada por el area (m11nm) del
diagrama (i,S), Fig XII.3, es decir,

area(mll nm) = —2g9 = 1.-i 1

y es el calor necesario para ir del punto 1 al punto 1’ siendo, por lo tanto, una energia que no se
aprovecha.
El trabajo de rozamiento Tgo, viene dado por el area (Omn1’0), igual a,

Tyoz = Pérdida de energia cinética + area (011'0) = T, + area (011'0)

y por lo tanto, la pérdida de energia cinética T; es menor que el trabajo de rozamiento Tg;, por lo
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que de este trabajo se recupera una parte representada por el area (011’0) que se transmite a
una temperatura mayor que la del estado final, de modo que atin asi puede transformarse ulte-
riormente en trabajo.

De todos modo, esta recuperacion apenas llega en el mejor de los casos a un 25%.

¢
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Fig XII.3.- Caida de entalpia en un diagrama (i-s)
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Fig Xll.4.- Distribucién de velocidades en las diversas secciones de una tobera Laval

Para calcular las secciones de la tobera, aplicamos la ecuacion de continuidad; por tratarse
de un movimiento permanente, el gasto G a través de cualquier seccién transversal de la tobera
tiene que ser el mismo, es decir,

ac _8Cy 3a;Cy

G: = = =Cte
\' VO Vl

Al considerar G en la forma, G = c a/v, se observa que la seccién a depende de la relacién, c/v,
al ser G constante.
Si el fluido es incompresible, v = Cte, al producirse un aumento de la velocidad, que es lo que
se pretende en una tobera, forzosamente debera disminuir la seccién a. En este caso, la tobera
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es convergente.

Si el fluido es compresible, un aumento de ¢ supone a su vez un aumento de su volumen
especifico v, como hemos visto anteriormente, debido a que se produce una disminucién de pre-
sion, por ser, p v9= Cte. Por lo tanto, la relacién, c/v, es la que indica la variacion de las seccio-
nes.

Si en un sistema de coordenadas ( v p) en donde sobre el eje de abscisas se sitian las variacio -

nes de presion en forma decreciente, tal como sucede en el sentido de la circulacién del fluido por
la tobera, se obtiene la grafica Fig XI1.4, que dice,

Entre O y M, la velocidad C crece mds rdapidamente que V, por lo que la funcion, c/v, es creciente, y
alcanza un valor mdaximo en el punto M, al que corresponde la presion py de la garganta de la tobera. Como
G es constante y, c/v, creciente, forzosamente la seccion a de la tobera tiene que disminuir.

A partir del punto M, y para presiones menores que py , resulta que es el volumen especifico v el que
crece mas rapidamente que C, y por lo tanto la relacién, c/v, disminuye, por lo que la seccién a de la tobera
aumentard para poder seguir manteniendo el gasto G constante; asi se obtiene una tobera convergente-

divergente tipo Laval.

CONDICIONES CRITICAS.- Para determinar las condiciones criticas, en las que se produce

c s Cc oo . ..
el maximo de — y el minimo de a, se sigue el siguiente desarrollo,
v

La velocidad de derrame del fluido por la tobera es,

g9-1
g

c- | 20 gt pove - () T)

por lo que el valor del gasto mésico G es,

g-1 povg:pvg
g

ac _}=

_ac _a 9 (P
G=— _v\/zgg-lpovo{l (po) V=V0(p—p0)l/g

-1 2 g+1
___ a 299 RN ‘/p_o@ P55
= Do 1, \/g_lpovo{l (po) }=a v, g_l{(po) 55 }
VO(T)Q

En la seccion critica hay que hallar el maximo de — 6 1o que es lo mismo, el maximo de G, por
v

lo que si llamamos,

2 g+ 1 2 g+1
ve= (Lo Rye s Ly Bye By oo
Po Po e po Po

X1.-226



1 2p(2-9)/9 1 g+ 1

/ ) /
p(Z) g [ Io(og+1) g g

pllg: 0

que simplificada convenientemente y haciendo, p = py, resulta,

2
Py = Po (g_ 1)@(9-1)

que es el valor de la presién p; en la garganta de la tobera, en funcién del coeficiente g de la adia-
batica y de la presion py inicial.

Teniendo en cuenta que g es un dato caracteristico del fluido, se obtienen para valor de p;, los
siguientes valores,

Para el vapor de agua recalentado, g = 1,30 ; px = 0,5457 pg

Para el vapor de agua saturado, g = 1,135 ; px = 0,5774 po

Para el vapor de agua humedo, con titulo x, g = 1,035+ 0,1 x

Para, g = 1,40 ; px = 0,527 pg

La temperatura critica se obtiene a partir de,

ot gl 9

2T
Te=To (REy o oo (—£-)g o1 Z 0O
Po g+ 1 g+ 1

En la misma forma se obtienen v; y ay,

+1
Po Vg = Pk Vi i Vk = Vo (%)(1/9) = Vo (gT)l/(gl)
G 2 [0
ag = , siendo, K ax = ( y9-1 | ——
Po g+ 1 g+ 1
kmétx 29_
Vo

La presién de salida p; puede ser mayor o menor que la presién critica p; por cuanto ésta

sélo depende de la presion inicial py y del coeficiente adiabatico g, pero no de p;.
Si p1 > pk hay que suponer que la relacién % no ha alcanzado todavia su valor maximo, y

en consecuencia, la forma de la tobera sera convergente. Por lo tanto, carece de significado
hablar de seccion critica, por lo que cualquier embocadura redondeada interiormente, o cualquier
tobera cénica, o cualquier orificio practicado en pared delgada, daran un chorro cilindrico con
velocidad de salida maxima.

Si, p1 < px, la tobera es convergente-divergente. Los calculos se realizan a partir de la sec-
cion critica, estableciendo la condicién de que la vena fluida no se despegue de las paredes, para
lo cual el angulo del divergente tiene que ser del orden de 10°. La longitud L del divergente se cal-
cula a partir de,
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tgi :7[)1_ D<
2 2L

siendo a el angulo de salida, y L 1alongitud del divergente. La longitud Li; del convergente se pro-

yecta corta para limitar las pérdidas por rozamiento; dicho tramo, en muchas toberas, se limita
a un simple borde redondeado.

XII.4.- ESTUDIO DE UNA CORRIENTE FLUIDA EN UNA TOBERA LAVAL

Si se mantienen constantes las condiciones iniciales (pg,vy), resulta que el gasto G también

se mantiene constante, por lo que,

g-1
2 —
a\/ﬁpow{l-(pl”} ac 1 R
G= - 0 - ZCmhx (i)g\/l-(i)g = ™ av=Cte
VO(_O)l/g Vo Po Po

La ecuacién Y se puede representar en funcién de P , Fig XI1.5, teniendo en cuenta que:

Po
' . Po .
i Pasaporelorigen, — =1; Y=0
i Po
f PL_ o . vy-
i Seanulapara, — =0 ; Y=0
T Po
% Tiene un maximo para, p = Py ; P 1, punto critico
Po

Al ser G constante, también lo sera el producto, a Y= Cte, por lo que diferenciandola se obtie-
ne,

advy+day=0 ; —=-—

y teniendo en cuenta la ecuacién de Hugoniot resulta,

2 2
da:(cz_l) dC:(Mz_l)d_Cz_ﬂ b ﬂ=(1-c—2)$:(1-M2) dc
a cs c Y Y (o c c

Si se mantiene constante la presion a la entrada de la tobera py y a lo largo de la tobera va
disminuyendo entre p/pg = 1, y, p/pk, la curva Y es ascendente y dY creciente; M < 1, el signo de
dc es el mismo que el de dY, y por lo tanto, dc es creciente, aumentando la velocidad hasta, ¢ = ¢,
que sabemos se alcanza en el punto critico ..

Sobrepasado el punto critico k&, si lo condiciones de la presion p siguen decreciendo, p/po,
disminuye, y nos encontraremos en el tramo (CO) de la curva (AO), en el que dY es decreciente,

mientras que la velocidad contintia aumentando, dc es creciente, y la velocidad ¢ es supersénica.
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En una tobera disefiada para funcionar con unas determinadas condiciones de trabajo, pue-
den suceder los siguientes casos,

Subsonico Supersdnico

W \

O
P LN P Decreciente P P
Py PR Ry Py

Fig XII.5.- Valores de Y en funcién de p/po

a) La presion de salida es ligeramente superior a la presion critica, p; > pj.- En la parte

convergente de la tobera el valor de Y va aumentando entre los puntos A y C, la corriente es
subsénica y la velocidad ¢ va aumentando, pero no llega a tomar el valor cg del punto critico &,
por cuanto la presién de salida es superior a la critica.

En la parte divergente de la tobera Y disminuye pero la corriente sigue siendo subsénica, ya
que al no haber podido superar el punto C de la curva, se contintia en la rama (AC) de la misma;
por lo tanto, en toda la tobera la corriente es subsénica, por no haberse alcanzado el punto cri-
tico k.

b) La presion de salida es igual a la presion critica, p; = p.- En el convergente se sigue la

rama (AC) como en el caso anterior, hasta llegar al punto critico &, en donde se tiene, c = c5. En

el divergente se sigue la rama (CA) por lo que el movimiento es subsoénico, salvo en la garganta
en donde alcanza el punto critico.

¢) La presion de salida es menor que la presion critica, p; < pj.- En el convergente se sigue

la rama (AC) y en la garganta de la tobera se llega al punto critico. En el divergente, la seccién a
aumenta, por lo que Y disminuye siguiendo la rama (CO), siendo el movimiento supersénico;
segtin Hugoniot la velocidad ¢ aumenta y como p; es inferior a p, el fluido se expansionara total-
mente, siendo estas las condiciones de disefio y, por lo tanto, de funcionamiento perfecto. Sin
embargo, la presioén exterior puede ir aumentando gradualmente, aunque manteniéndose siem-
pre inferior a pj por lo que las condiciones a la salida no seran ya las de disefo o de funciona-
miento perfecto.

Sin embargo la presiéon exterior puede ir aumentando gradualmente, aunque manteniéndose
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siempre inferior a p; por lo que las condiciones a la salida no seran ya las de disefio.

El fluido en régimen supersoénico, choca a la salida de la tobera, o en sus proximidades (parte
interior), con el fluido exterior de densidad mayor, apareciendo una onda de choque en una deter-
minada seccién de la tobera, Fig XII1.6; después del choque, la velocidad pasa de supersénica a
subsénica, experimentando el fluido una compresién irreversible; la presién aumentara4, pero su

valor no llegard nunca a ser el alcanzado en una compresion isentrépica.

Onda de choque

dehorro < dai =

|

«—————Expansién isentropica Expansion isentrépica—~

Expansién no isentropica

Fig XII.6.- Onda de choque en el divergente de la tobera

Onda de choque

oblicua
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Fig XII.7.- Onda de choque a la salida
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Debido a este choque, y después de €l, la parte divergente de la tobera actiia como difusor,

por lo que la velocidad subsénica disminuye atin mas su valor, aumentando la presiéon hasta

igualar la de descarga p;.

d) La presion del fluido a la salida de la tobera es mayor que la presion exterior, p > p1.- La
onda de choque,oblicua, se produce a la salida de la tobera, en el exterior, en donde la presién p
tiende a p;, Fig XIL.7.

En los casos considerados y resumidos en la Fig XII.8, el gasto G permanece constante por

cuanto las dimensiones de la tobera son fijas, ya que éste s6lo depende de las condiciones criticas

y de las iniciales, y se tiene que cumplir la ecuacion de continuidad.

XIL5.- PERFIL DE UNA TOBERA POR EL METODO GRAFICO DE KOLB

Este método permite determinar el perfil de una tobera, calculando la secciones correspon-

dientes en forma grafica.

p=1 / \/

p=f(v) s

N ffl/)

Fig XI1.9.- Método gréfico de Kolb
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De acuerdo con la Fig XI1.9, sea la transformacion 1,2,3,4, la linea de expansién del fluido en
el diagrama (T,s), a través de la tobera. En un diagrama (p,v) se puede trazar la curva, p = f(v),
que relaciona las presiones con los volimenes especificos adquirido por el fluido; admitiendo que
la transformacion es adiabatica, la velocidad en una secciéon cualquiera es,

299 2499 Vo \q-
C:‘/ W(poVO'pV)=\/ WpoVo{l'(To)g 1y

Conocida esta curva se traza una paralela (0O109) a la la distancia G del gasto, a una escala
arbitraria. Una secante cualquiera trazada desde el origen O, tal como la (04’), corta a (0102) en
un punto ¢ para el que se obtiene la seccién correspondiente al punto 4 de la curva de expansion,

es decir, ag = (01C). En efecto, los tridangulos semejantes (001C) y (O4’'m), proporcionan,

(4m  (Om (om y
(00)) ~ (0,0 ; (010) = (00)) iz = c—j=a4

que habra que determinar a la misma escala que la utilizada para G.

En general, cualquier recta que parta del origen O y corte a, ¢ = f(v), lo hara en dos puntos,
tales como el 1’ y el 3’ a los que corresponde la misma seccién (O1b) = a; = ag.

La seccion minima (O1a) = api, corresponde a la tangente (02’) trazada desde O a la curva,
c = f(v).

Este método es perfectamente aplicable sea cual fuere la linea de expansién 1,2,3,4.

XIL.6.- FLUJO ISENTROPICO DE UN GAS PERFECTO.

Vamos a establecer unas ecuaciones que permitan determinar las caracteristicas de flujo
isentrépico de un gas perfecto en funcion de las condiciones iniciales, pg, Vg, To, y del nimero de
Mach M existente en cada seccion.

Sabemos que,

. . 1
ig-i = Ze (c2-c3)=cp(To-T)

y como, ¢y @0, resulta,

c? (To-T) b T T4+ &2
— =C - (o] = C + —
29 p 0 p 'o0 p 2 g

dividiendo la anterior por, ¢, T, y teniendo en cuenta que,
gR
Cp= -1 ; Cs=\JOgRT

se obtiene la siguiente relacion entre temperaturas,
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T 2 c2(g-1 c2(g-1 -1
_0:1+C—:1+L:1+L2):1+9_M2
T 2gcyT 29 gRT 2cCs 2
T 1
o 149 1w
2
T o7 1
Relacién entre presiones, P (—)91= 3
Po To g- 1 —
(1+ M2) g1
2
P 1 g- 1
Relacién entre voliimenes, VL = (?0)9 =(1+ M) g1
0

Combinando la relaciones isentrépicas anteriores y la ecuacion de continuidad, se puede
obtener una relacién entre el nimero de Mach y la seccién correspondiente; en efecto,

GoSa_Cka . @ _Ck v
v Vi ak C Vg
v o2 2 1 =
YooY g o wyel (2 s (A1 et
V k o Vk 2 g+ 1 g+ 1 2
: .. C JIGRT 1 . :
A su vez, si la ecuacion =k - L, se multiplica y divide por /T To, se obtiene,

C C

[9g RT ,T -1 -1
C_k:L T_k _0:C_s 2 ‘/1+M29 =i L{l+l\/|2g }
c c To T c g+ 1 2 MYyg+ 1 2

y, por lo tanto,

a S« v 1 2 g-1 2 » 9- 125
a, TW‘TA\/WH’“WT){W”*M ) ¢t =

1 2 g-1
Y T

a 1 (1+ 0,2M2)3
Para, g= 1,4, resulta, a—k = W 1778

Para las condiciones de remanso dadas, el gasto maximo posible a través de un conducto en
forma de tobera tiene lugar cuando en su garganta hay condiciones criticas, o sénicas.

Entonces se dice que el conducto esta blogueado y no puede haber un gasto mayor, a menos
que se agrande la garganta.

El gasto mdximo es el que fija la garganta de la tobera, de la forma,
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2
c. = Jgg RT ggRT
G _ Skak _ k ggl k Ca JO9g RT, _ak\/ O g+ 1
mx = T = + g = T+ = T =
Vi Vg = Vo (——=)HeD ve (2 9y1001) y 9\1/g1)
2 o ( > ) o ( 5 )

2 gt
RT, ( o1
\/gg 0 g 1) 0,6847 p; a,
= ag = |Para,g: 1,4|= R —

VO ‘,RTO

Para calcular el nimero de Mach a partir de, a/ay, con un 2% de error y, g = 1,40, se pueden

utilizar las siguientes ecuaciones,

1+ 027 (2-)2

a
k , para, 1,34 < 2 ¥

1,728 (&) ag
ak

M=

Régimen subsénico,

—l ol —— — —

M=1-088(n-2)4 para 10 < -2 < 1,34
ag ag

M= 1+ 1,2 /i -1,para, 1,0 < -2 <29
ag ag

M= {216 -& . 254 ((B)2/3}1/5 para, 29 < 2 <¥
ag ak ag

Régimen supersoénico,

——? ——) —

Para cada valor de a existen dos soluciones posibles, una subsénica y otra supersénica; la
solucién adecuada se toma teniendo en cuenta la presion, o la temperatura, en alguna seccion
del conducto.

XII.7.- ONDA DE CHOQUE NORMAL

Si un cuerpo se mueve a velocidad constante en un fluido, sumando al conjunto cuerpo y
fluido una velocidad igual y de sentido contrario a la del cuerpo, el fenémeno mecanico no se ha
alterado, siendo ahora el fluido el que se mueve alrededor del cuerpo estacionario. Ahora bien,
aunque la velocidad del cuerpo, o lo que es 1o mismo, la velocidad del fluido sin perturbar alrede-
dor del cuerpo estacionario, sea subsénica, si esta velocidad se aproxima a la velocidad del soni-
do, es posible que en un cierto punto alrededor del cuerpo la velocidad del fluido exceda la veloci-
dad del sonido, y entonces el flujo se hace muy complejo, origindndose perturbaciones de gran
importancia, que afectan el empuje ascensional y el arrastre del perfil de ala.

En la onda de choque los parametros del gas y su velocidad cambian bruscamente. La veloci-
dad disminuye bruscamente y la presion por el contrario aumenta bruscamente también. El
fenémeno se estudia mejor considerando el caso reciproco, cuerpo en reposo y corriente en movi-
miento.

El frente del salto tiene un espesor de unos 10-5 mm en un gas real, y divide la corriente en
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dos partes, aguas arriba del salto la corriente esta imperturbada, y aguas abajo hasta llegar al
cuerpo la corriente esta perturbada con un aumento de la presion, densidad y temperatura, flu-
yendo la corriente sobre el cuerpo después del salto. Antes del salto el cuerpo no tiene influjo
alguno sobre la corriente, ya que la corriente supersoénica incide sobre el obstaculo, mientras que
la corriente subsoénica se deforma antes de llegar al obstaculo, y se prepara para realizar el flujo
sobre el mismo. A esto se debe el aumento de la resistencia que experimenta un cuerpo, por
ejemplo un avién, al acercarse a la velocidad del sonido (barrera del sonido).

cy>Cs C2<Cs

/)

/
—

Fig X11.10- Salto en curva ay salto cénico b

Segtn la forma del sélido y la velocidad de la corriente incidente se puede originar,

a) El salto normal, en el cual el frente es normal a la direccion de la corriente, = 90°

b) El salto conico, representado en la Fig XII.10b, < 90° el salto tiene forma curva, como en la Fig
XII.10a, acercandose en la parte central a un salto normal.

Para una misma velocidad de la corriente incidente la disminucién de la velocidad es mayor
en el salto normal que en el cénico, hasta tal punto que en el primero, aguas abajo, la velocidad
siempre es subsoénica, mientras que en el segundo puede ser subsénica o supersénica, aunque en
todo caso menor que aguas arriba.

En el frenado que la corriente experimenta en la onda de choque se originan pérdidas impor-
tantes, por lo que la presién del fluido después del salto es menor que en el caso isentrépico,
mientras que la temperatura es mayor.

El angulo b depende del niimero de Mach antes del salto y del dangulo a del perfil segtin la rela-

cion,
. M2 sen?b - 1 Cab
ga-= 1 cotg
1+ M (g+T - senZ2b)

Esta formula se basa en el método Schlieren que determina la velocidad de la corriente
supersoénica fotografiando el flujo, aprovechando los cambios de refraccién de la luz producidos
por los cambios de densidad para asi fotografiar la onda de choque. En la fotografia se mide el
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angulo b y conocidos a y b en la ecuacién anterior se despeja M;.

A medida que aumenta el angulo del borde de ataque del perfil a el angulo b aumenta, es
decir, la intensidad de la onda crece.

Si el Angulo a excede de un valor maximo, la onda se desprende del cuerpo y en su parte cen-
tral toma una forma aproximada al salto normal.

Si el angulo a sigue aumentando, toda la onda toma la forma del salto normal aumentando
intensamente las pérdidas.

Los perfiles aerodinamicos para corrientes subsénicas tienen el borde de ataque redondeado
y el borde de estela afilado para evitar el fenémeno de separacion con la consiguiente formacion
de remolinos y aumento de pérdidas. Los perfiles para corrientes supersénicas, por el contrario,
deben tener el borde de ataque afilado, dependiendo la disminucién de las pérdidas mas de la
parte frontal del cuerpo.

La onda de choque normal produce una irreversibilidad en los flujos supersénicos. Excepto a
presiones muy bajas, estas ondas de choque son muy delgadas, (unas micras de espesor), y se
presentan como discontinuidades en el fluido.

Para su estudio seleccionaremos un volumen de control inmediatamente por delante y por
detras de la onda, tal como se muestra en la Fig XII.11.

Onda de choque normal
'

Flujo isentropico

Flujo isentr6pico I
M;<1

Volumen
de control

Fig Xll.11.- Onda de choque normal

Para calcular los cambios de todas las propiedades, incluyendo la velocidad de la onda, utili-
zaremos las siguientes relaciones entre las secciones i y j, anterior y posterior a la onda de cho-
que.

aj Ci _ 8 ¢

., . (of
Ecuacién de continuidad, G; = G ; = ,ycomo, aj =a; b —\— = —
Vi Vi Vi Vj

Ecuacion de la cantidad de movimiento,

(piai- P aj)dt = Cj dtaj ri ¢j - Cj dt aj ri c;

* *
9 gi
pi-p =cfrj-clri =c?—-c?=—
g g
. e cz ¢/ o cf -cf
Ecuaci6n energética, i | + — =i+ — ; ij-ij= —/——
29 g 29
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Py,

=i ; g=CQe 5 i=cpT; cp==Ce

., Vv
Ecuacion de los gases perfectos, (pT)i =
Si se conocen las condiciones aguas arriba (p;, ci, vy, ij, Ti), las ecuaciones anteriores permi-
ten hallar las condiciones aguas abajo (pj, cj, vj, ij, Tj). Como la velocidad aparece al cuadrado,
s6lo sera correcta aquella solucién en la que, s; > s;, de acuerdo con el Segundo Principio de la
Termodindmica, siendos; y s; las entropias correspondientes a las secciones posterior y anterior

de la onda de choque.

LINEAS DE RAYLEIGH Y FANNO.- Para un gas perfecto, las relaciones de las diversas pro-
piedades a través de la onda de choque, son iinicamente funcién de g y del nimero Mach aguas

arriba M;. Eliminando v; y ¢j en las ecuaciones anteriores se obtiene,

Si _ Vi
Cj j
2 2
C; Cc
J i 2 2
pi-p = — - =C"r cir
7 gy ogv DT
c?-cf c? cf
b -1j= ; i+ — =lj+-——=1ig=0Ce
29 2 29
y como,
i =c, T=cp PV = 9 v
P PR g- 1 P
resulta,
2 c?
pivi + = 9 PV +
g- 1 249 g1 249
Asuvez, v; = ¢ »bor lo que la ecuacion anterior toma la forma:
|
pvi + = ppvi o+ = {p - =
g-1 29 g-1 Ci 29 g-1 Cj 249
De la ecuacion,
¢/ c? cf c? c? ( )
pi-pj = - = C. - = Cj-Ci
Vi Vi j Vi Vi
gVvj g Vi g—Lv, g Vi gVvi
I
se obtiene,
¢ = ¢ + PP (;i Pig v
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por lo que,

Ci +

9Vi o - p i

g_

gvi_ {2¢ +%9Vi}{%gvi}
} o= 2 g

_ Pi - Pj yg Pi- P _
gvi c?(pi-p) - P Vi g (pi-p) _ 126 g gviH{—g g Vil

g-1 c2 29
g cf-pvig _2cE+(P-p) 9Vi _ o, (P-P) 9V
g- 1 c? 2 ! 2
2 . .
Pj Vi g g+1 = _ Ci . _Pi gV
2(g-1) (9- 1) 2
Dividiéndola por, p; vi g, resulta,
P g+l c? o1
Pi 2(g-1) (g-1) pi vi @ 2
P 2 c? g1 1 2 c?

= = - -1 =
Pi (g+1) pi Vi @ g+l g+ 1 { Pi Vi ¢ (g- 1}

Para un gas perfecto

2gM? - (g-1
= c? c? gc? one | = 9 .g+(1g )
= gM

pivig RT gg  c3

que es la relacion de presiones; se observa que para cualquier valor de g, pj > p;, sélo para, M; > 1,
lo cual implica que el nimero de Mach aguas arriba de una onda de choque normal tiene que ser
supersonico, para satisfacer el Segundo Principio de la Termodinamica.

Respecto al niimero de Mach aguas abajo de la onda de choque, se obtiene,

C2
= gM?
c? c? pvg °
|
Pi-p = — - —— = c2 c2 =gM p; - gM p;
pj V; g b gy oMW
pj  1+gM
i (L+gM) =p; L+gM) ; —=——
p](+gj) p|(+g|) ’ pi 1+9M2

que se conoce como linea de Rayleigh, y proporciona la relacion entre las presiones existentes a
ambos lados de la onda de choque, en funcién de los nimeros de Mach correspondientes.
Igualando esta expresion a la anteriormente deducida,
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pjp _1+gM  2gM -(g-1

i 1+gM g+ 1

y despejando M;,

YRR 1+gM (g-1-1= 1 2g+(g-1)gM  2+(g- DM
g 2gM -(g- 1) g 2gM -(g-1)  2gM-(g-1)

Como M; es supersénico, esta ecuacién predice que, para todo valor de, g > 1, M; debe ser
subsénico; en consecuencia, una onda de choque normal desacelera bruscamente el flujo,
pasando éste desde unas condiciones supersénicas a otras subsdnicas.

Para calcular la relacion entre las temperaturas, antes y después de la onda de choque, partimos

de la ecuacion,

c? c? , . c2-c?
Lpi Vi + _Izipj Vi +_J ; L p_J_p_I + ! ! =0
g-1 249 g-1 249 g-1 rj ri 24g
y en general,
i B+ i=cte . g_—lﬁ_i_ B=Cte
g-1r 29 g 2

Para un gas perfecto, pv = RT P p=r gRT, que sustituida en la anterior permite
obtener,

g-1

CZ
T(—— —+1)=Ce
g 2

r
p

y como, 2= gg RT M2, resulta,

r RTM2 g-1 2 T 5 (@-D+1
T( 99 9 . hH-ae ; T{i(g-1)+1}=0te . L2
rgRT 2 g 2 T l\/;2
7(g-1)+1

que es la relacion buscada para las temperaturas.
Para determinar la relacion entre los voliimenesespecificos, o 1o que es lo mismo, entre las velo-

cidades del fluido, antes y después de la onda de choque normal, partimos de,

T{%(g- D+1}=Ce ; p(l+gM)==Ce
1 M2
por lo que, v = RT _ 2R— t9
p M (g- 1)+ 2
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(1+9M) (g- M@ D+2
vi (L+gM)(M(g-D+2p IR e gy T

vi (L+gM) (M- D+2 M(g-1)+2 -
1 M2 (g- 1) + 2
{ +929'\/F-(9-1)}{'(g )+ 2}
(1+gMW)(g+ 1)2 M (g+ 1) M?

T {gME (g+ D+ (g+ DI{ME(g- 1)+ 2}  ME(g-1)+2

que relaciona los volimenes especificos aguas arriba y aguas abajo de la onda de choque con el
numero M;.

Como, p= r g RT, despejando T y sustituyéndola en la ecuacién,
T{%(g- 1H+1)=Ce

se obtiene,

p
rgRr

{“"72<g-1>+1}=0te

Teniendo en cuenta la ecuacién de continuidad, r ¢ = Cte, y

2 2 2
M:C—2= ¢ :rC
Cs ggpv ap
resulta,
2 -1 2 g-1
E(rC g +1)=Ce ; pc(ig—+l)=0te
gR 2p g 2p 9

y como, ¢ = \/gg RT M sustituyendo en la anterior, e incluyendo los valores de g, gy Renla
constante,

r

C g'l
p'\IIM

+1)=Cte

rc2 g_

en la que el valor de T se deduce de la ecuacion, T ( 2D

+ 1) = Ct e, obteniéndose,

M rC2( 1)+ 1=Ce
- + —
p > g

Sustituyendo en ésta los valoresde, p=r g RT;c = /JggRT M, se obtiene:

g-1 o
— . M‘/—M”
pM"gTM2+1:Cte : Pi 2




que se conoce como linea de Fanno.

La interseccion de las lineas de Rayleigh y Fanno, es,

g

1
o, M S M+1 149V . M _‘/(g-l)l\/52+2_1+g|v|2
oy [, IFOM M fg-DM+2 L1+9gM

' 2

Para hallar el valor de M; en funcién de M;, se procede de la siguiente forma,

V2 S1YMR+ 2 2(g- 1) 24 2
- (9 ) MF + _M Nl =A b Mf'{g-1)'92A}+2Mi2(1'gA)_A:O

(L+gM)2  — (1+9gM)?
v o JL-9AE T GA-A
B g-1-g2A

Operando y tomando el signo (-) se obtiene,

2
— +
B -2+ M (g- 1) _g-1 M
= > = —
ZgMj-(g-l) —gl\/lz—l
g-1
. ) ) . T P )
que permite determinar, sustituyendo en las expresiones g p_ , etc, los valores de las mismas
j j
en funcién del nimero de Mach, bien M; 6 M;.

OTRAS EXPRESIONES DE LAS LINEAS DE FANNO Y RAYLEIGH, EN COORDENADAS (i-s)

Linea de Fanno.- En el movimiento de fluidos por conductos de seccién constante, se emplea

frecuentemente la relacién,

y=S8_gic= S
a
enla quey es una funcién constante a lo largo de la conduccién, y puede considerarse como una
medida de la intensidad del movimiento .

Inicialmente, el fluido esta en el estado 0 caracterizado por las condiciones, ¢y = 0, ip. Cuando
el fluido se expande pasa a otro estado de entalpia i; la velocidad en la secciéon correspondiente

sabemos es de la forma,

c=91,48 ,Io-l

Cualquiera que sea la ley del rozamiento del fluido sobre las paredes de la conduccién, el valor
del volumen especifico v, es,
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91,48 ig-1i
_ 9%, aG‘/IO L T

\'

en la que k es una constante, siempre que lo sea G/a, como en el caso de tubos cilindricos en régi-

men permanente.

G . .. , .
Para cada valor de —, el volumen especifico dado por la ecuacion, v = Kk, /I o- i , representa
a

una familia de curvas, v = Cte, para los diversos valores de i; hallando su interseccién con las
curvas, i = Cte, se obtiene el lugar geométrico de los correspondientes valores de i y v que se
conoce como linea de Fanno, para cada valor de, G/a.

Hay que tener en cuenta que para una entalpia inicial ig las curvas de, i = Cte, son a su vez
curvas de velocidad ¢ constante, y se comprueba, como veremos mas adelante, que en los pun-

tos a, b, c... en los que las curvas de Fanno cortan a la curva, is = Cte, M=1, es decir a,

Cs

Cs=91,48 [ig-i i is=ig- 2
S ’ 0 S ) S 0 (91,48)

las tangentes a dichas curvas son verticales y los puntos de tangencia los de maxima entropia
para cada curva.
Su representacion en el diagrama (T,s) es la que se indica en la Fig XI1.12.

Fig XlIl.12.- Curvas de Fanno en el diagrama (T-s)

Como todo proceso real va ineludiblemente ligado a un aumento de entropia, las curvas de
Fanno correspondientes a un tubo cilindrico se interrumpiran en los puntos a, b, c... de tal modo,
que la velocidad limite que el fluido puede alcanzar por su expansion en dicho tubo cilindrico, sera
la del sonido.

Si el movimiento es supersoénico, el frotamiento dara lugar a un aumento de presién, tempe-

ratura y densidad, y a una disminucién de la velocidad del niimero Mach.
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Si el movimiento es subsénico, el frotamiento dara lugar a un aumento de la velocidad y del
numero Mach, y a una disminucién de la presion, temperatura y densidad.

En ambos casos, el nimero Mach tiende siempre a la unidad, por lo que es imposible obser-
var el pasode, M <1, a, M > 1, y viceversa, al menos de una manera continua.

En el diagrama (i,s) para cada valor de i y para iy dada, la forma de las lineas de Fanno no
varia, desplazandose paralelas unas a otra a medida que varia la funcién j . Su tangente verti-
cal coincide, como sabemos, con M=1, siendo los puntos a, b, c, ... de entropia maxima.

Para determinar la ecuacién de las curvas de Fanno en el diagrama (i,s) representado en la
Fig X1I1.13, de la forma, s = f (i), partimos de las siguiente ecuaciones,

pvo

g
Po Vo

Proceso irreversible, s - sgp=cy I n

2
Ecuaciéneneric:{ética,i0=i+;:—g ; Co»0 ; c= /29(io-i)

Ecuacion de continuidad, G = % ; a=Ce ; v= EG
. , v '
Ecuacién de estado,pv =RT ; i =¢c, T=cp PYv ;P = R
R VCp
Eliminando p, vy ¢, entre estas ecuaciones se obtiene,
Ri v
v Ve i vol
s-sozcvlnp—g:cvlnp—g:cvlnm—vg:
Po Vg Po Vg CpPoVyg
el Ri__cet . Ri  J2glo-ins
=ty -1~ “V 1
CpPovy G CpPoVy G9
R(2 g)(glr2 —
= ¢y In {220 (ig-i)9t}

9 ~g
cppovoGgl

que es la ecuacion de Fanno en el diagrama (i,s).

i
A,
M<
M=1 .
a b c e
M>1
B

y, = cte y, = cte ¥, = cte

Fig Xll.13.- Curvas de Fanno en el diagrama (i-s)
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La condicién de entropia méaxima, ds/di = 0, punto de tangencia vertical, es,

%zﬁh ‘/(io-i)g'l}:‘/(io-i)g‘l -i g_Tl"(io-i)g'3 =0

de la que despejando el valor, i = i,, se obtiene la condicién de entropia maxima,

2 . o g+ 1
g+1|0’ lo= I'a

ia=

Sustituyendo este resultado en la ecuaciéon, c2= 2g (ig- i), resulta,

. . -1 g-1 g+ 1. .
2 _ 9 2 _2g 3 ti-2 2T o= - 1)ia=
Ca g(o g+1lo) gg+1'° gg+l > la g(g- 1)ia

=gg RT = c?

RT
=g(g- 1)2_—61

1

por lo que en a se alcanza solamente el valor limite, M=1.

Para, i > i,, el flujo es subsoénico y para, i < i,, es supersonico; las dos condiciones, antes y des-

pués de la onda de choque normal, deben caer en la linea de Fanno correspondiente a la seccion
para la que se presenta dicha onda de choque. Como en su determinacién no se ha utilizado la
ecuacion de la cantidad de movimiento, esta solucién no es definitiva. La linea de Fanno asi des-
crita se refiere a un flujo a través de una seccién transversal constante, como es el que se tiene
en un elemento de longitud de la tobera donde se presenta la onda de choque, por lo que dicha
ecuaciéon también sera valida para una conduccién, en flujo adiabatico, de seccién transversal
constante.

El gas, en el extremo de la conduccion, aguas arriba, que es el punto de partida inicial, se
puede representar mediante un punto de la curva de Fanno, correspondiente a la entalpia inicial
al gasto G correspondiente.

Las propiedades del gas se van modificando a medida que éste va avanzando por la conduc-
cién, aumentando su entropia, de forma que, el punto representativo sobre la curva de Fanno se
mueve hacia el punto a de entropia maxima.

Si el conducto esta alimentado por una tobera Laval, el flujo, inicialmente puede ser supersoé-
nico, en cuyo caso, la velocidad ira disminuyendo a lo largo del conducto, mientras que si a la
entrada el flujo es subsoénico, la velocidad aumentara.

Si se considera que en una cierta parte de la conduccion, el flujo es sénico, esta claro que
aguas arriba de esta seccion el flujo no habra alcanzado dichas condiciones sénicas; sin embar-
go, para la zona aguas abajo de la seccién sénica, si el flujo aguas arriba es supersénico se ten-
dran ondas de choque y estrangulamiento, mientras que si es subsénico, se tendra estrangula-
miento, es decir, ante la imposibilidad de tener el gasto de disefio se presenta en su lugar un
gasto menor. En un conducto de seccién transversal constante, el gas no puede cambiar gra-
dualmente de flujo subsénico a supersénico, o viceversa.
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Linea de Rayleigh.- Las condiciones antes y después de la onda de choque, deben satisfacer
la ecuacion de la cantidad de movimiento, de la forma, p + r ¢2 = Cte, que junto con las otras
ecuaciones que definian el incremento de entropia del proceso irreversible, la ecuacion de conti-
nuidad y la ecuacion de estado del fluido, permiten determinar, en un diagrama (i,s), la linea de
Rayleigh.

Eliminando ¢ entre las ecuaciones de continuidad y de la cantidad de movimiento se obtiene,

G2

=Ce=8B
r g2

p+rGiv2=CQe ; p+

Eliminando p entre esta ecuacion y la de la entropia, resulta,

2
(B- S5)ve y B. -
rg2 Mo rg
S-Sg=¢Cy,In - cvlnm+cvln 5
0Vvo

La entalpia se puede poner en funcién de r y de las condiciones aguas arriba; teniendo en
cuenta el valor de B, se tiene,

pv v & Cp G2
_— = — (B - = B -
CpR( 7) rgR( rgz)

Las dos ultimas ecuaciones relacionan i y s a través del parametro p, su representacion gra-
fica en un diagrama (i,s) permite obtener la linea de Rayleigh, Fig X11.14.

Para hallar el maximo de entropia, o lo que es lo mismo, el punto de tangencia vertical, hay
que calcular, ds/di = 0,

cyr291
o Sl (gB- =5 (g+ 1)
ds _ds dr | % (B~ )0 _
di dr di di_ Cp (ZGZ_B)
dr gRr2 r g2
GZ
B - 1
_c,r29-1gRr? d r g2 (9+ )—O
= 5 =
(8. G e, 2& 4
r g2 rg2

Para que se satisfaga esta ecuacién el numerador tiene que ser cero y el denominador
distinto de cero, por lo que,

gB- G (g+1) =0 : rg2gB= (g+ 1)
r g2

Sustituyendo B y G por su valores respectivos, se obtiene,
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2
S (g+1 P c2=rg2gpvi=ggpv = cd

2 2482 1 _
rg gp+rg gvzrgz_

es decir, en el punto de tangencia vertical se tiene, al igual que para la curva de Fanno, una velo-

cidad igual a la del sonido, M = 1.

M<1

i
/M<1
M=10p M=10p
Rayleigh
M>1

]
!
!
!
i
1
1
1
i
!
!
!
1
1
1
/
i
H
1
!
{ Fanno /
/
/
/
!
1
i
i
i
!
i

M>1
M>1

-

s
Fig Xll.14 Flg XI.15
Interseccion de las curvas de Fanno y Rayleigh

Linea de Rayleigh en el diagrama (i-s)
Como las condiciones de flujo inmediatamente antes y después de la onda de choque normal
deben quedar incluidas en ambas curvas, la tnica posibilidad de que ésto se cumpla es que
dichas condiciones cambien stibitamente desde un punto de interseccion, en condiciones subso-

nicas a otro punto en condiciones supersoénicas, tal como se muestra en la Fig XII.15.
Como la entropia es siempre creciente, resulta que la seccién aguas arriba de la onda de cho-

que normal corresponde al punto de interseccién de menor entropia, es decir, régimen supersoni-
co, por lo que esta onda de choque se producira siempre desde flujo supersénico a subsénico.

XIL.8.- FLUJO ADIABATICO EN CONDUCTOS DE SECCION CONSTANTE, CON

ROZAMIENTO
El flujo de un gas a través de una tuberia de seccion constante estd sometido a las siguientes

hipétesis,
1.- Gas perfecto (calores especificos constantes)

2.- Flujo permanente unidimensional
3.- Flujo adiabatico (no hay transmision de calor a través de las paredes)

4.- Coeficiente de rozamiento \ constante en toda la longitud de la tuberia

5.- El diametro equivalente de la tuberia D es cuatro veces el diametro hidraulico

6.- Los cambios de altura son despreciables frente a los efectos del rozamiento

7.- No hay variaciones del trabajo de flujo
Las ecuaciones que rigen este flujo son las de continuidad, energia, cantidad de movimiento y

de estado.
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La linea de Fanno se refiere a casos de seccién constante y utiliza las ecuaciones de continui-
dad y de la energia, por lo que se puede aplicar al flujo adiabatico en un tuberia de seccién cons-
tante.

Una particula de gas a la entrada de la tuberia se representa mediante un punto en la linea
de Fanno correspondiente, por una entalpia de estancamiento iy y por un gasto masico G por
unidad de seccion.

Cuando la particula se mueve a lo largo del conducto, sus propiedades se modifican debido al
rozamiento o a las irreversibilidades, con el correspondiente aumento de entropia. Por lo tanto, el
punto que representa estas propiedades se mueve a lo largo de la linea de Fanno hacia el punto
de maxima entropia, M =1.

%

-—

ndrgdx

e (p+Paa 2
ax a-nd
4

ac
dxK

7 7

dx)

— e+

Fig XIl.16.- Flujo adiabatico en conductos de seccién constante, con friccion

Si la tuberia se alimenta mediante una tobera convergente-divergente, el flujo es, original-
mente, supersonico y, entonces, la velocidad disminuye a medida que el gas avanza por el con-
ducto. Si el flujo a la entrada es subsénico, la velocidad aumenta a medida que el gas avanza por
el conducto.

Existe una longitud de tuberia en la que en el extremo aguas abajo el flujo es sénico, M = 1;
para longitudes de tuberia mas cortas, el flujo no alcanza las condiciones sénicas a la salida,
pero para longitudes mas largas de la tuberia, apareceran ondas de choque y posiblemente blo-
queo a la entrada si el flujo es supersoénico y efectos de bloqueo si el flujo es subsénico.

El bloqueo a la entrada implica el que el flujo masico especificado no se puede alcanzar en
dicho estado y aparecera menos flujo. En un tuberia de seccién constante, el gas no puede pasar
gradualmente de régimen subsénico a régimen supersoénico o viceversa.

La ecuacién de la cantidad de movimiento incluye el efecto del esfuerzo cortante en la pared

t o para un elemento de tuberia de longitud dx y seccién transversal a, es de la forma,

Tp Tc
a-( — dx)a-t ddx} dt = — dx - c)dt
{p p+."X opPp x} rca(c+."X X -C)

dp + %todx-rcdc=0 ; dp+a4todx+rcdc=0

A su vez, el valor de t ¢ se obtiene en la forma,

4dLty rlczdl _rile?
d  2d 0T

2
dp%:pdduo . dp =
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ecuacion en la que cada término se puede poner en funcién del niimero de Mach.

Sil es constante, o toma un valor medio para la longitud de tuberia considerada, esta ecua-

cion se puede transformar en otra, funcién del nimero de Mach, M = c/cg; dividiéndola por p,

resulta,
rc2 r
@+I——dx+—dc=0
p 2d p p
rc? r cdc
szMzg_p : - gM2 = gMWR dc
r p c

Para expresar, dc/c, en funcién del nimero Mach M, se parte de la ecuacion de la energia

ig =i +C—2:CpT+C—2
2

Diferenciandola y dividiéndola por, ¢ =.,/gg RT M resulta:

Cc
cep 1 dT  dc _,
R g2 T c

Cp dT+cdc =0 ;

Cp g

y como, — = ——, se obtiene,

R g-1
11.dT, do o dT_ g g
g-1 M T = ¢ T c

Diferenciando la ecuacién, ¢ = ,/gg RT M, y dividiéndola por c? resulta,

dc dM  dT dM dc
2cdc =2 RTMdM RM2AT ; 2—==2—+ — =2 — -M(g-1)—
gg + dg ; c v v (g )C
dam
r c dc MdM
¢ 1+|\/|2T P ¢ 1+|\/|2T

Como, p=rgRT,y G=r g c, se obtiene,

B=ﬂ ; pC=GRT ; d_p+$=£
G c p C T
_pzd__E:_Mz(g_l)d_C_%z_ﬁ{w(g_l)Jrl}:g—d_
P T c c c C

MZg__l + 1 M
2
La ecuacion,

| rc? r c dc
2d p p

&,
p
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se puede poner en la forma,

M2(g- 1 1 MdM
—(3- R L RV e — =0
w2 =41 M 2d MR +1
2 2
es decir,
| dx _ dM {M2(9-1)+1 2 2@ -M)dMm
= - - s = - =

d w91, M oM v e 9t )

2 2

B
2(1-M)dM A M
- glvP(NF—g'21+1) g 1+|\/|2g’21 _2dw 9+ 1 v
g- 1 gM 9 mved =4
A=2 ; B= —— 2
g
i x = 0, M= M,
que integrada entre los limites, i resulta
i x=L, M=

| L -1 g+ 1 M2 M 1 1 g+1 M02(g M2+ 2
— = I'n ==(—=-—=)+ In{(— ) N —
d ~ gw? o 29 9-1W+1|“’b g M M 2g (g- HMG+ 2

Para, g = 1,4 se tiene,

lt_5.1 1,6 M., M+5
d _7(|v|g |\/F)+7In{(|v|) lvg+5}

Si, My > 1, M no puede ser menor que 1
Si, My < 1, M no puede ser mayor que 1

Para obtener la longitud maxima del tubo; para M =1y g =1,4, se tiene,

1 6 6 M3

GG DTNt
0

+ 5
Esta longitud es la necesaria para alcanzar el punto sénico desde la condiciones iniciales. En

L . =

o = T y=Le

algunos problemas referidos a conductos cortos en lo que el flujo nunca se hace sénico, se pueden
utilizar diferencias entre longitudes maximas o sénicas tabuladas, entre longitudes.

Los datos disponibles sobre friccion en conductos con flujo compresible muestran una buena
concordancia con el diagrama de Moody en flujo subsénico, pero en el supersénico los valores son
hasta un 50% menores que los dados por el citado diagrama.

XI.-249

}



XIL9.- BLOQUEO DEBIDO A LA FRICCION

La teoria expuesta predice que en un flujo adiabatico, con friccién, en un conducto de secciéon
constante, el flujo aguas abajo tiende hacia el punto sénico, cualquiera sea el niimero Mach a la
entrada M existiendo una cierta longitud para la que el nimero Mach de salida se hace exacta-
mente igual a la unidad.

El problema surge cuando la longitud del conducto es mayor que el maximo calculado ante-
riormente; en estas circunstancias, las condiciones del flujo se modifican, como exponemos a
continuacion,

Si la entrada del fluido en el conducto es subsénica, al ser la longitud L mayor que la L*
correspondiente a, M = 1, el gasto debe disminuir hasta que se alcance un ntimero Mach en la
entrada, tal, que a la salida del conducto de longitud L se tengan condiciones sénicas; el gasto se
ha reducido por bloqueo de friccion. Si se aumenta la longitud L, el nimero Mach a la entrada
tiene que seguir disminuyendo para que a la salida se tengan condiciones sénicas.

Si la entrada del fluido es supersénica y la longitud L del tubo es superior a la correspon-
diente a condiciones sonicas, aparecera una onda de choque normal en el lugar preciso para que
el flujo a la salida sea sénico.

Al aumentar la longitud, la onda se sitiia mds aguas arriba hasta llegar a la entrada. Si LL
contintia aumentando, la onda de choque se desplazard mas aguas arriba, hacia la tobera
supersonica que alimenta el conducto.

El gasto sigue siendo el mismo que para el conducto corto, por cuanto al alcanzarse en la
garganta de la tobera condiciones sénicas, el gasto tiene que ser constante. En algunos casos,
un conducto muy largo puede provocar el bloqueo de la garganta do la tobera de alimentacion,
reduciéndose entonces el gasto.

La friccién supersénica, en consecuencia, modifica la configuracion del flujo si, L > L*, pero no
bloquea el flujo hasta que L sea mucho mayor que L*. La presion, velocidad, volumen y tempera-
tura se pueden expresar en funcién de las condiciones correspondientes a, M = 1, distinguiéndolas

mediante el simbolo (*); asi se tiene que,

0t " \/(g- 1M+ 2

Po g+ 1

T (9-DM+2

To g+1

Para los volimenes partimos de la ecuacion,

2 _A, BM
dv _ 1 dMm | M2+M(g-1) M 2+M(g-1|_dM_ _(1-9MdM
v M1+M29'21 M 2+ M(g-1)

A=1 ; B=1-g
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vV = M
J2 + M2 (g- 1)

g+ 1 Co

v* 1 [2+Mi(g-1)
Vo Mo

El comportamiento de las propiedades del flujo se puede seguir también mediante Tablas y
graficas relacionadas con las ecuaciones examinadas y deducidas anteriormente, como las que
presentamos a continuacién, que permiten un tratamiento muy rapido del problema de flujo

compresible.

XIL.10.- FLUJO SIN ROZAMIENTO POR EL INTERIOR DE CONDUCTOS CON
TRANSFERENCIA DE CALOR

Vamos a considerar un gas perfecto en flujo permanente por el interior de un tuberia de sec-
cion constante; el rozamiento se desprecia y no se realiza ningun trabajo sobre o por el fluido.

Las ecuaciones a utilizar son

Continuidad, G= Core ; a=Ce
v
Cantidad de movimiento, p +r c2=Ce ; p+ gpM==Cte
2_ 2 2 2
C2-C1 €C2-C1

Ecuacién energética, i o- i 1 + =Cp(To-Ty) + = Cp(To2- To1)

29

en donde Ty; y Tpg son las temperaturas isentrépicas de estancamiento, es decir, las tempera-
turas que se alcanzan en una seccion al pasar el flujo de una situacién isentrépica al reposo.
Cuando las pérdidas por rozamiento son nulas, la entropia sélo puede aumentar cuando se
aporta calor del exterior; las propiedades del gas varian a lo largo de la curva de Rayleigh, des-
plazandose, al aportar calor, hacia el punto de entropia maxima; si en este punto se produce una
pequefia variacién de la entalpia, la entropia no varia, y se pueden aplicar condiciones isentrépi-

cas, siendo la velocidad del sonido cs de la forma,

f dp
Cs= [—
*T\dr
Este flujo se puede estudiar mediante la linea de Rayleigh, obtenida a partir de las ecuacio-
nes de la cantidad de movimiento y continuidad para una seccién recta constante, sin rozamien-

to. Eliminando ¢ y diferenciando, se obtiene,

p+rg:C[e' dp:i:CZ



En el punto de maxima entropia de la linea de Rayleigh,

= \/d_T’
dr

prevalece, M =1, por lo que se tienen condiciones sénicas. Al aportar calor al flujo supersénico se
logra que el nimero de Mach del flujo descienda hacia, M =1, y si se aporta la cantidad de calor
precisa, M =1. Si se aporta més calor, se produce estrangulamiento y se modifican las condicio-
nes en el extremo aguas arriba (bloqueo a la entrada), tendiendo a reducirse el flujo masico.

Al aportar calor al flujo subsénico se logra un aumento en el nimero de Mach hacia valores,
M = 1; un exceso de calor origina un estrangulamiento, y se produce un reajuste con disminucién
del flujo masico aguas arriba.

De la ecuaciéon de la energia se observa que una medida de la cantidad del calor aportado, es
el aumento de la presion isentrépica de estancamiento; teniendo en cuenta las ecuaciones,

c2=gRTM2 ; p=rRT ; c= & ; pc=GRT ; rc2=gpM
Vv

De la ecuacién de la cantidad de movimiento, p + gp M2= Ct e, se obtiene:

1 +
p1+9p1 M = p2 + gp2 M ; 81:9'\’5
2 1+gM

que para el caso limite, pg = p*, cuando, Mg = 1, queda en la forma,

p 1+4g
p* 1+ gW?

siendo p la presién en un punto cualquiera del conducto y M el nimero de Mach correspondiente.
Para régimen subsoénico, si M aumenta hacia la derecha, p debe disminuir, y para régimen
supersonico, si M disminuye hacia la derecha, p tiene que aumentar.
Para obtener las relaciones entre temperaturas, se parte de la ecuacion de la energia,
gR gR c2

Cp To= To = T+
P07 g1 % goa 2

en la que Ty es la temperatura isentrépica de estancamiento y T es la temperatura de la

corriente libre en la misma seccién; aplicandolo a las secciones 1 y 2, y dividiendo por,

gR T
g-1

se tiene,
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Tou M i

=1 -1 1
T + (g )219'3 Tor  2+(g-DM T
To2 _ 1, _1)l%'|' Toz 2+(g-DM T
= g .
T 2°p

La relacion T—l se puede determinar en funcién del niimero de Mach teniendo en cuenta las ecua
2

ciones,
T r
Gases perfectos, L Pifa
T2 par2
. . ry ¢,
Ecuacién de continuidad, — = —
2 Ci
-_& U
JIRT: ! C1 My Ty Iz
My = ——2 ?/ C2 M YTz rg
JART> b
Asimismo,
pr_lroM o oM [T
P2 1+gM T r1 M T

T 1+gMs
T, 1+gM M

Tor _ 1+9M M, 2+(g- DM

Tz 1+gM2 Mo 2+(g- 1)M

Al aplicar esta ecuacion a la secciéon aguas abajo donde, Tye = Ty*, y, Mg = 1, resulta para la

seccién aguas arriba,

To  (g+ DM {2 +(g- 1) M}
To (1 + gM?)2

La cantidad de calor g intercambiada por unidad de masa para, M =1, a la salida, es,

q= Cp(TS'TO)

FLUJO ISOTERMICO PERMANENTE EN TUBERIAS LARGAS.- En el analisis del flujo isotér-
mico de un gas perfecto a través de tuberias largas, no se pueden aplicar las ecuaciones de las
lineas de Fanno (que se aplican al flujo adiabatico), ni las de Rayleigh, (que se aplican al flujo sin
rozamiento), por lo que hay que desarrollar un método que permita encontrar el sentido de la
variacién de las propiedades con el nimero de Mach. Las ecuaciones adecuadas son,
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dp | rc?

Cantidad de movimiento, — + d —dc =0
p 2d p
dar
Ecuaciéon de estado,pV=Ce ; rB =Ce ; d_pp =
Ecuacién de continuidad, rc = Ce ; dr_p = - dTC
.z . g- 1 2

Ecuacion de la energia, To=T (1 + M)

) 9
Presién de estancamiento, po=p (1 + M2 )9l

siendo,

Ty la temperatura isentropica de estancamiento en la seccion donde la temperatura constante de la
corriente libre es Ty el numero de Mach es M

po la presion en la seccion de p y M, reduciendo isentropicamente a cero la velocidad.

De todo ello se deduce que,

2
c=cs M= JgRTM ; %:ﬂ"z dm

M 2 M2
r cdc c? r c2 2 MR
- cde _ 55 \igMm= gMdM Y
D RT RT D RT
dp _ dr _ gc - dM _ I M 1 dx
P r ¢ 2 M 1-gM 2d

Como dx es positivo en la direcciéon aguas abajo, se saca la conclusiéon que las propiedades

varian segtn que M sea menor o mayor que ,/1/g

Para, M< ‘/g , la presion y la densidad disminuyen, y la velocidad y el nimero de Mach aumentan.

Para, M> ‘/I , se invierten los sentidos, por lo que el nimero de Mach tiende siempre a ‘/I enlu -
g g

gar de a la unidad, que es el valor a que tiende en el flujo isotérmico en tuberias.

Para determinar la direccién del intercambio térmico, se diferencia respecto Ty la ecuacion,

To=T1 + 9_21 MR )

y se divide por ella misma, teniendo en cuenta que T es constante, obteniéndose,

dTo _ 9-1 AVE = g(g- DM | dx
To 2+(g- )M (1-gM?) (2+(g-1)M?) d
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que muestra que la temperatura isentrépica de estancamiento aumenta cuando M<,/1/ g lo cual

indica que el calor se transfiere al fluido.

Cuando M>,/1/ g, el intercambio de calor es desde el fluido

Teniendo en cuenta las ecuaciones,

9
I\/IZ) gl

Ppo=p @ + 4

se obtiene,

dpo _2-(g+ DM gM? | dx
po 2+(g-1)M gM?-1 2d

\Lm’ix \1/\/5 1 - gl\/? q

| 1 C PLpgy  1- gMWP
7Q *=-5Q ~—w I g

= T\

+1n (gM?)

o

en la que L4« representa la longitud maxima del tuberia; para longitudes mayores se produce

estrangulamiento y disminuye el flujo masico.
La variacién de presion es,

P 1 IO gwe t

_ P _
Q p°-"2Q w i 5 Mo

en las que el superindice ( “t) indica las condiciones en M=,/1/ g

M y p representan los valores en cualquier otra secciéon aguas arriba.
XIL.11.- AERODINAMICA COMPRESIBLE SUBSONICA Y TRANSONICA.

El parametro fundamental que caracteriza este campo es el nimero de Mach. En el campo
comprendido entre, 0,6 <M < 1. los valores de r y cg son variables de un punto a otro.

Supongamos que en una particula infinitesimal o foco puntual de perturbaciéon P se produce
una perturbacién, que se puede originar, por ejemplo, cuando una particula material aumenta
repentinamente de volumen, creando una compresion a su alrededor. Los casos que se pueden
dar son los siguientes,

a) El foco de perturbacién P se mantiene fijo, c¢= 0, Fig XII.17.a; si un manantial puntiforme
de perturbaciones es estable, la perturbacién se propaga en forma de una onda esférica; los dife-
rentes frentes de onda constituyen esferas concéntricas.

b) El foco de perturbaciéon se mueve con velocidad menor que la velocidad del sonido, régimen
subsénico, ¢ < ¢;, M < 1, 0 lo que es lo mismo, con velocidad menor que la velocidad de propaga-

cion de la onda de perturbacion que se origina, Fig XII1.17.b; si el manantial se mueve a velocidad
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subsénica, no se dan esferas concéntricas, sino esferas desplazadas porque la perturbacion se
aleja del manantial en la direccién del movimiento, con una velocidad que es la diferencia entre la
velocidad del sonido y la velocidad del manantial, dando asilugar a ondas que se espesan por una
parte.

El foco de perturbacién P se mueve con velocidad c; al cabo de un tiempo ¢ ha recorrido un
espacio, (PP') = ¢ t. En la FigXII.17.b se ha dividido el intervalo # en cuatro intervalos iguales t/4.
En el instante t/4 el foco de perturbacién ha recorrido una distancia, ct/4. La perturbacién se
propaga desde cada posicién que ocupa el foco con la velocidad cg, de manera que el frente de
onda al transcurrir un tiempo se halla en una esfera de centro P y radio, cs t. Las restantes per-
turbaciones se iniciaron en tiempos, t/4, t/2 y 3t/4, mas tarde, y sus ondas respectivas se
encuentran en el interior de esferas de radios, cst/4, cst/2 y 3 cst/4, respectivamente. En este
caso la perturbacién llega al punto P' antes de que llegue al mismo punto el foco que la produce.

Por lo tanto, en el caso de velocidades subsénicas, ¢ < cg, la particula anuncia su llegada por
medio de una onda de presion, que llega antes que ella, por lo que el fluido que se encuentra aguas
abajo se puede adaptar, al menos parcialmente, al movimiento de la particula.

a) Velocidad subsonica; b) Manantial en movimiento a velocidad subsénica
c) Manantial en movimiento a velocidad sénica
Fig XII.17.- Propagacién de las perturbaciones para diversas velocidades del manantial perturbador
en régimen subsoénico

¢) El foco de perturbacion se mueve con velocidad igual a la del sonido, régimen transénico,
¢ =cg, M =1, Fig XII.17c; si el manantial se mueve a velocidad sénica, las distintas esferas se
tocan.

El foco puntual de perturbacion llega al punto P' al mismo tiempo que la perturbacion. El
frente de onda es siempre tangente a un plano normal a la direccién del movimiento, llegando
simultaneamente a este plano las perturbaciones originales en los diferentes puntos de la tra-
yectoria (PP").

El teorema de Bernoulli se puede aplicar al estudio de la aerodinamica subsénica y transéni-

ca; si se supone el movimiento isentrépico se tiene que, p=k r 9, y se puede deducir que el salto de

presiones, entre la presion local y la no perturbada, es,

rc? 2-
Dp=?{1+¥+ﬁgl\/ﬂ+...}
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de lo que resulta que en los puntos de parada la presién es mayor que la presién dinamica y es
tanto mayor cuanto mas crece M; algunos valores de Dp respecto de M son,

M 0,2 04 0,6 08 0,9
Dp 1,01 1,04 1,095 | 1172 1,22

Ecuacion de Laplace.- La ecuacion de Laplace se puede aplicar al campo de la aerodina-
mica, pero se transforma en una ecuacién muy compleja, en derivadas parciales de segundo
orden, no lineal, porque los coeficientes de las incégnitas contienen en si mismos la incégnita.

La solucién se consigue, por ejemplo, con la simplificacién de linealizacion, en la que,

a) Hay que aplicar una transformacion de coordenadas de manera que la ecuacion resulte lineal en las
nuevas variables.

b) Hay que admitir que las velocidades incrementales provocadas por el cuerpo en la corriente sean muy
pequerias en relacion a, ¢ y cs (hipotesis del cuerpo delgado, poco arqueado, con un angulo de incidencia a

pequerio; método de las pequenias perturbaciones).

Supongamos un ala de perfil biconvexo y de borde agudo, colocada en el seno de una corrien-
te, cuya velocidad aumenta progresivamente. Mientras el flujo es lento, el fluido se comporta
como si fuese incompresible, con un coeficiente de sustentaciéon Cyp, pero cuando el flujo
aumenta la velocidad de tal manera que el valor del nimero de Mach se acerca a, M =1, se hace
sentir la influencia de la compresibilidad, sin que, no obstante, en ningiin punto del campo la
velocidad sea supersonica.

La zona transénica se define como la zona del nimero de Mach de la aproximacién en la que
alrededor del perfil de ala se produce flujo subsénico y supersonico, es decir, en estas condiciones
el flujo sobre el cuerpo acelera su velocidad, como sabemos, hasta alcanzar el valor sénico, M =
1, a pesar de que la velocidad por delante del cuerpo sea todavia subsénica, dando lugar a una
representacion que se consigue visualizar Fig XI1.18, formandose ondas de Mach antes de que se
alcance el espesor maximo del perfil; en el interior del contorno delimitado por la linea de puntos
la velocidad es supersoénica.

Después de haber superado la zona de méaximo espesor, el flujo se hace més lento y la veloci-
dad tiende de improviso a hacerse subsdnica, en medio de una onda de choque. El nimero de
Mach minimo por delante del cuerpo, necesario para que aparezca una zona supersonica es el
numero de Mach critico, M., y es netamente inferior a 1.

En el campo subsénico la ecuaciéon de Laplace es,

23 23 23
LI I o
x2  fy2  fy2

{1- ™M

con, 1 - M2, positivo (ecuacién de tipo eliptico, con solucién regular en todo el campo) mientras en
el campo transoénico el segundo miembro de la ecuaciéon no es ya igual a 0 sino que toma el valor,
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M(g+1) fi T
Cc fix x2

y no es despreciable.

La ley de semejanza de Prandtl-Glauert permite pasar de un perfil de ala delgado en una
corriente incompresible (o a un determinado valor subsénico de M), a las presiones y sustenta-
ci6n del mismo perfil, pero para otro valor subsénico de M, considerando en una corriente com-
presible

un perfil cuyo espesor se ha aumentado en, , por lo que,

1
J1- M2
C, = Cuo

V1- M

en la que My es el niimero de Mach de la velocidad de aproximacioén relativa al perfil de ala, por lo
que el coeficiente Cy, de sustentaciéon aumenta cuando aumenta el nimero Mach hasta la zona
transoénica; el coeficiente de arrastre aumenta grandemente en esa zona; incluso las presiones y
los coeficientes C quedan multiplicados por la misma relacién. Cy es el coeficiente de sustenta-
cién en flujo incompresible.

La experimentacién en condiciones reales demuestra que los valores teéricos de las presio-
nes, a partir de, 0,5 <M < 0,6, son mas elevados que los valores reales, porque se desprecia el
influjo de la compresibilidad.

Mas acordes resultan otras teorias, como la de von Karman-Tsien, segin la cual el coefi-

ciente de presiones en régimen compresible C, es,

En cambio, la ley de semejanzas de Gothert es exacta, mediante la cual, al variar M se pasa
de un mismo cuerpo en régimen incompresible a cuerpos distintos en régimen compresible.
En el caso de alas finitas, se pasa a otras alas mas delgadas, de envergadura menor y de

alargamiento reducido en

V1 - M?

el valor del coeficiente Cy, aumenta en, 1 - M?, mientras la incidencia se reduce en,

1
1- M

De cualquier modo, por encima de un determinado valor de M, los resultados experimentales

y los tedricos son netamente divergentes, porque en los primeros la presion y el coeficiente Cy,
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caen bruscamente; por otra parte la teoria ignora la resistencia, es decir, se produce el fené-
meno denominado crisis de la compresibilidad, que se manifiesta para valores de M tanto meno-
res cuanto mayor es el valor local del gradiente de presién adverso y cuanto mayores son el
espesor del perfil y su incidencia.

Para velocidades de aproximacion grandes en la zona transénica se forma una onda de cho-
que separada delante del perfil del ala, con flujo subsénico entre ella y la parte delantera del per-
fil; para My mayor, la onda de choque separada se aproxima al borde frontal del perfil; cuando

llega a tocar dicho borde el flujo es supersénico en todas partes.

Si el ala tiene el borde inclinado (ala en flecha o ala delta) actia sobre la formacién de la
depresion sé6lo la componente, ¢ cos j, siendoj el angulo de flecha del lugar de los puntos situa-
dos en el 25% de la cuerda alar, mientras, c sen j , da lugar solamente a una ulterior resistencia
de rozamiento a lo largo de la abertura.

La crisis de la compresibilidad es practicamente insignificante para cuerpos en forma de
huso, mientras que en la interferencia reciproca entre ala (o cola) y fuselaje se nota considera-
blemente; por lo tanto es necesario dar al fuselaje una forma delgada en relacién al acopla-
miento del ala de la cola o de la cabina, de manera que en su conjunto, la forma del fuselaje no
presente salientes.

XII.12.- AERODINAMICA SUPERSONICA

El parametro fundamental es el nimero de Mach; en régimen supersoénico, ¢ > cs, M > 1.

Mas alla de M = 5, se entra en la aerodinamica hipersénica. La velocidad del sonido, c=
dp/dr, es como sabemos, la velocidad de propagacién en un fluido de densidad r , de pequenas per-
turbaciones de presién.

Si un manantial de perturbaciones se mueve a la velocidad ¢ supersénica, la perturbacién
no puede adelantarla y queda limitada en una corriente plana formada por dos ondas de Mach, al
interior del cono de Mach, Fig XII1.18, que tiene el vértice en el manantial y un angulo de semia-
bertura, cuyo seno es,

1 - Cs
M C

por lo que, una corriente supersoénica tiene la propiedad de que las perturbaciones de presién no
se transmiten a la misma por delante de los puntos que las crean; una fuente de perturbacion
sélo puede afectar a los puntos contenidos en su cono de Mach y sélo puede ser afectada por los
puntos contenidos en su anticono de Mach, obtenido prolongando las generatrices del cono mas
alla del vértice.

En régimen supersoénico, la velocidad ¢ del foco es mayor que la velocidad cg del sonido;
cuando el foco se encuentra en P se origina una onda esférica de presion, pero en el tiempo ¢ que
invierte el cuerpo en llegar al punto P' la particula ha recorrido una distancia mayor que el radio

de la esfera de centro P y radio cst. Al pasar el foco de perturbacién por los puntos intermedios

entre P y P' se originan ondas esféricas, cuyos frentes de onda en el instante ¢ se hallan dibuja-
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dos en la figura con radios 3 cst/4, cst/2 y cst/4 respectivamente. Asi se origina un frente de onda
conico con vértice en P', Fig XII.18.
El semidngulo q de este cono es,

Cgt

Cc
g=arcsen = arcsen — = arc sen
C

Cs

se conoce con el nombre de angulo de Mach, y la generatriz del mismo cono se denomina linea de

Mach.
mﬂ) p
cst %
ct |

Fig Xl1.18.- Propagacion de las perturbaciones del manantial perturbador en régimen supersénico

En la corriente supersoénica la perturbacién queda concentrada en el interior de este cono, lla-
mado cono de perturbacion, y no se transmite al exterior del mismo.

Mientras que en el movimiento permanente de un cuerpo en régimen subsénico se establece
una distribucién continua de presién y velocidad, en régimen supersoénico el cono de perturbacion
constituye una superficie de discontinuidad. Ademas, las perturbaciones no se amortiguan al
aumentar la distancia a los puntos que las originan.

El factor, 1 - M2, de la ecuacién de Laplace que hemos aplicado en aerodinamica subsoénica y
transoénica, es de valor negativo; matematicamente esto da lugar a soluciones que presentan
una discontinuidad (representada fisicamente por el cono de Mach), que separa la region en que
la solucién es imaginaria, de aquella en la que es real.

Supongamos que la presion en un punto de una corriente supersénica se modifica progresi-
vamente mediante sucesivas variaciones de valor iguales a, Dp.. Las variaciones de presion, a
velocidad supersénica se propagan en el fluido por medio de ondas de Mach. Si la presién en un
punto disminuye, en €l se origina una onda de expansion, M, que forma el angulo de Mach my,
con la direccién de la corriente.

Un ulterior Dp produce analogos efectos, por lo que se tiene finalmente un abanico de ondas
de expansién My, Ms... , Fig XII1.19.a.

Fig XlI.19.- Ondas de Mach, a) En una corriente supersonica en la que la velocidad aumenta
b) En una corriente supersonica en la que la velocidad disminuye, formandose una onda de choque
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En cambio, si la presién aumenta se origina una onda de compresiéon que forma un angulo my,

con la direcciéon de la corriente y la zona de la corriente estara limitada anteriormente por dicha
onda. Como M disminuye, al producirse el siguiente incremento de presiéon Dp, la onda de Mach,
inclinada un angulo, M, > my, se desplaza hacia adelante con relacién a la onda precedente y asi
sucesivamente. Por ello, las sucesivas ondas de compresion tienden a superponerse y a situarse
segun una direccién limite, menos inclinada que la primitiva onda de Mach, en la direccién de la
corriente y en correspondencia con la cual se forma una onda de choque; por consiguiente, no se
trata de un fenémeno gradual como en el caso anterior, sino discontinuo, Fig XI1.19.b, con un
brusco salto de presién, temperatura y densidad Fig XII.20.

Propagacion de la onda—
P

PN\

—c
— oo

Espesor onda
Onda de choque tedrica Onda de choque real

Distancias Distancias Distancias

Fig XI1.20.- Variacién de la presién, temperatura y densidad en la formacién de la onda de choque

(d)

a) Onda de choque separada, en el caso de un cuerpo de perfil no agudo; b) Perfil plano inclinado (onda de choque con linea con-
tinua, ondas de expansion con linea de trazos); c) Perfil de doble diedro con angulo de incidencia nulo; d) Perfil de doble diedro
con angulo de incidencia mayor que el semiangulo del anterior; e) Perfil curvo (Forma teérica de la onda inicial de choque y de

las ondas de expansion); f) Perfil curvo (Forma real de la onda inicial de choque y de las ondas de expansion)

Fig XI1.21.- Aerodindmica supersoénica

En el interior de la onda de choque, el aire se comprime y se calienta; el calor (absorbido a
baja temperatura) es devuelto a temperatura mas alta, por lo que, segin el Segundo Principio
de la Termodinamica, tiene lugar una pérdida de energia mecédnica que se disipa en forma de
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calor con aumento de entropia y aparicién de una resistencia debida al choque (resistencia de
choque) que es maxima para la onda de choque normal, es decir, perpendicular a la direccién de
la velocidad.

La disipacion no se podria efectuar si en la onda de choque, a causa del fuerte gradiente de
velocidad, no se manifestara un rozamiento considerable.

Las relaciones entre algunas magnitudes antes y después de la onda de choque se pueden
obtener no sé6lo analiticamente, sino también por medio de la construccion grafica de la polar de
choque (Busemann).

La onda de choque no sélo puede ser normal sino también inclinada; si el cuerpo no es agudo,
la onda se separa (onda de choque separada Fig XII.21.a); en el centro se hace normal, y detras
de la misma la velocidad es subsénica.

No obstante, a velocidades supersoénicas elevadas, a veces es necesario renunciar al borde
agudo y admitir la fuerte resistencia de onda, con el fin de evitar calentamientos excesivos a
causa del rozamiento.

Si consideramos un perfil plano inclinado, en el borde de ataque se forman, por un lado un
abanico de ondas de expansién y por el otro una onda de choque, mientras que en el de salida
sucede lo contrario Fig XII.21.b; si el perfil es de doble diedro con un angulo de incidencia nulo se
forman dos ondas de choque en el borde de ataque, ondas de expansion en las aristas interme-
dias y dos ondas de choque en el borde de salida, Fig XII.21.c; si el angulo de incidencia es mayor
que el semiangulo del diedro anterior se obtienen resultados analogos, Fig X11.21.d, al caso del
perfil plano inclinado.

Si el perfil es curvo, en la realidad no se obtiene la onda rectilinea de la Fig XII.21.e, sino una
onda curvada Fig XII.21.f, a causa de la interferencia entre la onda de choque inicial con las de
expansion.

La teoria de Busemann basada en las teorias de la onda de choque y de la corriente en
expansion permite un calculo preciso (rozamiento aparte) de las presiones que actiian sobre el
perfil supersénico cuando todo el campo es supersénico, por lo que, por integraciéon, permite
obtener los coeficientes de sustentacion y de resistencia (resistencia de onda y resistencia de
choque).

En cuanto a los cuerpos conicos, presentan la caracteristica de que todas las magnitudes de
la corriente son constantes a lo largo de cada radio que parte del centro del campo, por lo que,
cortando el cono normalmente al eje, el campo aerodinamico anterior al corte no se ve afectado
en corriente supersoénica por las variaciones que se producen en la parte posterior al corte.

El campo cénico se puede estudiar con el método de la hodégrafa (Busemann).

En el caso de cuerpos de revolucion, la onda de choque que se forma en la punta se suele con-
siderar, inicialmente, cénica con la inclinacién debida al angulo de desviacién inicial (es decir, se
sustituye en una cierta longitud el perfil del cuerpo por su tangente en la punta); en correspon-
dencia el campo entre onda y cuerpo es cénico.

Para cada radio se definen las componentes de la velocidad y el niimero de Mach, de manera
que puede trazarse la caracteristica que parte del cuerpo en el punto en el que la generatriz deja
de ser cénica, hasta el encuentro con la onda de choque. A partir de ella se empieza la construc-

X1.-262



cién de toda la red de caracteristicas.
La aproximacion del resultado se puede aumentar haciendo las mallas mas pequenas.

XI1.13.- AERODINAMICA HIPERSONICA

A velocidades supersoénicas elevadas, M > 5, los fenémenos fluidodinamicos se modifican
parcialmente a causa de la aparicién de nuevos fenémenos fisicos y quimicos debidos a la trans-
formacién de la energia contenida en el gas, los cuales difieren de las transformaciones termodi-
namicas que tienen lugar en el fluido compresible.

El estudio de estos fenémenos presenta mayores dificultades por los siguientes motivos,

a) No puede linealizarse la ecuacion del movimiento

b) A causa de la fuerte curvatura de las ondas de choque, los elevados gradientes de entropia impiden
suponer que el movimiento sea isentropico

¢) La interaccion entre la capa limite y la corriente exterior es muy importante

Los fenémenos fisicos y quimicos dependen de las temperaturas elevadas que se alcanzan
detras de la onda de choque y en la capa limite, las cuales excitan los grados de libertad y vibra-
cién de las moléculas en 4tomos y producen la ionizacién de ambos y también la formacién de
nuevos compuestos que no se encuentran a baja temperatura, pasandose a una nueva disci-
plina denominada aerotermoquimica.

Si se desprecian la conduccién de calor (flujo adiabatico), la temperatura de un punto de
estancamiento T es,

=T(1+g-lM2)

c?
TO=T+2C >

p

donde T es la temperatura estatica de la corriente libre del fluido a la velocidad ¢ respecto a un cuer-

po inmerso en el fluido. Para el aire, g =1,4, se tiene,
To=T(1 + 0,2 M2)

Para M =5, la temperatura de estancamiento es 6 veces la temperatura estatica de la
corriente fluida.

Por otra parte, los diferentes grupos moleculares y atémicos que se forman con elevados gra-
dientes de concentracion, temperatura y presion, dan lugar a procesos de difusién que se deben
estudiar con los métodos de la gasodinamica de las mezclas, por lo que se deben aplicar los con-
ceptos de la teoria cinética de los gases, atin en el caso de que el medio sea continuo.

Si a los grados de libertad de traslacién y rotacion de las moléculas también se anade el de
vibracién, con las consiguientes disociaciones e ionizaciones, varian los calores especificos y la
relacién entre los mismos.

Las transferencias de energia para obtener la disociacién, recomposicién, ionizacién o su
anulacién requieren cierto tiempo (tiempo de reaccion), del que depende el estado de equilibrio
termodinamico (cuasi equilibrio o no equilibrio) del gas.
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La forma de las corrientes hipersénicas se distingue de la que presentan las supersénicas
por la mayor proximidad de la onda de choque al cuerpo; el espacio comprendido entre ambos es
la capa de choque.

Si el cuerpo no es suficientemente agudo la onda esta separada y detras de ella la velocidad
es subsénica.

La fuerte curvatura del choque da lugar a un fuerte gradiente transversal de entropia y, por
lo tanto, a una corriente rotacional; esta estela entrépica, mas ancha cuando la onda esta sepa-
rada, contiene en su interior la estela viscosa debida a la separacién de la corriente.

Si los tiempos de reaccion son suficientemente pequefios o las correspondientes velocidades
suficientemente grandes, el estado del gas es muy parecido al que corresponde al equilibrio ter-
modindmico y la mayor parte de la transferencia de energia tiene lugar en la onda de choque,
después de la cual el gas puede considerarse en equilibrio.

Si los tiempos son muy grandes o las correspondientes velocidades muy pequenias, la trans-
ferencia de energia sélo tiene lugar en una pequeia parte en la onda de choque, y continta en el
fluido posterior a la misma, pero la energia transferida en todas partes es pequefia y, por consi-
guiente despreciable, el gas se encuentra en estado estacionario y su comportamiento obedece a
la ecuacién de estado,

pv=(1+ART

con un porcentaje A de moléculas disociadas que se mantiene constante mientras el proceso es
estacionario.

Para valores de M grandes, la corriente también se congela, en el sentido de que su forma y
los coeficientes de presién, como se confirma experimentalmente, se hacen independientes de M.

Por lo que se refiere a los métodos de calculo debe observarse que, como en el caso de
corriente transodnica, el sistema de linealizar la ecuacién del movimiento en la hipétesis de
pequeiias perturbaciones no puede aplicarse, ya que los términos térmicos en M (que es grande)
del segundo miembro, no son despreciables. No obstante, es posible deducir leyes de semejanza
(Tsien) que, conocido un resultado para un caso particular, permiten determinar a partir de él
otro resultado para otro caso, a igualdad de valor de los parametros de semejanza.

Dado que los cuerpos utilizados a velocidades hipersénicas son mas o menos romos por su
parte anterior, para evitar su deterioro por el aumento de temperatura debido al calentamiento
aerodindmico, se hace uso frecuentemente de teorias distintas de la de las pequefias perturba-
ciones, una de las cuales es la newtoniana, basada en la hipétesis de la capa de choque muy del-
gada.

Newton supuso para el fluido una constitucién corpuscular y estudié el caso de la placa
plana inclinada un 4ngulo a, admitiendo que el choque fuera inelédstico y manteniendo la veloci-
dad sin perturbar; con estas hipétesis, la presion que actiia sobre la placa se expresa por,

p =r up sen2a
relacién que resulta errénea en el caso de velocidades normales; sin embargo esta muy préxima
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a la realidad para valores elevados de M y para una capa de choque delgada y no viscosa,
cuando la superficie de choque tiene aproximadamente la misma inclinacion que la del cuerpo.
En el caso de velocidades hipersénicas, dada la baja densidad y la elevada temperatura, la
capa limite es muy gruesa, dando lugar a una modificacién del perfil del cuerpo, lo que origina la
formacién de una onda de choque, aun en el caso de una placa plana aguda de incidencia nula.
Entre esta onda de choque y la capa limite existe una zona en la que tiene lugar una interfe-
rencia entre la capa limite y la corriente exterior que modifica la curva de presiones sobre el
cuerpo, en este caso, la placa plana; asi, en lugar de una presién constante p, presenta un fuerte

gradiente de presion (interaccion hipersénica), definido por el parametro,

pTW:1+O,48x . x <10

h T
Ew o c=0 T @, 2-140198(g-1)M
Re h To T

X

siendo h la viscosidad dinamica, g el coeficiente adiabatico y 0 condiciones de estancamiento.

En un fluido real, debido a la presencia de la viscosidad, el calor desarrollado en la capa limite
por rozamiento produce un calentamiento aerodindmico que predomina en el disefio de aviones
avanzados.

Este problema se puede resolver por algunos métodos, como,

a) Sumidero de calor, que emplea una masa refrigerante que absorbe el calor generado sin llegar a
sobrepasar la temperatura de los materiales.

b) Método de ablacion, que consiste en fabricar los bordes exteriores delanteros con materiales malos
conductores del calor (aislantes), de forma que fundan o sublimen mientras la superficie interior, a proteger,

permanezca fria.
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Flujo compresible unidimensional sin friccién (y=1,0)

LINEA DE RAYLEIGH

Flujo compresible unidimensional sin friccion (y=1,1)

To_-T P Po vV To T P Po v
M o T p’ Po va M To T P’ Po 2
0,00 0 2 1,213 0 0,00 0 0 21 1,228 0
0,05 0,00995 | 1,995 1,212 0,0050 0,05 0,01044 | 0,0109 2,004 1,226 | 0,00524
0,10 0,03921 1,980 1,207 0,0198 0,10 0,04111 0,0432 2,077 1,221 0,02077
0,15 0,03603 | 1,956 1,200 0,0440 015 0,09009 | 0,0945 2,049 1213 | 0,04611
0,20 0,14793 | 1,923 1,190 0,0769 0,20 0,15444 | 0,1618 2,011 1,203 | 0,03046
0,25 0,2215 1,882 1,178 0,1176 0,25 0,2305 0,2413 1,965 1,190 0,1228
0,30 0,3030 1,835 1,164 0,1651 0,30 0,3144 0,3286 1,911 1,174 0,1720
035 0,3839 1,782 1,149 0,2183 035 04020 | 0,4195 1,851 1,157 0,2267
0,40 0,4756 1,724 1,133 0,2758 0,40 04898 | 0,5102 1,786 1,140 0,2857
0,45 0,5602 1,663 1,116 0,3363 0,45 0,5746 0,5973 1,717 1,122 0,3478
0,50 0,6400 1,600 1,0097 | 0,4000 0,50 0,6540 | 0,6782 1,647 1,104 0,4118
0,55 0,7132 1,536 1,0334 0,4645 0,55 0,7261 0,7510 1,576 1,0367 0,4766
0,60 0,7735 1,471 1,0679 | 0,5294 0,60 0,7898 | 0,8147 1,504 1,0702 | 0,5416
0,65 0,8352 1,406 1,0534 | 0,5940 0,65 0,8446 | 0,8634 1,434 1,0550 | 0,6057
0,70 0,8823 1,342 1,0402 | 0,6577 0,70 0,8902 | 0,9123 1,365 1,0412 | 0,6686
0,75 0,9216 1,280 1,0285 0,7200 0,75 0,9270 0,9467 1,297 1,0291 0,7297
0,80 0,9518 1,220 1,0186 | 0,7805 0,80 0,9554 | 0,9720 1,232 1,0189 | 0,7887
0,85 0,9740 1,161 1,0107 | 0,8389 0,85 0,9761 | 0,9892 1,170 1,009 | 0,8453
0,90 0,9890 1,105 1,0048 | 0,8950 0,90 0,9899 | 0,0989 1,111 1,0050 | 0,8995
095 0,0974 | 10512 | 1,002 | 0,488 095 0,976 | 1,0073 | 1,538 | 1,0013 | 0,9511
1,00 1 1 1 1 1,00 1 1 1 1 1
1,05 0,0976 | 09512 | 1,0013 | 1,0488 1,05 0,9979 | 0,9930 | 0,9490 | 1,0013 | 1,0463
1,10 0,0910 | 0,9049 | 1,0052 | 1,0051 1,10 0,9919 | 09821 | 0,009 | 1,0051 | 1,0901
1,15 0,9807 0,8611 1,0118 1,1389 1,15 0,9827 0,9679 0,8555 1,0116 1,1314
1,20 0,9675 0,8197 1,0214 1,1802 1,20 0,9710 0,9511 0,8127 1,0209 1,1703
1,25 0,9518 0,7805 1,034 1,220 1,25 0,9572 0,9322 0,7724 1,0331 1,207
1,30 0,9342 0,7435 1,050 1,257 1,30 0,9418 0,9118 0,7345 1,0483 1,241
135 09151 | 0,7086 1,069 1,291 135 09251 | 0,8902 | 0,6989 | 1,0665 1,273
1,40 0,8048 | 0,6757 1,002 1,324 1,40 0,9074 | 0,8678 | 0,6654 1,088 1,304
1,45 0,8737 0,6447 1,119 1,355 1,45 0,8892 0,8449 0,6339 1,113 1,333
1,50 08521 | 0,6154 1,150 1,384 1,50 08706 | 08217 | 0,6043 1,141 1,360
1,55 0,8301 0,5878 1,186 1,412 1,55 0,8518 0,7984 0,5765 1,173 1,385
1,60 0,8030 | 0,5618 1,226 1,438 1,60 08329 | 0,7753 | 0,5503 1,210 1,400
1,65 0,7859 0,5373 1,271 1,463 1,65 0,8141 0,7524 0,5257 1,251 1,431
1,70 0,7639 | 05141 1,323 1,486 1,70 0,7955 | 0,7298 | 0,5025 1,297 1,452
1,75 0,7422 0,4923 1,381 1,508 1,75 0,7771 0,7076 0,4807 1,347 1,472
1,80 0,7209 0,4717 1,446 1,528 1,80 0,7591 0,6859 0,4601 1,403 1,491
1,85 0,7000 0,4522 1,519 1,547 1,85 0,7415 0,6648 0,4407 1,465 1,508
1,90 0,6795 | 04338 1,600 1,560 1,90 07243 | 06443 | 0,4224 1,532 1,525
1,95 0,6595 0,4164 1,691 1,584 1,95 0,7076 0,6243 0,4052 1,607 1,541
2,00 0,6400 | 0,4000 1,793 1,601 2,00 06914 | 0,6049 | 0,3889 1,639 1,556
2,05 0,6211 | 0,3844 1,007 1,601 2,05 06756 | 05562 | 0,3735 1,780 1,570
2,10 0,6027 | 0,3697 2,034 1,630 2,10 0,6603 | 05681 | 0,3589 1,879 1,583
2,15 0,5849 0,3557 2,176 1,644 2,15 0,6456 0,5506 0,3451 1,987 1,595
2,20 0,5677 0,3425 2,336 1,657 2,20 0,6313 0,5337 0,3321 2,106 1,607
2,25 0,5510 0,3299 2,515 1,670 2,25 0,6172 0,5174 0,3197 2,237 1,618
2,30 0,5348 0,3179 2,716 1,682 2,30 0,6042 0,5017 0,3097 2,380 1,629
2,35 0,5192 0,3066 2,942 1,682 2,35 0,5914 0,4866 0,2968 2,537 1,639
2,40 0,5042 0,2959 3,197 1,704 2,40 0,5750 0,4720 0,2863 2,709 1,649
2,45 0,4397 0,2857 3,484 1,714 2,45 0,5671 0,4550 0,2763 2,897 1,658
2,50 0,4757 0,2759 3,808 1,724 2,50 0,5556 0,4444 0,2667 3,104 1,667
2,55 0,4621 0,2666 4,175 1,733 2,55 0,5445 0,4314 0,2576 3,332 1,675
2,60 0,4490 0,2577 4,591 1,742 2,60 0,5335 0,4189 0,2489 3,551 1,683
2,65 0,4364 0,2493 5,064 1,751 2,65 0,5235 0,4068 0,2406 3,555 1,690
2,70 0,4243 0,2413 5,602 1,759 2,70 0,5136 0,3552 0,2328 4,156 1,697
2,75 0,4126 0,2336 6,215 1,768 2,75 0,5041 0,3840 0,2253 4,487 1,704
2,80 0,4013 0,2262 6,916 1,774 2,80 0,4949 0,3733 0,2182 4,551 1,711
2,85 0,3904 0,2192 7,719 1,781 2,85 0,4860 0,3629 0,2114 5,251 1,717
2,90 0,3799 0,2125 8,640 1,787 2,90 0,4775 0,3525 0,2049 5,652 1,723
2,95 0,3698 0,2061 9,699 1,794 2,95 0,4693 0,3433 0,1986 6,176 1,729
3,00 0,3600 0,2000 10,920 1,800 3,00 0,4613 0,3341 0,1927 6,71 1,734
3,50 0,2791 0,1509 41,850 1,849 3,50 0,3960 0,2575 0,1451 16,26 1,777
4,00 0,2215 0,1176 212,71 1,882 4,00 0,3496 0,2040 0,1129 42,42 1,806
4,50 0,1794 0,0941 1425 1,906 4,50 0,3160 0,1648 0,0902 115,7 1,827
5 0,1479 0,0769 12519 1,923 5 0,2909 0,1357 0,0737 322,33 1,842
6 0,1052 0,0541 2150000 1,946 6 0,2565 0,0963 0,0517 2508 1,862
7 0,0784 0,0400 1,06e+9 1,960 7 0,2356 0,07169 0,03525 18430 1,874
8 0,06099 0,03077 1,47e+12 1,969 8 0,2215 0,05536 0,02941 123000 1,882
9 0,04818 0,02439 5,74e+14 1,976 9 0,2116 0,04400 0,02331 743000 1,888
10 0,03921 0,0198 6,23e+19 1,980 10 0,2045 0,03575 0,01892 4010000 1,892
¥ 0 0 ¥ 2 ¥ 0,1736 0 0 ¥ 1,909
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Flujo compresible unidimensional sin friccién

LINEA DE RAYLEIGH

Flujo compresible unidimensional sin friccién

(y=1,2) (y=1,3)

M TolTe s plp’ po/pe VN* M TolTe A plp* po/pt VN*
0,00 0 0 22 1,242 0 0,00 0 0 23 1,255 0
0,05 0,0109 | 0,01203 2,193 1,239 0,0054 0,05 0,0114 0,0131 2,293 1,253 0,00573
0,10 0,0430 | 0,04726 2,173 1,234 0,0217 0,10 0,0449 0,0515 2,270 1,247 0,02270
0,15 0,0941 | 0,10325 2,141 1,226 0,0482 0,15 0,0980 0,1124 2,234 1,237 0,05028
0,20 0,1609 | 0,17627 2,099 1,214 0,0839 0,20 0,1673 0,1912 2,186 1,224 0,08745
0,25 0,2395 0,2618 2,047 1,199 0,1279 0,25 0,2482 0,2828 2,127 1,209 0,1329
0,30 0,3255 0,3548 1,986 1,183 0,1787 0,30 0,3363 0,3816 2,059 1,191 0,1853
0,35 0,4147 0,4507 1,018 1,165 0,235 0,35 0,4270 0,4822 1,984 1172 0,2430
0,40 0,5034 0,5450 1,846 1,146 0,2953 0,40 0,5165 0,5800 1,904 1,152 0,3046
0,45 0,5884 0,6343 1,770 1,127 0,3584 0,45 0,6015 0,6713 1,821 1,131 0,3687
0,50 0,6672 0,7160 1,602 1,1078 0,4231 0,50 0,6796 0,7533 1,736 1,1112 0,4340
0,55 0,7381 0,7881 1,614 1,0895 0,4884 0,55 0,7494 0,8244 1,651 1,0919 0,4994
0,60 0,8003 0,8497 1,536 1,0722 0,5531 0,60 0,8099 0,8837 1,567 1,0739 0,5640
0,65 0,8531 0,004 1,460 1,0563 0,6168 0,65 0,8611 0,9312 1,485 1,0574 0,6272
0,70 0,8969 0,9405 1,385 1,0420 0,6788 0,70 0,9029 0,9673 1,405 1,0426 0,6885
0,75 0,9318 0,704 1,313 1,0296 0,7388 0,75 0,0361 0,0928 1,328 1,0299 0,7473
0,80 0,9585 0,9910 1,244 1,0101 0,7964 0,80 0,614 1,0088 1,255 1,0193 0,8035
0,85 0,9779 1,0032 1,178 1,0109 0,8514 0,85 0,9795 1,0163 1,186 1,0109 0,8569
0,90 0,9907 1,0081 1,115 1,0049 0,037 0,90 0,0914 1,0166 1,120 1,0049 0,9075
0,95 0,0978 1,0067 1,0562 1,0012 0,532 0,95 0,980 1,0108 1,0583 1,0012 0,9552
1,00 1,0000 1 1 1 1 1,00 1,0000 1 1 1 1
1,05 0,981 0,0888 0,0471 1,0013 1,0441 1,05 0,982 0,851 0,0452 1,0012 1,0421
1,10 0,9927 0,0741 0,8972 1,0050 1,0856 1,10 0,933 0,9669 0,8939 1,0049 1,0816
115 0,9845 0,9564 0,8504 1,0114 1,247 115 0,9859 0,0461 0,8458 1,0111 1,1186
1,20 0,9740 0,9365 0,8065 1,0204 1,163 1,20 0,9765 0,9235 0,8008 1,0199 1,1532
125 0,9617 0,0149 0,7653 1,0322 1,196 125 0,9656 0,8996 0,7588 1,0312 1,186
1,30 0,481 0,8921 0,7266 1,0467 1,228 1,30 0,9534 0,8747 0,7194 1,0451 1,216
1,35 0,334 0,8685 0,6903 1,0640 1,258 135 0,404 0,8493 0,6826 1,0617 1,244
1,40 0,180 0,8443 0,6563 1,0843 1,286 1,40 0,0268 0,8737 0,6483 1,0809 127
1,45 0,9021 0,8199 0,6245 1,1077 1,313 145 0,0128 0,7980 0,6161 1,1028 1,295
1,50 0,8859 0,7955 0,5546 1,134 1,338 1,50 0,8986 0,7726 0,5860 1,128 1,318
1,55 0,8655 0,7712 0,5666 1,164 1,361 1,55 0,8843 0,7475 0,5578 1,155 1,340
1,60 0,8532 0,7473 0,5403 1,197 1,383 1,60 0,8701 0,7230 0,5314 1,185 1,360
1,65 0,8370 0,7737 0,5156 1,234 1,404 1,65 0,8560 0,6990 0,5067 1,219 1,379
1,70 0,8211 0,7007 0,4924 1,275 1,423 1,70 0,8421 0,6756 0,4835 1,256 1,397
175 0,8054 0,6782 0,4706 1,320 1,441 175 0,8285 0,6529 0,4617 1,296 1,414
1,80 0,7900 0,6563 0,4501 1,360 1,458 1,80 0,8153 0,6309 0,4413 1,340 1,430
1,85 0,7750 0,6351 0,4308 1,422 1,474 185 0,8024 0,6097 0,4221 1,387 1,445
1,90 0,7604 0,6146 0,4126 1,480 1,490 1,90 0,7898 0,5552 0,4040 1,438 1,459
1,95 0,7462 0,5947 0,3955 1,543 1,504 195 0,7776 0,5695 0,3870 1,493 1,472
2,00 0,7325 0,5755 0,3793 1,612 1,517 2,00 0,7655 0,5505 0,3710 1,552 1,484
2,05 0,7192 0,557 0,3641 1,687 1,530 2,05 0,7545 0,5322 0,3559 1,615 1,495
2,10 0,7063 0,5391 0,3497 1,767 1,542 2,10 0,7435 0,5146 0,3416 1,683 1,506
2,15 0,6939 0,5219 0,336 1,854 1,553 215 0,7329 0,4977 0,3281 1,755 1,517
2,20 0,6819 0,5054 0,3231 1,948 1,564 2,20 0,7227 0,4815 0,3154 1,832 1,527
2,25 0,6703 0,4895 0,3109 2,050 1,574 2,25 0,7129 0,4659 0,3034 1,915 1,536
2,30 0,6591 0,4742 0,2994 2,159 1,584 2,30 0,7034 0,4510 0,2920 2,003 1,545
2,35 0,6484 0,4595 0,2884 2,277 1,503 2,35 0,6943 0,4367 0,2812 2,097 1,553
2,40 0,6381 0,4453 0,278 2,405 1,602 2,40 0,6855 0,4229 0,2710 2,197 1,561
2,45 0,6281 0,4317 0,2682 2,542 1,610 2,45 0,6771 0,4097 0,2613 2,303 1,568
2,50 0,6185 0,4187 0,2588 2,690 1,618 2,50 0,6690 0,3971 0,2521 2,416 1,575
2,55 0,6093 0,4062 0,2499 2,849 1,625 2,55 0,6612 0,3850 0,2433 2,536 1,582
2,60 0,6004 0,3941 0,2414 3,021 1,632 2,60 0,6537 0,3733 0,2350 2,664 1,588
2,65 0,5918 0,3825 0,2334 3,205 1,639 2,65 0,6465 0,3621 0,2271 2,800 1,504
2,70 0,5836 0,3713 0,2257 3,403 1,645 2,70 0,6396 0,3511 0,2195 2,044 1,600
2,75 0,5757 0,3606 0,2184 3,617 1,651 2,75 0,6329 0,3410 0,2123 3,056 1,606
2,80 0,5681 0,3503 0,2114 3,847 1,657 2,80 0,6265 0,3311 0,2055 3,258 1,611
2,85 0,5603 0,3404 0,2047 4,004 1,663 2,85 0,6203 0,3216 0,199 3,429 1,616
2,90 0,5537 0,3309 0,1932 4,359 1,668 2,90 0,6144 0,3124 0,1928 3,611 1,621
2,95 0,5469 0,3217 0,1923 4,644 1,673 2,95 0,6087 0,3036 0,1868 3,804 1,626
3,00 0,5404 0,3128 0,1864 4,951 1,678 3,00 0,6032 0,2952 0,1811 4,007 1,63
3,50 0,4865 0,2405 0,1401 9,59 1,717 3,50 0,5582 0,2262 0,1359 6,806 1,665
4,00 0,4436 0,1898 0,1089 18,99 1,743 4,00 0,5265 0,1781 0,1055 11,57 1,688
4,50 0,4211 0,1531 | 0,08696 37,61 1,761 4,50 0,5037 0,1435 | 0,08417 19,44 1,704

5 0,4006 0,1259 | 0,07007 73,64 1,774 5 0,4867 0,1178 | 0,06866 32,06 1,716

6 0,3730 0,8919 | 0,04977 266,2 1,792 6 0,4639 | 0,08335 | 0,04812 76,97 1,732

7 0,3557 0,6632 | 0,03679 875,9 1,303 7 0,4496 | 0,06192 | 0,03555 191,3 1,742

8 03443 | 0,05118 | 0,02828 2621 1,810 8 0,4402 | 0,04775 | 0,02732 413.4 1,748

9 0,3363 | 0,04065 | 0,02240 7181 1,815 9 0,4336 | 0,03792 | 0,02164 833,4 1,753

10 0,3306 | 0,03306 | 0,01818 | 18182 1,818 10 0,4289 | 0,03032 | 0,01756 1582 1,756

¥ 0,3056 0 0 ¥ 1,833 ¥ 0,4083 0 0 ¥ 1,769
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LINEA DE RAYLEIGH .- Flujo compresible unidimensional sin friccion (y=1,4)

M To/Te T p/p’ po/pt VN* M To/Te T p/p’ po/pt VN

0 0 0 24 1,2679 0 0,77 0,95052 | 1,01971 | 1,3115 | 1,02552 | 0,77755
0,01 0,00048 | 0,00058 | 2,3997 1,2678 | 0,00024 0,78 0,95528 | 1,02198 | 1,2961 | 1,02337 | 0,78852
0,02 0,00192 | 0,00230 | 2,3987 1,2675 | 0,00096 0,79 0,95975 | 1,02390 | 1,2809 | 1,02131 | 0,79938
0,08 0,00431 | 0,00516 | 2,3970 1,2671 | 0,00216 0,80 0,96394 | 1,02548 | 1,2658 | 1,01934 | 0,81012
0,04 0,00765 | 0,009017 | 2,3946 1,2665 | 0,00383 0,81 0,96786 | 1,02672 | 1,2509 | 1,01746 | 0,82075
0,05 0,01192 | 0,01430 | 2,3916 1,2657 | 0,00598 0,82 0,97152 | 1,02763 | 1,2362 | 1,01569 | 0,83126
0,06 0,01712 | 0,02053 | 2,3880 1,2647 | 0,00860 0,83 0,97492 | 1,02823 | 1,2217 | 1,01399 | 0,84164
0,07 0,02322 | 0,02784 | 2,3837 1,2636 | 0,01168 0,84 0,97807 | 1,02853 | 1,2073 | 1,01240 | 0,85150
0,08 0,03021 | 0,03621 | 2,3787 1,2623 | 0,01522 0,85 0,98097 | 1,02854 | 1,1931 | 1,01091 | 0,86204
0,09 0,03807 | 0,04562 | 2,3731 1,2608 | 0,01922 0,86 0,98363 | 1,02826 | 1,1791 | 1,00951 | 0,87206
0,10 0,04678 | 0,05602 | 2,3669 1,2591 | 0,02367 0,87 0,98607 | 1,02771 | 1,1652 | 1,00819 | 0,88196
011 0,05630 | 0,06739 | 2,3600 1,2573 | 0,02856 0,88 0,98828 | 1,02690 | 1,1515 | 1,00698 | 0,89175
012 0,06661 | 0,07970 | 2,3526 1,2554 | 0,03388 0,89 0,09028 | 1,02583 | 1,1380 | 1,00587 | 0,90142
0,13 0,07768 | 0,09290 | 2,3445 1,2533 | 0,03962 0,90 0,99207 | 1,02451 | 1,1246 | 1,04485 | 0,91097
0,14 0,08947 | 0,10695 | 2,3359 1,2510 | 0,04578 0,91 0,99366 | 1,02297 | 1,1114 | 1,00393 | 0,92039
0,15 0,10196 | 0,12181 | 2,3267 1,2486 | 0,05235 0,92 0,99506 | 1,02120 | 1,09842 | 1,00310 | 0,92970
0,16 0,11511 | 0,13743 | 2,3170 1,2461 | 0,05931 0,93 0,99627 | 1,01921 | 1,08555 | 1,00237 | 0,93889
017 0,12888 | 0,15377 | 2,3067 1,2434 | 0,06666 0,94 0,99729 | 1,01702 | 1,07285 | 1,00174 | 0,94796
0,18 0,14324 | 0,17078 | 2,2959 1,2406 | 0,07438 0,95 0,99814 | 1,01463 | 1,06030 | 1,00121 | 0,95692
0,19 0,15814 | 0,18841 | 2,2845 1,2377 | 0,08247 0,96 0,99883 | 1,01205 | 1,04792 | 1,00077 | 0,96576
0,20 0,17355 | 0,20661 | 2,2727 1,2346 | 0,09091 0,97 0,99935 | 1,00929 | 1,03570 | 1,00043 | 0,97449
0,21 0,18943 | 0,22533 | 2,2604 1,2314 | 0,09969 0,98 0,99972 | 1,00636 | 1,02364 | 1,00019 | 0,98311
0,22 0,20574 | 0,24452 | 2,2477 1,2281 | 0,10879 0,99 0,93993 | 1,00326 | 1,01174 | 1,00004 | 0,99161
0,23 0,22244 | 0,26413 | 2,2345 1,2248 | 0,11820 1,00 1 1 1 1 1
0,24 0,23948 | 0,28411 | 2,2209 1,2213 | 0,12792 1,01 0,99993 | 0,99659 | 0,98841 | 1,00004 | 1,00828
0,25 0,25684 | 0,30440 | 2,2069 1,2177 | 0,13793 112 0,99973 | 0,99304 | 0,97697 | 1,00019 | 1,01644
0,26 0,27446 | 0,32496 | 2,1925 1,2140 | 0,14821 1,03 0,99940 | 0,98936 | 0,96569 | 1,00043 | 1,02450
0,27 0,29231 | 0,34573 | 2,1777 1,2102 | 0,15876 1,04 0,99895 | 0,98553 | 0,95456 | 1,00077 | 1,03246
0,28 0,31035 | 0,36667 | 2,1626 1,2064 | 0,16955 1,05 0,99838 | 0,98161 | 0,94358 | 1,00121 | 1,04030
0,29 0,32855 | 0,38773 | 2,1472 1,2025 | 0,18058 1,06 0,99769 | 0,97755 | 0,93275 | 1,00175 | 1,04804
0,30 0,34686 | 0,40887 | 2,1314 1,1985 | 0,19183 1,07 0,99690 | 0,97339 | 0,92206 | 1,00238 | 1,05567
0,31 0,36525 | 0,43004 | 2,1154 1,1945 | 0,20329 1,08 0,99600 | 0,96913 | 0,91152 | 1,00311 | 1,05320
0,32 0,38369 | 0,45119 | 2,0991 1,1904 | 0,21494 1,09 0,99501 | 0,96477 | 0,90112 | 1,00394 | 1,07062
0,33 0,40214 | 0,47228 | 2,0825 1,1863 | 0,22678 1,10 0,99392 | 0,96031 | 0,89086 | 1,00486 | 1,07795
0,34 0,42057 | 0,49327 | 2,0657 1,1821 | 0,23879 111 0,99274 | 0,95577 | 0,88075 | 1,00588 | 1,08518
0,35 0,43894 | 0,51413 | 2,0487 1,1779 | 0,25096 112 0,99148 | 0,95115 | 0,87078 | 1,00699 | 1,09230
0,36 0,45723 | 0,53482 | 2,0314 1,1737 | 0,26327 113 0,99013 | 0,94646 | 0,86094 | 1,00820 | 1,09933
0,37 0,47541 | 0,55530 | 2,0140 1,1695 | 0,27572 114 0,98871 | 0,94169 | 0,85123 | 1,00951 | 1,10626
0,38 0,49346 | 0,57553 | 1,9964 1,1652 | 0,28828 115 0,98721 | 0,93685 | 0,84166 | 1,01092 | 1,1131
0,39 0,51134 | 0,59549 | 1,9787 1,1609 | 0,30095 116 0,98564 | 0,93195 | 0,83222 | 1,01243 | 1,1198
0,40 0,52903 | 0,61515 | 1,9608 1,1566 | 0,31372 117 0,98400 | 0,92700 | 0,82292 | 1,01403 | 1,1264
041 0,54651 | 0,63448 | 1,9428 1,1523 | 0,32658 118 0,98230 | 0,92200 | 0,81374 | 1,01572 | 1,1330
0,42 0,56376 | 0,65345 | 1,9247 1,1480 | 0,33951 1,19 0,98054 | 0,91695 | 0,80468 | 1,01752 | 1,1395
0,43 0,58075 | 0,67205 | 1,9065 1,1437 | 0,35251 1,20 0,97872 | 0,91185 | 0,79576 | 1,01941 | 1,1459
0,44 0,59748 | 0,69025 | 1,8882 1,1394 | 0,36556 121 0,97685 | 0,90671 | 0,78695 | 1,02140 | 1,1522
0,45 0,61393 | 0,70803 | 1,8699 1,1351 | 0,37865 122 0,97492 | 0,90153 | 0,77827 | 1,02348 | 1,1584
0,46 0,63007 | 0,72538 | 1,8515 1,1308 | 0,39178 123 0,97294 | 0,89632 | 0,76971 | 1,02566 | 1,1645
047 0,64589 | 0,74228 | 1,8331 1,1266 | 0,40493 1,24 0,97092 | 0,89108 | 0,76127 | 1,02794 | 1,1705
0,48 0,66139 | 0,75871 | 1,8147 1,1224 | 0,41810 125 0,96886 | 0,88581 | 0,75294 | 1,03032 | 1,1764
0,49 0,67655 | 0,77466 | 1,7962 1,1182 | 0,43127 1,26 0,96675 | 0,88052 | 0,74473 | 1,03280 | 41,1823
0,50 0,69136 | 0,79012 | 1,7778 1,1140 | 0,44445 127 0,96461 | 0,87521 | 0,73663 | 1,03536 | 41,1881
0,51 0,70581 | 0,80509 | 1,7594 1,1099 | 0,45761 128 0,96243 | 0,86988 | 0,72865 | 1,03803 | 1,1938
0,52 0,71990 | 0,81955 | 1,7410 1,1059 | 0,47075 1,29 0,96022 | 0,86453 | 0,72078 | 1,04080 | 1,1994
0,53 0,73361 | 0,83351 | 1,7226 1,1019 | 0,48387 1,30 0,95798 | 0,85917 | 0,71301 | 1,04365 | 1,2050
0,54 0,74695 | 0,84695 | 1,7043 1,0979 | 0,49696 131 0,95571 | 0,85380 | 0,70535 | 1,04661 | 1,2105
0,55 0,75991 | 0,85987 | 1,6860 1,0940 | 0,51001 132 0,95341 | 0,84843 | 0,69780 | 1,04967 | 1,2159
0,56 0,77248 | 0,87227 | 1,6678 1,0901 | 0,52302 133 0,95108 | 0,84305 | 0,69035 | 1,05283 | 1,2212
0,57 0,78467 | 0,88415 | 1,6496 1,0863 | 0,53502 134 0,94873 | 0,83766 | 0,68301 | 1,05608 | 1,2264
0,58 0,79647 | 0,89552 | 1,6316 1,0825 | 0,54897 135 0,94636 | 0,83227 | 0,67577 | 1,05943 | 1,2316
0,59 0,80789 | 0,90637 | 1,6136 1,0789 | 0,56170 1,36 0,94397 | 0,82698 | 0,66863 | 1,06288 | 1,2367
0,60 0,81892 | 0,91670 | 1,5957 1,0753 | 0,57447 1,37 0,94157 | 0,82151 | 0,66159 | 1,06642 | 1,2417
0,61 0,82956 | 0,92653 | 1,5780 1,0717 | 0,58716 138 0,93915 | 0,81613 | 0,65464 | 1,07006 | 1,2467
0,62 0,83982 | 0,93585 | 1,5603 1,0682 | 0,59976 1,39 0,93671 | 0,81076 | 0,64778 | 1,07380 | 1,2516
0,63 0,84970 | 0,94466 | 1,5427 1,0648 | 0,61232 1,40 0,93425 | 0,80540 | 0,64102 | 1,07765 | 1,2564
0,64 0,85920 | 0,95298 | 1,5253 1,0615 | 0,62477 141 0,93178 | 0,80004 | 0,63436 | 1,08159 | 1,2612
0,65 0,86833 | 0,96081 | 1,5080 1,0582 | 0,63713 142 0,92931 | 0,79469 | 0,62779 | 1,08563 | 1,2659
0,66 0,87709 | 0,96816 | 1,4908 1,0550 | 0,64941 143 0,92683 | 0,78936 | 0,62131 | 1,08977 | 1,2705
0,67 0,88548 | 0,97503 | 1,4738 1,0519 | 0,66159 1,44 0,92434 | 0,78405 | 0,61491 | 1,0940 1,2751
0,68 0,89350 | 0,98144 | 1,4569 1,0489 | 0,67367 145 0,92184 | 0,77875 | 0,60860 | 1,0983 1,2796
0,69 0,90117 | 0,98739 | 1,4401 | 1,04596 | 0,68564 1,46 0,91933 | 0,77346 | 0,60237 | 1,1028 1,2840
0,70 0,90850 | 0,99289 | 1,42350 | 1,04310 | 0,69751 1,47 0,91682 | 0,76819 | 059623 | 1,1073 1,2884
0,71 0,91548 | 0,99796 | 1,40700 | 1,04033 | 0,70927 148 0,91431 | 0,76294 | 0,59018 | 1,1120 1,2927
0,72 0,92212 | 1,00260 | 1,39070 | 1,03764 | 0,72093 1,49 0,901179 | 0,75771 | 058421 | 1,1167 1,2970
0,73 0,92843 | 1,00682 | 1,37450 | 1,03504 | 0,73248 150 0,90928 | 0,75250 | 057831 | 1,1215 1,3012
0,74 0,93442 | 1,01062 | 1,35850 | 1,03253 | 0,74392 151 0,90676 | 0,74731 | 057250 | 1,1264 1,3054
0,75 0,04009 | 1,01403 | 1,34270 | 1,03010 | 0,75525 152 0,00424 | 0,74215 | 056677 | 1,1315 1,3095
0,76 0,94546 | 1,01706 | 1,32700 | 1,02776 | 0,76646 153 0,90172 | 0,73701 | 056111 | 1,1367 1,3135

X1.- 269




LINEA DE RAYLEIGH.- Flujo compresible unidimensional sin friccion (y=1,4)

M TolTe T p/p’ po/pt VN® M ToTe T p/p’ po/pt VN
154 0,89920 | 0,73189 | 0,55553 | 1,1420 1,3175 231 0,73795 | 0,42837 | 0,28333 | 1,0012 1,5119
155 0,89660 | 0,72680 | 0,55002 | 1,1473 1,3214 232 0,73638 | 0,42555 | 0,28118 | 1,9165 1,5134
1,56 0,89418 | 0,72173 | 0,54458 | 1,1527 1,3253 2,33 0,73482 | 0,42276 | 0,27905 | 1,9320 1,5150
157 0,89167 | 0,71669 | 0,53922 | 1,1582 1,3201 2,34 0,73327 | 0,41999 | 0,27695 | 1,0476 1,5165
158 0,88017 | 0,71168 | 0,53393 | 1,1639 1,3329 2,35 0,73173 | 0,41724 | 0,27487 | 1,0634 1,5180
1,50 0,88668 | 0,70669 | 0,52871 | 1,1697 1,3366 2,36 0,73020 | 0,41451 | 0,27281 | 1,9794 1,5195
1,60 0,88419 | 0,70173 | 0,52356 | 1,1756 1,3403 2,37 0,72868 | 0,41181 | 0,27077 | 1,9955 1,5200
161 0,88170 | 0,69680 | 0,51848 | 1,1816 1,3439 2,38 0,72718 | 0,40913 | 0,26875 | 2,0118 1,5223
162 0,87922 | 0,69190 | 0,51346 | 1,1877 1,3475 2,39 0,72560 | 0,40647 | 0,26675 | 2,0283 1,5237
1,63 0,87675 | 0,68703 | 0,50851 | 1,1939 1,3511 2,40 0,72421 | 0,40383 | 0,26478 | 2,0450 1,5252
164 0,87429 | 0,68219 | 0,50363 | 1,2002 1,3546 241 0,72274 | 0,40122 | 0,26283 | 2,0619 1,5266
1,65 0,87184 | 0,67738 | 0,49881 | 1,2066 1,3580 242 0,72129 | 0,39863 | 0,26090 | 2,0789 1,5279
1,66 0,86940 | 0,67259 | 0,49405 | 1,2131 1,3614 243 0,71985 | 0,39606 | 0,25899 | 2,0061 1,5293
167 0,86606 | 0,66784 | 0,48935 | 1,2107 1,3648 2,44 0,71842 | 0,39352 | 0,25710 | 2,1135 1,5306
1,68 0,86453 | 0,66312 | 0,48471 | 1,2264 1,3681 2,46 0,71700 | 0,39100 | 0,25523 | 2,1311 1,5320
1,60 0,86211 | 0,65843 | 0,48014 | 1,2332 1,3713 2,46 0,71559 | 0,35550 | 0,25337 | 2,1489 1,5333
1,70 0,85970 | 0,65377 | 0,47563 | 1,2402 1,3745 247 0,71419 | 0,38602 | 0,25153 | 2,1669 1,5346
171 0,85731 | 0,64014 | 047117 | 1,2473 1,3777 2,48 0,71280 | 0,38356 | 0,24972 | 2,1850 1,5355
172 0,85493 | 0,64455 | 0,46677 | 1,2545 1,3809 2,49 0,71142 | 0,38112 | 0,24793 | 2,2033 1,5372
173 0,85256 | 0,63099 | 0,46242 | 1,2618 1,3840 2,50 0,71005 | 0,37870 | 0,24616 | 2,2218 1,5385
174 0,85020 | 0,63546 | 0,45813 | 1,2602 1,3871 251 0,70870 | 0,37630 | 0,24440 | 2,2405 1,5398
175 0,84785 | 0,63096 | 0,45390 | 1,2767 1,3901 252 0,70736 | 0,37392 | 0,24266 | 2,2554 1,5410
1,76 0,84551 | 0,62649 | 0,44972 | 1,2843 1,3931 253 0,70603 | 0,37157 | 0,24004 | 2,2785 1,5422
177 0,84318 | 0,62205 | 0,44559 | 1,2920 1,3960 254 0,70471 | 0,36923 | 0,23923 | 2,2978 1,5434
1,78 0,84087 | 0,61765 | 0,44152 | 1,2998 1,3989 2,55 0,70340 | 0,36601 | 0,23754 | 2,3173 1,5446
1,79 0,83857 | 0,61328 | 0,43750 | 1,3078 1,4018 2,56 0,70210 | 0,36461 | 0,23557 | 2,3370 1,5458
1,80 0,83628 | 0,60894 | 0,43353 | 1,3150 1,4046 257 0,70081 | 0,36233 | 0,23422 | 2,3565 1,5470
181 0,83400 | 0,60463 | 0,42960 | 1,3241 1,4074 2,58 0,69953 | 0,36007 | 0,23258 | 2,3770 1,5482
182 0,83174 | 0,60036 | 0,42573 | 1,3324 1,4102 2,50 0,60825 | 0,35783 | 0,23006 | 2,3972 1,5494
1,83 0,82949 | 0,50612 | 0,42191 | 1,3408 1,4129 2,60 0,69699 | 0,35561 | 0,22936 | 2,4177 1,5505
184 0,82726 | 0,50191 | 0,41813 | 1,3494 1,4156 2,61 0,65574 | 0,35341 | 0,22777 | 2,4384 1,5516
185 0,82504 | 0,58773 | 0,41440 | 1,3581 1,4183 2,62 0,65450 | 0,35123 | 0,22620 | 2,4593 1,5527
1,86 0,82283 | 0,58359 | 0,41072 | 1,3669 1,4209 2,63 0,69327 | 0,34906 | 0,20464 | 2,4804 1,5538
187 0,82064 | 0,57948 | 0,40708 | 1,3758 1,4235 2,64 0,65205 | 0,34601 | 0,22310 | 2,5017 1,5549
1,88 0,81846 | 0,57540 | 0,40349 | 1,3848 1,4261 2,65 0,60084 | 0,34478 | 0,22158 | 2,5233 1,5560
1,89 0,81629 | 0,57135 | 0,39994 | 1,3940 1,4286 2,66 0,68964 | 0,34267 | 0,22007 | 2,5451 1,5571
1,90 0,81414 | 0,56734 | 0,39643 | 1,4033 1,4311 2,67 0,65545 | 0,34057 | 0,21857 | 2,5671 1,5582
101 0,81200 | 0,56336 | 0,39297 | 1,4127 1,4336 2,68 0,68727 | 0,33849 | 0,21709 | 2,5552 1,5503
192 0,80987 | 0,55041 | 0,38955 | 1,4222 1,4360 2,60 0,68610 | 0,33643 | 0,21562 | 2,6116 1,5603
1,93 0,80776 | 0,55549 | 0,38617 | 1,4310 1,4384 2,70 0,68494 | 0,33439 | 0,21417 | 2,6342 1,5613
194 0,80567 | 0,55160 | 0,38283 | 1,4417 1,4408 2,71 0,68378 | 0,33236 | 0,21273 | 2,6571 1,5623
1,95 0,80359 | 0,54774 | 0,37954 | 1,4516 1,4432 2,72 0,68263 | 0,33035 | 0,21131 | 2,6802 1,5633
1,96 0,80152 | 0,54391 | 0,37628 | 1,4616 1,4455 2,73 0,68150 | 0,32836 | 0,20090 | 2,7035 1,5644
197 0,79946 | 0,54012 | 0,37306 | 1,4718 1,4478 2,74 0,68038 | 0,32638 | 0,20850 | 2,7270 1,5654
1,08 0,79742 | 0,53636 | 0,36988 | 1,4821 1,4501 2,75 0,67926 | 0,32442 | 0,20712 | 2,7505 1,5663
1,99 0,79540 | 0,53263 | 0,36674 | 1,4925 1,4523 2,76 0,67815 | 0,32248 | 0,20575 | 2,7748 1,5673
2,00 0,79339 | 0,52893 | 0,36364 | 1,5031 1,4545 2,77 0,67704 | 0,32055 | 0,20439 | 2,7990 1,5683
2,01 0,79139 | 0,52526 | 0,36057 | 1,5138 1,4567 2,78 0,67595 | 0,31864 | 0,20305 | 2,8235 1,5692
2,02 0,78941 | 0,52161 | 0,35754 | 1,5246 1,4589 2,79 0,67487 | 0,31674 | 0,20172 | 2,8482 1,5702
2,03 0,78744 | 0,51800 | 0,35454 | 1,5356 1,4610 2,80 0,67380 | 0,31486 | 0,20040 | 2,8731 1,5711
2,04 0,78549 | 0,51442 | 0,35158 | 1,5467 1,4631 2,81 0,67273 | 0,31299 | 0,19909 | 2,8982 1,5721
2,06 0,78355 | 0,51087 | 0,34866 | 1,5579 1,4652 2,82 0,67167 | 0,31114 | 0,19780 | 2,9236 1,5730
2,06 0,78162 | 0,50735 | 0,34577 | 1,5693 1,4673 2,83 0,67062 | 0,30931 | 0,19652 | 2,9493 1,5739
2,07 0,77971 | 0,50386 | 0,34291 | 1,5808 1,4694 2,84 0,66958 | 0,30749 | 0,19525 | 2,9752 1,5748
2,08 0,77781 | 0,50040 | 0,34009 | 1,5924 1,4714 2,85 0,66855 | 0,30568 | 0,19399 | 3,0013 1,5757
2,00 0,77593 | 0,49697 | 0,33730 | 1,6042 1,4734 2,86 0,66752 | 0,30389 | 0,19274 | 3,0277 1,5766
2,10 0,77406 | 0,49356 | 0,33454 | 1,6161 1,4753 2,87 0,66650 | 0,30211 | 0,19151 | 3,0544 1,5775
211 0,77221 | 049018 | 0,33181 | 1,6282 1,4773 2,88 0,66549 | 0,30035 | 0,19029 | 3,0813 1,5784
2,12 0,77037 | 0,48683 | 0,32912 | 1,6404 1,4792 2,80 0,66449 | 0,29860 | 0,18908 | 3,1084 1,5792
2,13 0,76854 | 0,48351 | 0,32646 | 1,6528 1,4811 2,90 0,66350 | 0,29687 | 0,18788 | 3,1358 1,5801
2,14 0,76673 | 0,48022 | 0,32383 | 1,6653 1,4830 2,01 0,66252 | 0,29515 | 0,18669 | 3,1635 1,5809
2,15 0,76493 | 0,47696 | 0,32122 | 1,6780 1,4849 2,92 0,66154 | 0,29344 | 0,18551 | 3,1014 1,5818
2,16 0,76314 | 047373 | 0,31864 | 1,6908 1,4867 2,93 0,66057 | 0,29175 | 0,18435 | 3,2196 1,5826
2,17 0,76137 | 0,47052 | 0,31610 | 1,7037 1,4885 2,94 0,65961 | 0,29007 | 0,18320 | 3,2481 1,5834
2,18 0,75961 | 0,46734 | 0,31350 | 1,7168 1,4903 2,95 0,65865 | 0,28841 | 0,18205 | 3,2768 1,5843
2,19 0,75787 | 0,46419 | 0,31110 | 1,7300 1,4921 2,96 0,65770 | 0,28676 | 0,18091 | 3,3058 1,5851
2,20 0,75614 | 0,46106 | 0,30864 | 1,7434 1,4939 2,97 0,65676 | 0,28512 | 0,17978 | 3,3351 1,5859
2,21 0,75442 | 0,45796 | 0,30621 | 1,7570 1,4956 2,98 0,65583 | 0,28349 | 0,17867 | 3,3646 1,5867
2,22 0,75271 | 0,45489 | 0,30381 | 1,7707 1,4973 3 0,65398 | 0,28028 | 0,17647 | 3,4244 1,5882
2,23 0,75102 | 0,45184 | 0,30143 | 1,7846 1,4990 35 0,61580 | 0,21419 | 0,13223 | 5,3280 1,6198
2,24 0,74934 | 0,44882 | 0,29908 | 1,7986 1,5007 4 0,58900 | 0,16831 | 0,10256 | 8,2268 1,6410
2,25 0,74767 | 0,44582 | 0,29675 | 1,8128 1,5024 5 0,55555 | 0,11111 | 0,06667 | 18,634 1,6667
2,26 0,74602 | 0,44285 | 0,20445 | 1,8271 1,5040 6 0,53633 | 0,07849 | 0,04660 | 38,046 1,6809
2,27 0,74438 | 0,43090 | 0,29218 | 1,8416 1,5056 7 0,52437 | 0,05826 | 0,03448 | 75414 1,6896
2,28 0,74275 | 0,43698 | 0,28993 | 1,8562 1,5072 8 0,51646 | 0,04491 | 0,02649 | 136,62 1,6954
2,29 0,74114 | 0,43409 | 0,28771 | 1,8710 1,5088 9 0,51008 | 0,03565 | 0,02008 | 233,88 1,6993
2,30 0,73954 | 0,43122 | 0,28551 | 1,8860 1,5104 10 0,50702 | 0,02807 | 0,01702 | 381,62 1,7021

¥ 0,4898 0 0 0 1,7143
X1.- 270




LINEA DE RAYLEIGH.- Flujo compresible unidimensional sin friccion (y=1,67)

M To/ To T plp’ po/pt VIV M Tol To T plp’ po/pt
0,00 0 0 2,67 1,299 0 175 0,8862 | 05840 | 04367 1,235
0,05 | 001325 | 001767 | 2,659 1,297 | 0,00665 1,80 08779 | 05620 | 04165 1,266
0,10 | 005183 | 006896 | 2,626 1,289 | 0,02626 1,85 08699 | 05410 | 0,3976 1,299
015 | 011243 | 002490 | 2573 1276 | 0,05790 1,90 08621 | 05209 | 0,3799 1,334
0,20 0,1002 | 02506 | 2503 1259 | 010011 1,95 08546 | 05018 | 0,3633 1,370
0,25 02794 | 03653 | 2419 1,239 0,1511 2,00 08474 | 04835 | 03477 1,408
0,30 03742 | 04849 | 2321 1,216 0,2089 2,05 0,8405 | 04660 | 03330 | 1448
0,35 04693 | 06018 | 2216 1,192 0,2715 2,10 0,8338 | 04493 | 03192 1,490
0,40 05606 | 07103 | 2107 1,168 0,3371 2,15 0,8274 | 04334 | 03062 1534
0,45 0,6448 | 0,8062 1,995 1,144 0,4040 2,20 0,8213 | 04183 | 02940 | 1580
0,50 07201 | 08870 | 1884 1,1202 | 04709 2,25 08154 | 04038 | 02824 | 1628
0,55 0,7853 | 0,9519 1,774 10981 | 05366 2,30 0,8097 | 03899 | 02715 1,678
0,60 08402 | 10010 | 1667 1,0778 | 0,6003 2,35 0,8043 | 03767 | 02612 1,729
0,65 08853 | 10354 | 1565 10597 | 06614 2,40 07991 | 03641 | 02514 | 1783
0,70 09213 | 1,0565 1,468 10438 | 07195 2,45 0,7941 | 03521 | 02422 1,839
0,75 0,491 | 1,0662 1,377 10303 | 07744 2,50 0,7893 | 053406 | 02334 | 1897
0,80 0,697 | 10660 | 1291 10193 | 0,8260 2,55 0,7847 | 03296 | 02251 1,956
0,85 09842 | 10578 1,210 10108 | 08742 2,60 0,7803 | 03191 | 02173 | 2018
0,90 0,935 | 1,0432 1,135 1,0048 | 09192 2,65 0,7761 | 0,309 02098 | 2082
0,95 00985 | 10235 | 10649 | 10012 | 09611 2,70 07721 | 02994 | 02027 | 2148
1,00 1 1 1 1 1 2,75 0,7682 0,2902 0,1959 2,216
1,05 00987 | 09736 | 09398 | 10012 | 1,0361 2,80 0,7644 | 02814 | 01895 | 2287
1,10 00952 | 09454 | 08839 | 10046 | 1,0695 2,85 0,7608 | 0273 01834 | 2360
1,15 09899 | 09158 | 08321 | 10103 | 1,1005 2,90 0,7574 | 02649 | 01775 | 2435
1,20 09833 | 08855 | 07842 | 10181 | 1,1292 2,95 07541 | 02571 | 01719 | 2512
1,25 09757 | 08550 | 0,7397 1,028 1,156 3 0,7509 | 02497 | 01666 | 2587
1,30 09674 | 08246 | 06985 1,040 1,181 35 07251 | 01897 | 01244 | 3521
1,35 0,586 | 07946 | 0,6603 1,054 1,204 4 0,7072 | 01484 | 009632 | 4716
1,40 00195 | 07652 | 0,6249 1,070 1,225 45 06943 | 01191 | 007669 | 6213
145 0,403 | 07365 | 05919 1,088 1,245 5 06848 | 00975 | 006246 | 8044
1,60 0,931 0,7087 | 05612 1,108 1,263 6 06721 | 00687 | 004368 | 1286
1,65 09217 | 06818 | 05327 1,130 1,280 7 06642 | 005002 | 003224 | 1944
1,60 09125 | 06559 | 05062 1,154 1,296 8 0,659 0,0392 | 002475 | 2807
1,65 09035 | 06309 | 04814 | 1,179 1,311 9 06553 | 00311 | 001959 | 39,05
1,70 0,8047 | 06069 | 04583 1,206 1,324 10 0,6528 | 002526 | 001589 | 5266

¥ 0,6414 0 0 ¥
g-1,.
+
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v 21+9; 1 w2

Las temperaturas de las Tablas vienen dadas en (°F) absolutos: (°K) = {(°F) x 0,56} + 255,37
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ONDA DE CHOQUE EN FLUJO MONODIMENSIONAL (y = 1,40)

Mx My Py/px rylrx Tyl Tx Poy/Pox Poy/Px Mx My Py/Px 1yl x Tyl Tx Pov/Pox Poy/Px
1,00 1 1 1 1 1,00000 | 1,89290 || 1,80| 0,61650 3,6133 2,3592 1,5316 0,81268 4,6695
101| 099013 | 1,02345 | 1,01669 | 1,00665 | 0,99999 | 1,91520 || 1,81 | 0,61428 3,6554 2,3751 1,5391 0,80823 4,7155
1,02| 0,98052 1,04713 1,03344 | 1,01325 | 0,99998 1,93790 || 1,82 0,61209 3,6978 2,3909 1,5466 0,80376 4,7618
1,03| 0,97115 1,07105 1,05024 | 1,01981 | 0,99977 1,96100 || 1,83| 0,60993 3,7404 2,4067 1,5542 0,79926 4,8083
1,04 | 0,96202 1,0952 1,06709 | 1,02634 | 0,99994 | 1,98450 || 1,84| 0,60780 3,7832 2,4224 1,5617 0,79474 4,8551
1,05| 0,95312 1,1196 1,08398 1,03284 | 0,99987 | 2,00830 || 1,85| 0,60570 3,8262 2,4381 1,5694 0,79021 4,9022
1,06 | 0,94444 1,1442 1,10092 1,03931 | 0,99976 | 2,03250 || 1,86| 0,60363 3,8695 2,4537 1,5770 0,78567 4,9498
1,07 | 0,93598 1,1690 1,11790 | 1,04575 | 0,99962 | 2,05700 || 1,87 | 0,60159 3,9130 2,4693 1,5847 0,78112 4,9974
1,08| 0,92772 1,1941 1,13492 1,05217 | 0,99944 | 2,08190 || 1,88 | 0,59957 3,9568 2,4848 1,5924 0,77656 5,0453
1,09| 0,91965 1,2194 1,15199 1,05856 | 0,99921 | 2,10720 || 1,89| 0,59758 4,0008 2,5003 1,6001 0,77197 5,0934
1,10| 0,91177 1,2450 1,1691 1,06494 | 0,99892 | 2,13280 || 1,90| 0,59562 4,0450 2,5157 1,6079 0,76735 5,1417
1,11| 0,90408 1,2708 1,1862 1,07130 | 0,99858 | 2,15880 || 191| 0,59363 4,0894 2,5310 1,6157 0,76273 5,1904
112| 0,89656 1,2968 1,2034 1,07764 | 0,99820 | 2,18510 || 192| 0,59177 4,1341 2,5463 1,6236 0,75812 5,2394
113 | 0,88922 1,3230 1,2206 1,08396 | 0,99776 | 2,21180 || 193] 0,58988 4,1790 2,5615 1,6314 0,75347 5,2886
1,14| 0,88204 1,3495 1,2378 1,09027 | 0,99726 | 2,23880 || 1,94| 0,58802 4,2242 2,5767 1,6394 0,74883 5,3381
115| 0,87502 1,3762 1,2550 1,09657 | 0,99669 | 2,26610 || 1,95| 0,58618 4,2696 2,5919 1,6473 0,74418 5,3878
116 | 0,86816 1,4032 1,2723 1,10287 | 0,99605 | 2,29370 || 196| 0,58437 4,3152 2,6070 1,6553 0,73954 5,4378
117| 0,86145 1,4304 1,2896 1,10916 | 0,99534 | 2,32170 || 197 | 0,58258 4,3610 2,6220 1,6633 0,73487 5,4880
118| 0,85488 1,4578 1,3069 1,11544 | 0,99455 | 2,34990 || 198 0,58081 4,4071 2,6369 1,6713 0,73021 5,5385
1,19| 0,84846 1,4854 1,3243 1,12172 | 0,99371 | 2,37860 || 1,99| 0,57907 4,4534 2,6518 1,6794 0,72554 5,5894
1,20| 0,84217 1,5133 1,3416 1,1280 0,99280 | 2,40750 || 2,00| 0,57735 4,5000 2,6666 1,6875 0,72088 5,6405
121| 0,83601 1,5414 1,3590 1,1343 0,99180 | 2,43670 || 2,01| 0,57565 4,5468 2,6814 1,6956 0,71619 5,6918
122 | 0,82998 1,5698 1,3764 1,1405 0,99073 | 2,46620 || 2,02| 0,57397 4,5938 2,6962 1,7038 0,71152 5,7434
1,23| 0,82408 1,5984 1,3938 1,1468 0,98957 | 2,49610 || 2,03| 0,57231 4,6411 2,7109 1,7120 0,70686 5,7952
124 | 0,81830 1,6272 1,4112 1,1531 0,98835 | 2,52630 || 2,04| 0,57068 4,6886 2,7255 1,7203 0,70218 5,8473
125| 0,81264 1,6562 1,4286 1,1594 0,98706 | 2,55680 || 2,05| 0,56907 4,7363 2,7400 1,7286 0,69752 5,8997
1,26 | 0,80709 1,6855 1,4460 1,1657 0,98568 | 2,58760 || 2,06| 0,56747 4,7842 2,7545 1,7369 0,69284 5,9523
1,27 | 0,80165 1,7150 1,4634 1,1720 0,98422 | 2,61870 || 2,07| 0,56589 4,8324 2,7690 1,7452 0,68817 6,0052
1,28| 0,79631 1,7448 1,4808 1,1782 0,98268 | 2,65000 || 2,08| 0,56433 4,8808 2,7834 1,7536 0,68351 6,0584
1,29| 0,79108 1,7748 1,4983 1,1846 0,98106 | 2,68160 || 2,09| 0,56280 4,9295 2,7977 1,7620 0,67886 6,1118
1,30| 0,78596 1,8050 1,5157 1,1909 0,97935 | 2,71350 || 2,10| 0,56128 4,9784 2,8139 3,7704 0,67422 6,1655
131 | 0,78093 1,8354 1,5331 1,1972 0,97758 | 2,74570 || 2,11| 0,55978 5,0275 2,8216 1,7789 0,66957 6,2194
1,32| 0,77600 1,8661 1,5505 1,2035 0,97574 | 2,77830 || 2,12| 0,55830 5,0768 2,8402 1,7874 0,66492 6,2736
133| 0,77116 1,8970 1,5680 1,2099 0,97382 | 2,81120 || 2,13| 0,55683 5,1264 2,8543 1,7960 0,66029 6,3280
1,34| 0,76641 1,9282 1,5854 1,2162 0,97181 | 2,84440 || 2,14| 0,55538 5,1762 2,8683 1,8046 0,65567 6,3827
1,35| 0,76175 1,9596 1,6028 1,2226 0,96972 | 2,87780 || 2,15| 0,55395 5,2262 2,8823 1,8132 0,65105 6,4377
136| 0,75718 1,9912 1,6202 1,2290 0,96756 | 2,91150 || 2,16| 0,55254 5,2765 2,8962 1,8219 0,64644 6,4929
137 | 0,75269 2,0230 1,6376 1,2354 0,96534 | 2,94550 || 2,17 | 0,55114 5,3270 2,9100 1,8306 0,64185 6,5484
1,38| 0,74328 2,0551 1,6550 1,2418 0,96304 | 2,97980 || 2,18| 0,54976 5,3778 2,9238 3,8393 0,63728 6,6042
139| 0,74396 2,0874 1,6723 1,2482 0,96065 | 3,01440 || 2,19| 0,54841 5,4288 2,9376 1,8481 0,63270 6,6601
140| 0,73971 2,1200 1,6896 1,2547 0,95819 | 3,04930 || 2,20| 0,54706 5,4800 2,9512 1,8569 0,62812 6,7163
141| 0,73554 2,1528 1,7070 1,2612 0,95566 | 3,08440 || 2,21| 0,54572 5,5314 2,9648 1,8657 0,62358 6,7730
142| 0,73144 2,1858 1,7243 1,2676 0,95306 | 3,11980 || 2,22| 0,54440 5,5831 2,9783 1,8746 0,61905 6,8299
143| 0,72741 2,2190 1,7416 1,2742 0,95039 | 3,15550 || 2,23| 0,54310 5,6350 2,9918 1,8835 0,61453 6,8869
144 | 0,72345 2,2525 1,7589 1,2807 0,94765 | 3,19150 || 2,24| 0,54182 5,6872 3,0052 1,8924 0,61002 6,9442
145| 0,71956 2,2862 1,7761 1,2872 0,94483 | 3,22780 || 2,25| 0,54055 5,7396 3,0186 1,9014 0,60554 7,0018
146| 0,71574 2,3202 1,7934 1,2938 0,94196 | 3,26430 || 2,26| 0,53929 5,7922 3,0319 1,9104 0,60106 7,0597
147| 0,71198 2,3544 1,8106 1,3004 0,93901 | 3,30110 || 2,27| 0,53805 5,8451 3,0452 1,9194 0,59659 7,1178
148| 0,70829 2,3888 1,8278 1,3070 0,93600 | 3,33820 || 2,28| 0,53683 5,8982 3,0584 1,9285 0,59214 7,1762
149 | 0,70466 2,4234 1,8449 1,3136 0,93292 | 3,37560 || 2,29| 0,53561 5,9515 3,0715 1,9376 0,58772 7,2348
150| 0,70109 2,4583 1,8621 1,3202 0,92978 | 3,41330 || 2,30| 0,53441 6,0050 3,0846 1,9468 0,58331 7,2937
151| 0,69758 2,4934 1,8792 1,3269 0,92658 | 3,45120 || 2,31| 0,53322 6,0588 3,0976 1,9560 0,57891 7,3529
152 | 0,69413 2,5288 1,8962 1,3336 0,92331 | 3,48940 || 2,32| 0,53205 6,1128 3,1105 1,9652 0,57452 7,4123
153| 0,69073 2,5644 1,9133 1,3403 0,91999 | 3,52790 || 2,33| 0,53089 6,1670 3,1234 1,9745 0,57015 7,4720
154 | 0,68739 2,6003 1,9303 1,3470 0,91662 | 3,56670 || 2,34| 0,52974 6,2215 3,1362 1,9838 0,56580 7,5319
155| 0,68410 2,6363 1,9473 1,3538 0,91319 | 3,60580 || 2,35| 0,52861 6,2762 3,1490 1,9931 0,56148 7,5920
156 | 0,68086 2,6725 1,9643 1,3606 0,90970 | 3,64510 || 2,36| 0,52749 6,3312 3,1617 2,0025 0,55717 7,6524
157| 0,67768 2,7090 1,9812 1,3674 0,90615 | 3,68470 || 2,37| 0,52638 6,3864 3,1743 2,0119 0,55288 7,7131
1,58 | 0,67455 2,7458 1,9981 1,3742 0,90255 | 3,72450 || 2,38| 0,52528 6,4418 3,1869 2,0213 0,54862 17,7741
159 | 0,67147 2,7828 2,0149 1,3811 0,89889 | 3,76450 || 2,39| 0,52419 6,4974 3,1994 2,0308 0,54438 7,8354
160| 0,66844 2,8201 2,0317 1,3880 0,89520 | 3,80490 || 2,40| 0,52312 6,5533 3,2119 2,0403 0,54015 7,8969
161 | 0,66545 2,8575 2,0485 1,3949 0,89144 | 3,84560 || 241| 0,52206 6,6094 3,2243 2,0499 0,53594 7,9587
162| 0,66251 2,8951 2,0652 1,4018 0,88764 | 3,88660 || 2,42| 0,52100 6,6658 3,2366 2,0595 0,53175 8,0207
163| 0,65962 2,9330 2,0820 1,4088 0,88330 | 3,92780 || 243| 0,51996 6,7224 3,2489 2,0691 0,52758 8,0830
164 | 0,65677 2,9712 2,0986 1,4158 0,87992 | 3,96930 || 244| 0,51894 6,7792 3,2611 2,0788 0,52344 8,1455
1,65| 0,65396 3,0096 2,1152 1,4228 0,87598 | 4,01110 || 245| 0,51792 6,8362 3,2733 2,0885 0,51932 8,2083
166 | 0,65119 3,0482 2,1318 1,4298 0,87201 | 4,05310 || 246| 0,51691 6,8935 3,2854 2,0982 0,51521 8,2714
1,67 | 0,64847 3,0870 2,1484 1,4369 0,86800 | 4,09540 || 2,47 | 0,51592 6,9510 3,2975 2,1080 0,51112 8,3347
1,68 | 0,64579 3,1261 2,1649 1,4440 0,86396 | 4,13790 || 2,48| 0,51493 7,0088 3,3095 2,1178 0,50706 8,3983
169 | 0,64315 3,1654 2,1813 1,4512 0,85987 | 4,18070 || 249| 0,51395 7,0668 3,3214 2,1276 0,50303 8,4622
1,70| 0,64055 3,2050 2,1977 1,4583 0,85573 | 4,22380 || 250| 0,51299 7,1250 3,3333 2,1375 0,49902 8,5262
1,71| 0,63798 3,2448 2,2141 1,4655 0,85155 4,2672 251| 0,51204 7,1834 3,3451 2,1474 0,49502 8,5904
1,72| 0,63545 3,2848 2,2304 14727 0,84735 4,3108 252| 0,51109 7,2421 3,3569 2,1574 0,49104 8,6549
1,73| 0,63296 3,325 2,2467 1,4800 0,84312 4,3547 2,53| 0,51015 7,3010 3,3686 2,1674 0,48709 8,7198
1,74| 0,63051 3,3655 2,2629 1,4873 0,83886 4,3989 2,54 | 0,50923 7,3602 3,3802 2,1774 0,48317 8,7850
175| 0,62809 3,4062 2,2791 1,4946 0,83456 4,4433 255| 0,50831 7,4196 3,3918 2,1875 0,47927 8,8505
1,76 | 0,6257 3,4472 2,2952 1,5019 0,83024 4,488 2,56 | 0,50740 7,4792 3,4034 2,1976 0,47540 8,9162
1,77| 0,62335 3,4884 2,3113 1,5093 0,82589 4,533 2,57 | 0,50651 7,5391 3,4149 2,2077 0,47155 8,9821
1,78 | 0,62104 3,5298 2,3273 1,5167 0,82152 4,5783 2,58 | 0,50562 7,5992 3,4263 2,2179 0,46772 9,0482
1,79| 0,61875 3,5714 2,3433 1,5241 0,81711 4,6238 259 | 0,50474 7,6595 3,4376 2,2281 0,46391 9,1146
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ONDA DE CHOQUE EN FLUJO MONODIMENSIONAL (y = 1,40)

MXx My Py/Px rylY Ty/Tx Poy/Pox Poy/Px
2,60 0,50387 7,7200 3,4489 2,2383 0,46012 9,1813
2,61 0,50301 7,7808 3,4602 2,2486 0,45636 9,2481
2,62 0,50216 7,8418 3,4714 2,2589 0,45262 9,3154
2,63 050132 7,9030 34825 2,2693 0,44891 9,3829
2,64 0,50048 7,9645 3,4936 2,2797 0,44522 9,4507
2,65 0,49965 8,0262 3,5047 2,2901 0,44155 9,5187
2,66 0,49883 8,0882 3,5157 2,3006 0,43791 9,5869
2,67 0,49802 8,1504 3,5266 2,3111 0,43429 9,6553
2,68 0,49722 8,2128 3,5374 2,3217 0,43070 9,7241
2,69 0,49642 8,2754 3,5482 2,3323 042713 9,7932
2,70 0,49563 8,3383 3,5590 2,3429 0,42359 9,8625
2,71 0,49485 8,4014 3,5697 2,3536 0,42007 9,932
272 0,49408 8,4648 3,5803 2,3643 0,41657 10,002
2,73 0,49332 8,5284 3,5909 2,3750 0,41310 10,072
2,74 0,49256 8,5922 3,6014 2,3858 0,40965 10,142
275 0,49181 8,6562 3,6119 2,3966 0,40622 10,212
2,76 0,49107 8,7205 3,6224 2,4074 0,40282 10,283
2,77 0,49033 8,7850 3,6328 2,4183 0,39945 10,354
2,78 0,48960 8,8497 3,6431 2,4292 0,39610 10,426
2,79 0,48888 8,9147 3,6533 2,4402 0,39276 10,498
2,80 0,48817 8,9800 3,6635 2,4512 0,38946 10,569
281 0,48746 9,0454 36737 2,4622 0,38618 10,641
2,82 0,48676 9,1111 3,6838 2,4733 0,38293 10,714
2,83 0,48607 9,1770 3,6939 2,4844 0,37970 10,787
2,84 0,48538 9,2432 3,7039 2,4955 0,37649 10,860
2,85 0,48470 9,3096 3,7139 2,5067 0,37330 10,933
2,86 0,48402 9,3762 3,7238 2,5179 0,37013 11,006
2,87 0,48334 9,4431 3,7336 25292 0,36700 11,080
2,88 0,48268 9,5102 3,7434 2,5405 0,36389 11,154
2,89 0,48203 9,5775 3,7532 2,5518 0,36080 11,228
2,90 0,48138 9,6450 3,7629 2,5632 0,35773 11,302
2,91 0,48074 9,7127 3,7725 2,5746 0,35469 11,377
2,92 0,48010 9,7808 3,7821 2,5860 0,35167 11,152
2,93 0,47946 9,8491 3,7917 2,5975 0,34867 11,527
2,94 0,47883 9,9176 3,8012 2,6090 0,34570 11,603
2,95 0,47821 9,9860 3,8106 2,6206 0,34275 11,679
2,96 0,47760 10,0550 3,8200 2,6322 0,33982 11,755
2,97 0,47699 10,1240 3,8294 2,6438 0,33692 11,831
2,98 0,47638 10,1940 3,8387 2,6555 0,33404 11,907
2,99 047578 10,2630 3,8479 2,6672 0,33118 11,984
3 0,47519 10,3330 3,8571 2,6790 0,32834 12,061
35 0,45115 14,1250 4,2608 3,3150 0,21295 16,242
4 0,43496 18,5000 45714 4,0469 0,13876 21,068
45 0,42355 23,4580 4,8119 4,8751 0,09170 26,539
5 0,41523 29,0000 5,0000 5,8000 0,06172 32,654
6 0,40416 41,8330 5,2683 7,9410 0,02965 46,815
7 0,39736 57,0000 5,4444 10,4690 0,01535 63,552
8 0,39289 74,5000 5,5652 13,3870 0,00849 82,865
9 0,38980 94,3330 5,6512 16,6930 0,00496 104,753
10 0,38757 116,5000 5,7143 20,3880 0,00304 129,217
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LINEA DE FANNO

Para flujo compresible unidimensional de un gas perfecto

(y =1,0) (y=1,1)
M TIT* p/p* po/pt ViV WW | 41 Lngdd || M TIT* pl/p* PYReE Ww
0,00 1 ¥ ¥ 0,00 ¥ ¥ 000 1,05 ¥ ¥ 0 ¥ ¥
0,05 20 12,1460 0,05 10,025 393,01 0,05 1,0499 20,493 11,9990 0,0512 9,785 357,05
0,10 10 6,0960 0,10 5,050 94,39 0,10 1,0495 10,244 6,0230 0,1024 4,932 85,65
0,15 6,657 4,0890 0,15 3,408 39,65 || 05| 1,0488 6,828 4,0420 | 0,1536 3,332 35,92
0,20 5 3,0940 0,20 2,600 20,78 0,20 1,0479 5,118 3,0590 0,2047 2,545 18,79
0,25 4 2,5030 0,25 2,125 12,227 0,25 1,0467 4,092 2,4760 0,2558 2,083 11,03
0,30 3,333 2,1150 0,30 1,817 7,703 |[030| 1,0453 3,408 2,0040 | 0,3067 1,784 6,936
0,35 2,857 1,8420 0,35 1,604 5,064 0,35 1,0436 2,919 1,8250 0,3575 1,577 4,549
0,40 2,5 1,6430 0,40 1,450 3,417 0,40 1,0417 2,552 1,6280 0,4082 1,429 3,062
0,45 2,222 1,4920 0,45 1,336 2,341 |[045| 1,0395 2,266 1,4800 | 0,4588 1,319 2,093
0,50 2 1,3750 0,50 1,250 1,614 0,50 1,0370 2,037 1,3650 0,5092 1,737 1,439
0,55 1,5150 1,2830 0,55 1,184 1,110 0,55 1,0343 1,849 1,2750 0,5594 1,174 0,9871
0,60 1,6670 | 1,2100 0,60 1,133 0,7561 || 060| 1,0314 1,693 1,2040 | 0,6094 1,125 0,6705
0,65 1,5390 1,1530 0,65 1,0942 0,5053 0,65 1,0283 1,560 1,1480 0,6591 1,0382 0,4468
0,70 1,4290 1,1070 0,70 1,0643 0,3275 0,70 1,0249 1,446 1,1040 0,7086 1,0599 0,2887
0,75 1,3330 1,0714 0,75 1,0417 0,2024 0,75 1,0213 1,347 1,0689 0,7579 1,0386 0,1780
0,80 1,2500 1,0441 0,80 1,0250 0,1162 0,80 1,0174 1,261 1,0425 0,8069 1,0731 0,1019
0,85 1,1760 1,0240 0,85 1,0132 0,05904 0,85 1,0133 1,184 1,0731 0,8557 1,0122 0,0516
0,90 1,1110 | 1,0104 0,90 1,0056 | 0,02385 || 090| 1,0091 1,116 1,0100 | 0,9041 | 1,0051 | 0,02078
0,95 1,0526 1,0026 0,95 1,0013 0,00545 0,95 1,0047 1,0551 1,0024 0,9522 1,0012 0,00472
1,00 1 1 1,00 1 0 1,00 1 1 1 1 1 0
1,05 0,9524 | 1,0025 1,05 1,0012 | 0,00461 || 1,05| 09951 | 0,9501 | 1,0073 | 1,0474 | 1,0011 | 0,0040
1,10 0,9091 1,0097 1,10 1,0045 0,01707 1,10 0,9901 0,9046 1,0092 1,0945 1,0041 0,0147
1,15 0,8695 1,0217 1,15 1,0098 0,03567 1,15 0,9849 0,8630 1,0204 1,1412 1,0087 0,0306
1,20 0,8333 | 1,0384 1,20 1,0167 | 0,05909 || 1,20| 09795 | 0,8247 | 1,0360 | 1,1876 | 1,0148 | 0,0505
1,25 0,8000 1,0598 1,25 1,025 0,08629 1,25 0,9739 0,7895 1,0559 1,234 1,0221 0,0735
1,30 0,7692 1,0362 1,30 1,0346 0,1164 1,30 0,9632 0,7569 1,0801 1,279 1,0304 0,0988
1,35 0,7407 1,118 1,35 1,0453 | 0,1489 || 135| 09623 | 0,7266 1,109 1,324 1,0397 | 0,1260
1,40 0,7143 1,154 1,40 1,0571 0,1831 1,40 0,9563 0,6985 1,142 1,369 1,0498 0,1544
1,45 0,6897 1,196 1,45 1,0698 0,2188 1,45 0,9501 0,6722 1,180 1,413 1,0605 0,1838
1,50 0,6667 1,245 1,50 1,0333 0,2554 1,50 0,9438 0,6476 1,223 1,457 1,0717 0,2138
1,55 0,6452 1,300 1,55 1,0976 0,2927 1,55 0,9374 0,6246 1,272 1,501 1,0835 0,2443
1,60 0,6250 1,363 1,60 1,112 0,3306 1,60 0,9309 0,6030 1,326 1,544 1,0958 0,2749
1,65 0,6061 1,434 1,65 1,128 0,3689 || 165| 09242 | 0,5826 1,387 1,586 1,108 0,3056
1,70 0,5882 1,514 1,70 1,144 0,4073 1,70 0,9174 0,5634 1,454 1,628 1,121 0,3362
1,75 0,5714 1,603 1,75 1,161 0,4458 1,75 0,9105 0,5453 1,528 1,670 1,134 0,3667
1,80 0,5556 1,703 1,80 1,178 04842 |[1,80| 0,9036 | 0,5281 1,610 1,711 1,148 0,3969
1,85 0,5406 1,815 1,85 1,195 0,5225 1,85 0,8966 0,5118 1,701 1,752 1,161 0,4268
1,90 0,5263 1,941 0,90 1,213 0,5607 1,90 0,8895 0,4964 1,801 1,792 1,175 0,4563
1,95 0,5128 2,082 1,95 1,231 0,5956 1,95 0,8823 0,4817 1,911 1,832 1,179 0,4854
2,00 0,5000 2,241 2,00 1,250 0,6363 2,00 0,8750 0,4677 2,032 1,871 1,203 0,5140
2,05 0,4378 2,419 2,05 1,269 0,6736 2,05 0,8677 0,4544 2,165 1,910 1,217 0,5422
2,10 0,4762 2,620 2,10 1,288 0,7106 2,10 0,8603 0,4417 2,312 1,948 1,231 0,5698
2,15 0,4651 2,846 2,15 1,308 0,7472 2,15 0,8529 0,4295 2,473 1,986 1,245 0,5970
2,20 0,4545 3,100 2,20 1,327 0,7835 2,20 0,8454 0,4179 2,651 2,023 1,259 0,6237
2,25 0,4444 3,388 2,25 1,347 0,8194 |[225]| 0,8379 | 0,4068 2,846 2,060 1,273 0,6498
2,30 0,4348 3,714 2,30 1,367 0,8549 2,30 0,8304 0,3962 3,061 2,096 1,286 0,6754
2,35 0,4256 4,083 2,35 1,388 0,8900 2,35 0,8228 0,3860 3,299 2,132 1,300 0,7005
2,40 0,4167 4,502 2,40 1,408 0,9246 2,40 0,8152 0,3762 3,560 2,167 1,314 0,7251
2,45 0,4082 4,979 2,45 1,429 0,9588 2,45 0,8076 0,3668 3,848 2,202 1,328 0,7491
2,50 0,4000 5,522 2,50 1,45 0,9926 2,50 0,8000 0,3578 4,165 2,236 1,342 0,7726
2,55 0,3922 6,142 2,55 1,471 1,026 2,55 0,7924 0,3491 4,515 2,270 1,355 0,7957
2,60 0,3847 6,852 2,60 1,492 1,059 2,60 0,7848 0,3407 4,902 2,303 1,369 0,8182
2,65 0,3774 7,665 2,65 1,514 1,092 2,65 0,7771 0,3327 5,328 2,363 1,382 0,8402
2,70 0,3704 8,60 2,70 1,535 1,124 |[270] 0,7695 | 0,3249 5,799 2,368 1,395 0,8617
2,75 0,3636 9,68 2,75 1,557 1,155 2,75 0,7619 0,3174 6,320 2,400 1,409 0,8828
2,80 0,3571 10,92 2,80 1,579 1,187 2,80 0,7543 0,3102 6,895 2,432 1,422 0,9034
2,85 0,3509 12,35 2,85 16 1,218 |[285| 0,7467 | 0,3032 7,532 2,463 1,434 0,9735
2,90 0,3449 14,02 2,90 1,622 1,248 2,90 0,7392 0,2965 8,237 2,493 1,447 0,9432
2,95 0,3390 15,95 2,95 1,644 1,279 2,95 0,7316 0,2900 9,016 2,523 1,460 0,9624
3 0,3333 18,20 3 1,667 1,308 3 | 07241 | 0,2837 9,880 2,553 1,472 0,9812
35 0,2857 79,22 35 1,893 1,587 35 0,6512 0,2305 25,830 2,824 1,589 1,1470
4 0,2500 452 4 2,125 1,835 4 0,5833 0,1909 71,740 3,055 1,691 1,280
45 0,2222 3364 45 2,361 2,058 45 0,5217 0,1605 205,7 3,25 1,779 1,386
5 0,2000 32500 5 2,6 2,259 5 0,4667 0,1366 597,3 3,416 1,854 1,472
6 0,1667 6640000 6 3,083 2,611 6 0,3750 0,1021 4911 3,674 1,973 1,601
7 0,1429 | 3,78e+9 7 3,571 2,912 7 | 03043 | 0,788 | 37919 3,862 2,060 1,689
8 0,1250 6e+12 8 4,062 3,174 8 0,2500 0,0625 263000 4 2,125 1,752
9 0,1111 2,62e+16 9 4,556 3,407 9 0,2079 0,05057 | 1610000 4,104 2,174 1,798
10 0,1000 | 3,14e+20 10 5,05 3,615 10 | 0,1750 | 0,04183 | 8890000 | 4,183 2,211 1,832
¥ 0 ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ 0 0 ¥ 4,583 24 1,997
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LINEA DE FANNO

Para flujo compresible unidimensional de un gas perfecto

(g=1,2) (g=1,3)

M T/T* p/p* po/pt VIV WW 41 Loald || M TIT* p/p* po/pe VIV WW+ 41 Lmald
0,00 1,1 ¥ ¥ 0 ¥ ¥ 0,00 1,15 ¥ ¥ 0 ¥ ¥
0,05 1,0997 20,974 11,857 0,05243 9,562 327,09 0,05 1,149 21,444 11,721 0,05361 9,354 301,740
0,10 1,0989 10,483 5,953 0,1048 4,822 78,36 0,10 1,148 10,716 5,885 0,1072 4,720 72,200
0,15 1,0975 6,984 3,996 0,1571 3,260 32,81 0,15 1,146 7,137 3,952 0,1606 3,194 30,180
0,20 1,0956 5,234 3,026 0,2093 2,493 17,13 0,20 1,143 5,346 2,994 0,2138 2,445 15,730
0,25 1,0932 4,182 2,451 0,2614 2,044 10,04 0,25 1,139 4,270 2,426 0,2668 2,007 9,201
0,30 1,0902 3,480 2,073 0,3133 1,753 6,298 0,30 1,134 3,551 2,054 0,3195 1,724 5,759
0,35| 1,0867 2,978 1,809 0,3649 1,553 4,121 0,35 1,129 3,036 1,793 0,3719 1,530 3,760
0,40 1,0827 2,601 1,615 0,4162 1,409 2,768 0,40 1,123 2,649 1,602 0,4239 1,391 2,520
0,45 1,0782 2,307 1,469 0,4672 1,304 1,887 0,45 1,116 2,348 1,459 0,4754 1,289 1,714
0,50 1,0732 2,072 1,356 0,5179 1,224 1,294 0,50 1,1084 2,106 1,348 0,5264 1,213 1,172
0,55 1,0677 1,879 1,268 0,5683 1,164 0,8855 0,55 1,1001 1,907 1,261 0,5769 1,155 0,8004
0,60 1,0618 1,717 1,199 0,6183 1,118 0,5999 0,60 1,0911 1,741 1,193 0,6267 1,111 0,5409
0,65| 1,0554 1,581 1,144 0,6678 1,0826 0,3987 0,65 1,0815 1,600 1,140 0,6759 1,0777 0,3586
0,70 1,0486 1,463 1,100 0,7168 1,0561 0,2570 0,70 1,0713 1,479 1,0972 0,7245 1,0524 0,2305
0,75 1,0414 1,361 1,0666 0,7654 1,0360 0,1579 0,75 1,0605 1,373 1,0644 0,7724 1,0336 0,14131
0,80| 1,0338 1,271 1,0410 0,834 1,0214 0,0902 0,80 1,0493 1,280 1,0395 0,8195 1,0199 0,08044
0,85 1,0259 1,192 1,0222 0,8609 1,0112 0,0455 0,85 1,0376 1,198 1,0214 0,8658 1,0104 0,04053
0,90 1,0176 1,121 1,0096 0,9078 1,0047 0,0183 0,90 1,0254 1,125 1,0092 0,9113 1,0043 0,01623
0,95| 1,0089 1,0573 1,0023 0,9542 1,0011 0,0041 0,95 1,0129 1,0594 1,0022 0,9561 1,001 0,00367
1,00 1 1 1 1 1 0 1,00 1 1 1 1 1 0
1,05| 0,9908 0,948 1,0022 1,0451 1,001 0,0035 1,05| 0,9868 0,9461 1,0021 1,043 1,0009 0,00305
1,10| 10,9813 0,9005 1,0087 1,0896 1,0037 0,0128 1,10| 10,9733 0,8969 1,0083 1,0852 1,0033 0,01122
1,15| 0,9715 0,8571 1,0194 1,134 1,0079 0,0270 1,15| 0,9596 0,8518 1,0183 1,1266 1,0071 0,07324
1,20 0,9615 0,8172 1,0340 1,177 1,0340 0,0266 1,20 | 0,9457 0,8104 1,0321 1,167 1,012 0,0382
1,25| 0,9514 0,7803 1,0525 1,219 1,0197 0,0634 1,25| 0,9316 0,7722 1,0495 1,206 1,0177 0,05524
1,30 0,9410 0,7462 1,0749 1,261 1,0270 0,0850 1,30| 0,9174 0,7368 1,0704 1,245 1,0241 0,07388
1,35| 0,9304 0,7145 1,101 1,302 1,0351 0,1080 1,35| 0,9031 0,7039 1,0948 1,283 1,0312 0,09365
1,40| 0,9197 0,685 1,132 1,342 1,0437 0,1320 1,40 | 0,8887 0,6734 1,1227 1,320 1,0388 0,11417
145| 0,9089 0,6575 1,166 1,382 1,0529 0,1567 145| 0,8743 0,6448 1,153 1,356 1,0467 0,13513
150 0,8980 0,6317 1,205 1,421 1,0625 0,1817 150| 0,8598 0,6182 1,189 1,391 1,0549 0,1564
155| 0,8869 0,6076 1,248 1,459 1,0724 0,2069 155| 0,8454 0,5932 1,228 1,425 1,0634 0,1777
1,60 0,8758 0,5849 1,296 1,497 1,0826 0,2323 1,60| 0,8309 0,5697 1,271 1,458 1,0721 0,1989
165| 0,8646 0,5635 1,349 1,534 1,0930 0,2575 165| 0,8165 0,5477 1,318 1,491 1,0808 0,2200
1,70| 0,8534 0,5434 1,407 1,570 1,1036 0,2825 1,70 0,8022 0,5269 1,369 1,523 1,0897 0,2408
1,75| 0,8421 0,5244 1,471 1,606 1,114 0,3072 1,75 0,788 0,5073 1,424 1,554 1,0986 0,2613
1,80| 0,8308 0,5064 1,540 1,641 1,125 0,3316 1,80| 0,7739 0,4887 1,484 1,584 1,108 0,2814
1,85| 0,8195 0,4894 1,615 1,675 1,136 0,3556 1,85| 0,7599 0,4712 1,549 1,613 1,116 0,3010
1,90 0,8082 0,4732 1,697 1,708 1,147 0,3791 1,90 0,746 0,4546 1,618 1,641 1,125 0,3202
1,95| 0,7970 0,4578 1,787 1,741 1,158 0,4021 1,95| 0,7323 0,4388 1,693 1,669 1,134 0,3390
2,001 0,7857 0,4432 1,884 1,773 1,168 0,4247 2,00 0,7188 0,4239 1,773 1,696 1,143 0,3573
2,05| 0,7745 0,4293 1,989 1,804 1,179 0,4468 2,05| 0,7054 0,4097 1,859 1,722 1,151 0,3751
2,10| 0,7634 0,4034 2,103 1,835 1,19 0,4684 2,10 | 0,6922 0,3952 1,951 1,747 1,160 0,3924
2,15| 0,7523 0,4034 2,226 1,865 1,201 0,4894 2,15 0,6791 0,3833 2,050 1,772 1,163 0,4092
220| 0,7413 0,3913 2,359 1,894 1,211 0,5099 2,20 | 0,6652 0,371 2,156 1,796 1,176 0,4255
225| 0,7303 0,3798 2,504 1,923 1,221 0,5299 2,25| 0,6536 0,3593 2,268 1,819 1,184 0,4413
230 0,7194 0,3682 2,660 1,951 1,232 0,5493 2,30 0,6412 0,3482 2,388 1,842 1,192 0,4566
2,35| 0,7086 0,3582 2,829 1,978 1,242 0,5683 2,35 0,629 0,3375 2,517 1,864 1,200 0,4715
2,40| 0,6980 0,3481 3,011 2,005 1,252 0,5868 2,40 0,617 0,3273 2,654 1,885 1,208 0,4860
245| 0,6874 0,3384 3,208 2,031 1,262 0,6047 245 0,6051 0,3175 2,800 1,906 1,215 0,5000
250| 0,6769 0,3291 3,420 2,057 1,272 0,6222 250| 0,5935 0,3032 2,954 1,926 1,223 0,5136
255| 0,6665 0,3202 3,650 2,082 1,281 0,6392 255| 0,5822 0,2992 3,119 1,946 1,230 0,5267
2,60 0,6563 0,3116 3,898 2,106 1,291 0,6557 2,60 0,5711 0,2906 3,295 1,965 1,237 0,5394
2,65| 0,6462 0,3033 4,166 2,130 1,300 0,6718 2,65| 0,5601 0,2824 3,482 1,983 1,244 0,5517
2,70| 0,6362 0,2954 4,455 2,154 1,309 0,6874 2,70 | 0,5493 0,2745 3,681 2,001 1,250 0,5636
2,75| 0,6263 0,2878 4,767 2,176 1,318 0,7026 2,75 0,5388 0,2669 3,892 2,019 1,257 0,5752
2,80| 0,6166 0,2804 5,103 2,199 1,327 0,7173 2,80 | 0,5285 0,2596 4,116 2,036 1,263 0,5864
2,85| 0,6070 0,2733 5,466 2,220 1,335 0,7316 2,85| 0,5184 0,2526 4,354 2,052 1,270 0,5972
290 | 0,5975 0,2665 5,858 2,242 1,344 0,7456 2,90 0,5085 0,2459 4,607 2,068 1,276 0,6077
295| 0,5882 0,2600 6,280 2,263 1,352 0,7592 295| 0,4988 0,2394 4,875 2,084 1,282 0,6179

3 0,5789 0,2536 6,735 2,283 1,36 0,7724 3 0,4894 0,2332 516 2,099 1,288 0,6277
35 0,4944 0,2009 13,76 2,461 1,434 0,8857 35 0,4053 0,1819 9,11 2,228 1,338 0,7110

4 0,4231 0,1626 28,35 2,602 1,493 0,9718 4 0,3382 0,1454 15,94 2,326 1,378 0,7726
45 0,3636 0,1340 57,96 2,714 1,541 1,0380 45 0,2848 0,1186 27,39 2,402 1,409 0,8189

5 0,3143 0,1121 116,31 2,803 1,58 1,0896 5 0,2421 0,09841 45,95 2,460 1,433 0,8543

6 0,2391 0,0815 4347 2,934 1,637 1,1630 6 0,1797 0,07065 120,1 2,543 1,463 0,9037

7 0,1864 0,06168 1458,7 3,023 1,677 1,2120 7 0,1377 0,05302 285,3 2,598 1,491 0,9355

8 0,1486 0,04819 4353 3,084 1,704 1,2450 8 0,1085 0,04117 625,2 2,635 1,507 0,9570

9 0,1209 0,03863 13156 3,129 1,724 1,2680 9 0,08745 0,03286 1275 2,662 1,519 0,9722

10 0,1 0,03162 29601 3,162 1,739 1,2860 10 0,07188 0,02769 2438 2,681 1,527 0,9832

¥ 0 0 ¥ 3,317 1,809 1,3650 ¥ 0 0 ¥ 2,769 1,565 1,0326
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Para flujo compresible unidimensional de un gas perfecto (y = 1,40)

M T/T* p/p* po/pt ViV WWF 41 Loald || M TIT* p/p* po/pt vivE WW | 41 Ling/d
0,00 12 ¥ ¥ 0 ¥ ¥ 0,75 | 1,07865 | 1,3848 | 1,06242 | 0,77893 | 1,03137 | 0,12728
0,01 12 109,544 | 57,874 | 0,01055 | 45650 | 713440 || 0,76 | 1,07573 | 1,3647 | 1,05700 | 0,78825 | 1,02844 | 0,11446
0,02 | 1,1555 54,77 28,942 | 0,02191 | 22,834 | 1778,45 || 0,77 | 1,07279 | 1,3451 | 1,05188 | 0,78753 | 1,02570 | 0,10262
0,03 | 1,1998 36,511 19,300 | 0,03286 | 15,232 787,08 |[ 0,78 | 1,06982 | 1,3260 | 1,04705 | 0,80677 | 1,07314 | 0,09167
0,04 | 1,199 27,382 14,482 | 0,04381 | 11,435 | 440,35 || 0,79| 1,06684 | 1,3074 | 1,04250 | 0,81598 | 1,02075 | 0,08159
0,05 | 1,1994 21,903 11,501 | 0,05476 | 9,1584 280,02 || 0,80 | 1,06383 | 1,2892 | 1,03823 | 0,82514 | 1,01853 | 0,07229
0,06 | 1,1991 18,251 9,6659 | 0,06570 | 7,6428 193,03 || 0,81 1,06080 | 1,2715 | 1,03422 | 0,83426 | 1,01646 | 0,06375
0,07 | 1,1988 15,642 8,2915 | 0,07664 6,562 140,66 || 0,82 1,05775 | 1,2542 | 1,03047 | 0,84334 | 1,01455 | 0,05593
0,08 | 1,1985 13,684 7,2616 | 0,08758 | 5,7529 106,72 || 0,83 | 1,05468 | 1,2373 | 1,02696 | 0,85239 | 1,01278 | 0,04878
0,09 | 1,1981 12,162 6,4614 | 0,09851 | 5,1249 83,496 || 0,84 | 1,05160 | 1,2208 | 1,07370 | 0,86140 | 1,01115 | 0,04226
010 | 1,1976 10,943 58218 | 0,10943 | 4,6236 66,922 || 0,85| 1,04849 | 1,2047 | 1,02067 | 0,87037 | 1,00966 | 0,03632
011 | 1,1971 90,9465 52992 | 0,12035 | 4,2146 54,688 || 0,86 | 1,04537 | 1,1889 | 1,01787 | 0,87929 | 1,00829 | 0,03097
012 | 1,1966 90,1156 | 4,8643 | 0,13126 | 3,8747 | 45408 || 087 | 1,04223 | 1,1735 | 1,01529 | 0,88818 | 1,00704 | 0,02613
0,13 ] 1,1960 84123 | 4,4968 | 0,14216 3,588 38,207 || 0,88 | 1,03909 | 1,1584 | 1,01294 | 0,89703 | 1,00591 | 0,02180
014 | 1,1953 7,8093 | 4,1824 | 0,15306 | 3,3432 32,511 || 089 | 1,03589 | 1,1436 | 1,01080 | 0,90583 | 1,00490 | 0,01793
05| 1,1946 7,2866 3,9103 | 0,16395 | 3,1317 27,932 |[ 090 | 1,03270 | 1,12913 | 1,00387 | 0,91459 | 1,00399 | 0,01451
0,16 | 1,1939 6,8291 3,6727 | 0,17482 | 2,9474 24,198 |[ 091 | 1,02950 | 1,11500 | 1,00714 | 0,92332 | 1,00318 | 0,01152
017 | 1,1931 6,4252 3,4635 | 0,18568 | 2,7555 21,115 |[ 092 | 1,02627 | 1,10114 | 1,00560 | 0,93701 | 1,00248 | 0,00892
018 | 1,1923 6,0662 32779 | 0,19654 | 26422 18,543 || 0,93 | 1,02304 | 1,08758 | 1,00426 | 0,94065 | 1,00188 | 0,00669
019 | 1,1914 5,7448 3,1123 | 0,20739 | 2,5146 16,375 || 094 | 1,01978 | 1,07430 | 1,00311 | 0,94925 | 1,00136 | 0,00481
0,20 | 1,1905 5,4555 2,9635 | 0,21822 | 2,4004 14,533 || 0,95| 1,01652 | 1,06129 | 1,00215 | 0,95782 | 1,00093 | 0,00323
021 1,1895 5,1936 2,8293 | 0,22904 | 2,2976 12,956 || 0,96 | 1,01324 | 1,04854 | 1,00137 | 0,96634 | 1,00059 | 0,00206
022 | 1,1885 | 4,9554 2,7076 | 0,23984 | 22046 11,596 || 0,97 | 1,00995 | 1,03605 | 1,00076 | 0,97481 | 1,00033 | 0,00113
023 | 1,1874 | 4,7378 2,5563 | 0,25063 | 2,1203 10,416 || 0,98 | 1,00664 | 1,02379 | 1,00033 | 0,98324 | 1,00014 | 0,00049
024 | 1,1863 | 45383 2,4556 | 0,26141 | 2,0434 9,3865 || 0,09 | 1,00333 | 1,01178 | 1,00008 | 0,99164 | 1,00003 | 0,00012
0,25 1,1852 4,3546 2,4027 0,27217 1,9732 8,4834 1,00 1 1 1 1 1 0
026 | 1,1840 | 4,1850 2,3173 | 0,28291 | 1,9088 7,6876 || 1,01 | 0,99666 | 0,98844 | 1,00008 | 1,00331 | 1,00003 | 0,00011
027 | 1,1828 | 4,0280 2,2385 | 0,29364 | 1,8496 6,9832 || 1,02| 0,99331 | 0,97771 | 1,00033 | 1,01658 | 1,00013 | 0,00046
028 | 1,815 3,8820 2,1656 | 0,30435 1,795 6,3572 || 1,03 | 0,98995 | 0,96598 | 1,00073 | 1,02481 | 1,00030 | 0,00101
029 | 1,1802 3,7460 2,0979 | 0,31504 | 1,7446 57980 || 1,04 | 0,98658 | 0,95506 | 1,00130 | 1,03300 | 1,00053 | 0,00177
030| 1,1788 3,6190 2,0351 | 0,32572 | 1,6979 52992 || 1,05| 0,98320 | 0,94435 | 1,00203 | 1,04115 | 1,00082 | 0,00271
031 11774 3,5002 1,9765 | 0,33637 | 1,6546 | 4,8507 || 1,06| 0,97982 | 0,93383 | 1,00291 | 1,04925 | 1,00116 | 0,00384
032 1,1759 3,3888 1,9219 | 0,34700 | 1,6144 | 4,4469 || 1,07| 0,97642 | 0,92350 | 1,00394 | 1,05731 | 1,00155 | 0,00513
033 1,1744 3,2840 1,8708 | 0,35762 | 1,576 | 4,0821 || 1,08| 0,97302 | 0,91335 | 1,00512 | 1,06533 | 1,00200 | 0,00658
034 1,1729 3,1853 1,8229 | 0,36822 1,542 3,7520 || 1,09 | 0,96960 | 0,90338 | 1,00645 | 1,07331 | 1,00250 | 0,00818
035| 1,1713 3,0922 1,7780 | 0,37880 | 1,5094 3,4525 |[ 1,10 | 0,96518 | 0,89359 | 1,00793 | 1,08124 | 1,00305 | 0,00993
036 | 1,1697 3,0042 1,7358 | 0,35535 | 1,4789 3,1801 || 1,11| 0,96276 | 0,88397 | 1,00955 | 1,08913 | 1,00365 | 0,01181
037 | 1,1680 2,9209 1,6961 | 0,39988 | 1,4503 2,9320 |[ 1,12 0,95933 | 0,87451 | 1,01131 | 1,09698 | 1,00429 | 0,01382
0,38 1,1663 2,8420 1,6587 | 0,41039 | 1,4236 2,7055 |[ 1,13 | 0,95589 | 0,86522 | 1,01322 | 1,10479 | 1,00497 | 0,01595
039 | 1,1646 2,7671 1,6234 | 0,42037 | 1,3985 2,4983 |[ 1,14 | 0,95244 | 0,85608 | 1,01527 | 1,11256 | 1,00569 | 0,01887
040 | 1,1628 2,6958 15901 | 0,43133 | 1,3749 2,3085 |[ 1,15| 0,94899 | 0,84710 | 1,01746 | 1,1203 | 1,00645 | 0,02053
041 1,1610 2,6280 15587 | 0,44177 | 1,3527 2,1344 |[ 1,16 | 0,94554 | 0,83827 | 1,01978 | 1,1280 | 1,00726 | 0,02298
042 | 1,1591 2,5634 15289 | 0,45218 | 1,3318 1,9744 || 117 | 0,94208 | 0,82958 | 1,02224 | 1,1356 | 1,00310 | 0,02552
043| 1,1572 2,5017 15007 | 0,46257 | 1,3122 1,8272 || 1,18 0,93862 | 0,82104 | 1,02484 | 1,1432 | 1,00397 | 0,02814
044 | 1,1553 2,4428 1,4739 | 0,47293 | 1,2937 1,8272 || 119 | 0,93515 | 0,81263 | 1,02757 | 1,1508 | 1,00988 | 0,03085
045| 1,1533 2,3865 1,4486 | 0,48326 | 1,2763 15664 || 1,20 | 0,93163 | 0,80436 | 1,03044 | 1,1583 | 1,01082 | 0,03364
046 | 1,1512 2,3326 1,4246 | 0,49357 | 1,2598 1,4509 || 1,21 0,92820 | 0,79623 | 1,03344 | 1,1658 | 1,01178 | 0,03650
047 | 1,1492 2,2809 1,4018 | 0,50385 | 1,2443 1,3442 || 122 0,92473 | 0,78822 | 1,03657 | 1,1732 | 1,01278 | 0,03942
048] 1,1471 2,2314 1,3801 | 0,51410 | 1,2296 1,2453 || 1,23 | 0,92125 | 0,78034 | 1,03983 | 1,1806 | 1,01381 | 0,04241
049 | 1,1450 2,1838 1,3595 | 052433 | 1,2158 1,1539 || 1,24 | 0,91777 | 0,77258 | 1,04323 | 1,1879 | 1,01486 | 0,04547
050 | 1,1429 2,1381 1,3399 | 0,53453 | 1,2027 | 1,06908 || 1,25| 0,91429 | 0,76495 | 1,04676 | 1,1952 | 1,01594 | 0,04858
051 | 1,1407 2,0942 1,3212 | 054469 | 1,1903 | 0,99042 || 1,26 | 0,91080 | 0,75743 | 1,05041 | 1,2025 | 1,01705 | 0,05174
052 | 1,1384 2,0519 1,3034 | 055482 | 1,1786 | 0,91741 || 1,27 | 0,90732 | 0,75003 | 1,05419 | 1,2097 | 1,01818 | 0,05494
053] 1,1362 2,0112 1,2864 | 0,56493 | 1,1675 | 0,84963 || 1,28 | 0,00383 | 0,74274 | 1,05809 | 1,2169 | 1,01933 | 0,05820
054 | 1,1339 1,9719 1,2702 | 0,57501 | 1,1571 | 0,78662 || 1,29 | 0,90035 | 0,73556 | 1,06213 | 1,2240 | 1,02050 | 0,06150
055| 1,1315 1,9341 1,2549 | 0,58506 | 1,1472 | 0,72805 || 1,30 | 0,89686 | 0,72848 | 1,06630 | 1,2311 | 1,02169 | 0,06483
056 | 1,1292 1,8976 1,2403 | 0,59507 | 1,1378 | 0,67357 || 1,31| 0,89338 | 0,72152 | 1,07060 | 1,2382 | 1,02291 | 0,06320
057 | 1,1268 1,8623 1,2263 | 0,60505 | 1,1280 | 0,62286 || 1,32 | 0,88989 | 0,71465 | 1,07502 | 1,2452 | 1,02415 | 0,07161
058 | 1,1244 1,8282 1,213 0,61500 | 1,1205 | 0,57568 || 1,33 | 0,88641 | 0,70789 | 1,07957 | 1,2522 | 1,02540 | 0,07504
059 | 1,1219 1,7952 1,2003 | 0,62492 | 1,1126 | 053174 || 1,34| 0,88292 | 0,70123 | 1,08424 | 1,2591 | 1,02666 | 0,07850
0,60 | 1,1194 1,7634 1,1882 | 0,63481 | 1,10504 | 0,49081 || 1,35| 0,87944 | 0,69466 | 1,089004 | 1,2660 | 1,02794 | 0,08199
061 1,1169 1,7325 1,1766 | 0,64467 | 1,09793 | 0,45270 || 1,38| 0,87596 | 0,68818 | 1,09397 | 1,2729 | 1,02924 | 0,08550
062 1,1144 1,7026 1,1656 | 0,65449 | 1,09120 | 0,41720 || 1,37 | 0,87249 | 0,68180 | 1,09902 | 1,2797 | 1,03056 | 0,08904
063 ] 1,1118 1,6737 1,1551 | 0,66427 | 1,08485 | 0,38411 || 1,38| 0,86901 | 0,67551 | 1,1041 1,2864 | 1,03189 | 0,09259
0,64 | 1,1091 1,6456 1,1451 | 0,67402 | 1,07883 | 0,35330 || 1,39 | 0,86554 | 0,66931 | 1,1098 1,2932 | 1,03323 | 0,09616
0,65| 1,1065 1,6183 1,1356 | 0,68374 | 1,07314 | 0,32460 || 1,40 | 0,86207 | 0,66320 | 1,1149 1,2999 | 1,03458 | 0,09974
0,66 | 1,10383 | 1,5919 1,1265 | 0,69342 | 1,06777 | 0,29785 || 1,41| 0,85860 | 0,65717 | 1,1205 1,3065 | 1,03595 | 0,10333
067 | 1,10114 | 1,5662 1,1179 | 0,70306 | 1,06271 | 0,27295 || 1,42 | 0,85514 | 0,65122 | 1,1262 1,3131 | 1,03733 | 0,10694
0,68 | 1,09842 | 1,5413 1,1097 | 0,71267 | 1,05792 | 0,24978 || 1,43 | 0,85163 | 0,64536 | 1,1320 1,3197 | 1,03872 | 0,11056
0,69 | 1,09567 | 1,5170 1,1018 | 0,72226 | 1,05340 | 0,22821 || 1,44| 0,84822 | 0,63958 | 1,1379 1,3262 | 1,04012 | 0,11419
0,70 | 1,09290 | 1,4934 | 1,09436 | 0,73179 | 1,04915 | 0,20814 || 1,45 | 0,84477 | 0,63387 | 41,1440 1,3327 | 1,04153 | 0,11782
0,71| 1,09010 | 1,4705 | 1,03729 | 0,74129 | 1,04514 | 0,18949 || 1,46 | 0,84133 | 0,62824 | 1,1502 1,3392 | 1,04295 | 0,12146
0,72 | 1,08727 | 1,4482 | 1,08057 | 0,75076 | 1,04137 | 0,17215 || 1,47 | 0,83788 | 0,62269 | 1,1565 1,3456 | 1,04438 | 0,12510
0,73 | 1,08442 | 1,4265 | 1,07419 | 0,76019 | 1,03783 | 0,15606 || 1,48 | 0,83445 | 0,61722 | 41,1629 1,3520 | 1,04581 | 0,12875
0,74 | 1,08155 | 1,4054 | 1,06815 | 0,76958 | 1,03450 | 0,14113 || 1,49 | 0,83101 | 0,61181 | 1,1695 1,3583 | 1,04725 | 0,13240
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LINEA DE FANNO
Para flujo compresible unidimensional de un gas perfecto (y = 1,40)

M TIT* p/p* po/pe VIV WWF 41 Lpadd|| M TIT* p/p* po/pc VIV WWF 41 Lmald

150 | 0,8276 0,6065 1,1762 1,3646 1,04870 | 0,13605 || 225 | 0,5963 0,3432 2,0964 1,7374 1,1565 0,37378

151 | 0,8242 0,6012 1,1830 1,3708 1,05016 | 0,13970 || 2,26 | 0,5936 0,3409 2,1154 1,7412 1,1578 0,37630

152 | 0,8207 0,5960 1,1899 1,3770 1,05162 | 0,14335 || 2,27 | 0,5910 0,3387 2,1345 1,7450 1,1590 0,37881

153 | 08173 0,5904 1,1970 1,3832 1,05309 | 0,14699 || 228 | 0,5883 0,3364 2,1538 1,7488 1,1603 0,38130

154 | 0,8139 0,5858 1,2043 1,3894 1,05456 | 0,15063 || 2,29 | 0,5857 0,3342 2,1733 1,7526 1,1616 0,38377

155| 0,8105 0,5808 1,2116 1,3955 1,05604 | 0,15427 || 3,30 | 0,5831 0,3320 2,1931 1,7563 1,1629 0,38623

156 | 0,8072 0,5759 1,2190 1,4015 1,05752 | 0,15790 || 2,31 | 0,5805 0,3296 2,2131 1,7600 1,1641 0,38867

157 | 0,8038 0,5710 1,2266 1,4075 1,05900 | 0,16152 || 2,32 | 0,5779 0,3277 2,2333 1,7637 1,1653 0,39109

158 | 0,8004 0,5662 1,2343 1,4135 1,06049 | 0,16514 || 233 | 0,5753 0,3255 2,2537 1,7673 1,1666 0,39350

159 | 0,7970 0,5615 1,2422 1,4195 1,06198 | 0,16376 || 2,34 | 0,5728 0,3234 2,2744 1,7709 1,1678 0,39589

1,60 | 0,7936 0,5568 1,2502 1,4254 1,06348 | 0,17236 || 235 | 0,5702 0,3213 2,2953 1,7745 1,1690 0,39826

161 | 0,7903 0,5522 1,2583 1,4313 1,06498 | 0,17595 || 236 | 0,5677 0,3192 2,3164 1,7781 1,1703 0,40062

162 | 0,7870 0,5476 1,2666 1,4371 1,06648 | 0,17953 || 2,37 | 0,5651 0,3172 2,3377 1,7817 1,1715 0,40296

1,63 | 0,7836 0,5430 1,2750 1,4429 1,06798 | 0,18311 || 2,38 | 0,5626 0,3152 2,3593 1,7852 1,1727 0,40523

164 | 0,7803 0,5386 1,2835 1,4487 1,06948 | 0,18667 || 239 | 0,5601 0,3313 2,3811 1,7887 1,1739 0,40760

165| 0,7770 0,5342 1,2922 1,4544 1,07098 | 0,19022 || 240 | 0,5576 0,3111 2,4031 1,7922 1,1751 0,40989

166 | 0,7736 0,5299 1,3010 1,4601 1,07249 | 0,19376 || 241 | 0,5551 0,3092 2,4254 1,7956 1,1763 0,40939

167 | 0,7703 0,5256 1,3099 1,4657 1,07399 | 0,19729 || 242 | 0,5527 0,3072 2,4479 1,7991 1,1775 0,41442

1,68 | 0,7670 0,5213 1,3190 1,4713 1,07550 | 0,20031 || 243 | 0,5502 0,3053 2,4706 1,8025 1,1786 0,41667

169 | 0,7637 0,5171 1,3282 1,4769 1,07701 | 0,20431 || 244 | 0,5478 0,3033 2,4936 1,8059 1,1798 0,41891

1,70 | 0,7605 0,5130 1,3376 1,4825 1,07851 | 0,20780 || 245 | 0,5453 0,3014 2,5163 1,8092 1,1810 0,42113

1,71 | 0,7572 0,5039 1,3471 1,4830 1,08002 | 0,21128 || 246 | 0,5429 0,2995 2,5403 1,8126 1,1821 0,42333

1,72 | 0,7539 0,5048 1,3567 1,4935 1,08152 | 0,21474 || 247 | 0,5405 0,2977 2,5640 1,8159 1,1833 0,42551

1,73 | 0,7507 0,5008 1,3665 1,4989 1,08302 | 0,21819 || 248 | 0,5381 0,2958 2,5880 1,8192 1,1844 0,42768

1,74 | 0,7474 0,4969 1,3764 1,5043 1,08453 | 0,22162 || 249 | 0,5357 0,2939 2,6122 1,8225 1,1856 0,42983

1,75 | 0,7442 0,4929 1,3865 1,5097 1,08603 | 0,22504 || 250 | 0,5333 0,2921 2,6367 1,8257 1,1867 0,43197

176 | 0,7410 0,4891 1,3967 1,5150 1,03753 | 0,22844 || 251 | 0,5310 0,2903 2,6615 1,8290 1,1879 0,43410

1,77 | 0,7377 0,4853 1,4070 1,5203 1,08903 | 0,23183 || 252 | 0,5286 0,2885 2,6865 1,8322 1,1890 0,43631

1,78 | 0,7345 0,4815 1,4175 1,5256 1,09053 | 0,73520 || 253 | 0,5263 0,2867 2,7117 1,8354 1,1910 0,43831

179 0,7313 0,4778 1,4282 1,5308 1,09202 | 0,73855 || 254 | 0,5239 0,2850 2,7372 1,8386 1,1912 0,44040

1,80 | 0,7282 0,4741 1,4390 1,5360 1,09352 | 0,24189 || 255 | 0,5216 0,2832 2,7630 1,8417 1,1973 0,44247

181 | 0,7250 0,4704 1,4499 1,5412 1,09500 | 0,24521 || 256 | 0,5193 0,2815 2,7891 1,8448 1,1934 0,44452

182| 0,7218 0,4668 1,4610 1,5463 1,09649 | 0,24851 || 257 | 0,5170 0,2798 2,8154 1,8479 1,1945 0,44655

1,83 | 0,7187 0,4632 1,4723 1,5514 1,09798 | 0,25180 || 258 | 0,5147 0,2781 2,6420 1,8510 1,1956 0,44857

184 | 0,7155 0,4597 1,4837 1,5564 1,09946 | 0,25507 || 259 | 0,5125 0,2764 2,8689 1,8541 1,1967 0,45059

185| 0,7124 0,4562 1,4952 1,5614 1,10090 | 0,25832 || 2,60 | 0,5102 0,2747 2,8960 1,8571 1,1978 0,45259

186 | 0,7174 0,4528 1,5069 1,5664 1,10240 | 0,26156 || 2,61 | 0,5080 0,2731 2,9234 1,8602 1,1989 0,45457

1,87 | 0,7061 0,4494 1,5188 1,5714 1,10390 | 0,26478 || 2,62 | 0,5057 0,2714 2,9511 1,8632 1,2000 0,45654

188 | 0,7030 0,4460 1,5308 1,5763 1,10540 | 0,26798 || 263 | 0,5035 0,2698 2,9791 1,8662 1,2011 0,45850

1,89 | 0,6999 0,4427 1,5429 1,5812 1,10680 | 0,27116 || 2,64 | 0,5013 0,2682 3,0074 1,8691 1,2021 0,46044

1,90 | 0,6969 0,4394 1,5552 1,5861 1,10830 | 0,27433 || 2,65 | 0,4991 0,2666 3,0359 1,8721 1,2031 0,46237

191 | 0,6938 0,4361 1,5677 1,5909 1,10970 | 0,27748 || 2,66 | 0,4969 0,2650 3,0647 1,8750 1,2052 0,46619

1,92 | 0,6907 0,4324 1,5804 1,5957 1,11120 | 0,28061 || 2,68 | 0,4925 0,2617 3,1234 1,8808 1,2062 0,46807

193 | 0,6877 0,4297 1,5932 1,6005 1,11260 | 0,28372 || 2,69 | 0,4904 0,2603 3,1530 1,8837 1,2073 0,46996

194 | 0,6846 0,4265 1,6062 1,6052 1,11410 | 0,28681 || 2,70 | 10,4882 0,2588 3,1830 1,8865 1,2083 0,47182

19| 0,6816 0,4234 1,6193 1,6099 1,11550 | 0,28989 || 2,71 | 0,4861 0,2573 3,2133 1,8894 1,2093 0,47367

1,96 | 0,6786 0,4703 1,6326 1,6146 1,11700 | 0,29295 || 2,72 | 0,4839 0,2557 3,2440 1,8922 1,2103 0,47551

197 | 0,6756 0,4172 1,6461 1,6193 1,11840 | 0,29599 || 2,73 | 10,4818 0,2543 3,2749 1,8950 1,2113 0,47734

198 | 0,6726 0,4142 1,6597 1,6239 1,11980 | 0,29901 || 2,74 | 0,4797 0,2528 3,3061 1,8978 1,2123 0,47915

1,99 | 0,6696 0,4112 1,6735 1,6284 1,12130 | 0,30201 || 2,75 | 0,4776 0,2513 3,3376 1,9005 1,2133 0,48095

2,00 | 0,6667 0,4083 1,6875 1,6330 1,12270 | 0,30499 || 2,76 | 0,4755 0,2498 3,3695 1,9032 1,2143 0,48274

2,01 | 0,6637 0,4053 1,7017 1,6375 1,12410 | 0,30796 || 2,77 | 0,4735 0,2484 3,4017 1,9060 1,2153 0,48452

2,02 | 0,6608 0,4024 1,7160 1,6420 1,12550 | 0,31091 || 2,78 | 0,4714 0,2470 3,4342 1,9087 1,2163 0,48628

203 | 0,6578 0,3995 1,7305 1,6465 1,12690 | 0,31384 || 2,79 | 10,4693 0,2455 3,4670 1,9114 1,2173 0,48803

2,04 | 0,6549 0,3967 1,7452 1,6509 1,12830 | 0,31675 || 2,80 | 0,4673 0,2441 3,5001 1,9140 1,2182 0,48976

2,05 | 0,6520 0,3939 1,7600 1,6553 1,12970 | 0,31965 || 2,81 | 0,4653 0,2427 3,5336 1,9167 1,2192 0,49148

206 | 0,6491 0,3911 1,7750 1,6597 1,13110 | 0,32253 || 2,82 | 10,4632 0,2414 3,5674 1,9193 1,2202 0,49321

2,07 | 0,6462 0,3883 1,7902 1,6640 1,13250 | 0,32538 || 2,84 | 0,4592 0,2386 3,6359 1,9246 1,2221 0,49660

2,08 | 0,6433 0,3856 1,8056 1,6683 1,13390 | 0,32322 || 2,86 | 0,4552 0,2359 3,7058 1,9297 1,2240 0,49995

2,09 | 0,6405 0,3829 1,8212 1,6726 1,13520 | 0,33104 || 2,88 | 0,4513 0,2333 3,7771 1,9348 1,2258 0,50326

210 | 0,6376 0,3802 1,8369 1,6769 1,13660 | 0,33385 || 290 | 0,4474 0,2307 3,8498 1,9398 1,2277 0,50651

211 | 0,6348 0,3776 1,8528 1,6811 1,13800 | 0,33664 || 2,92 | 0,4436 0,2281 3,9738 1,9448 1,2295 0,50973

212 | 0,6320 0,3750 1,8690 1,6853 1,13930 | 0,33940 || 294 | 0,4398 0,2256 3,9993 1,9497 1,2313 0,51291

213 | 0,6291 0,3724 1,8853 1,6895 1,14070 | 0,34215 || 2,96 | 0,4360 0,2231 4,0763 1,9545 1,2331 0,51603

2,14 | 0,6263 0,3698 1,9018 1,6936 1,14200 | 0,34488 || 2,98 | 0,4323 0,2206 4,1547 1,9592 1,2348 0,51912

215 | 0,6235 0,3673 1,9185 1,6977 1,14340 | 0,34760 0,4286 0,2182 4,2346 1,9640 1,2366 0,52216

216 | 0,6208 0,3648 1,9354 1,7018 1,14470 | 0,35030 0,3478 0,1685 6,7896 2,0642 1,2743 0,58643

2,17 | 0,6180 0,3623 1,9525 1,7059 1,14600 | 0,35298 0,2857 0,1336 10,719 2,1381 1,3029 0,63306

218 | 0,6152 0,3598 1,9698 1,7099 1,14740 | 0,35564 0,2000 0,0894 25,00 2,2361 1,3416 0,69381

219 | 0,6125 0,3574 1,9873 1,7139 1,14870 | 0,35823 0,1463 0,0638 53,18 2,2953 1,3655 0,72987

2,20 | 0,6098 0,3549 2,0050 1,7179 1,15000 | 0,36091 0,1111 0,0476 104,14 2,3333 1,3810 0,75281

221 | 0,6070 0,3525 2,0228 1,7219 1,15130 | 0,36352 0,0870 0,0369 190,11 2,3591 1,3915 0,76820

222 | 0,6043 0,3502 2,0409 1,7258 1,15160 | 0,36352 0,0698 0,0294 327,19 2,3772 1,3989 0,77898

223 | 0,6016 0,3478 2,0592 1,7297 1,15390 | 0,36868 0,0571 0,0239 535,94 2,3905 1,4044 0,78683

= w
K| 5| ©| 0| ~|o| a1 | w

224 | 0,5989 0,3455 2,0777 1,7336 1,15520 | 0,37124 0 0 ¥ 2,4495 1,4289 0,82153
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LINEA DE FANNO

Para flujo compresible unidimensional de un gas perfecto (y = 1,67)

M T/T* | plp* | Popi| VN* | FIF* | 4l Lya/D M TIT* | plp* | PIPC | VN* FIF*
000 | 1,335| ¥ ¥ 0 ¥ ¥ 1,76 | 0,6590| 0,4639| 1,312 | 1421 | 1,0623
0,05 | 1,334 | 23,099 11,265| 5,7e-2| 8,687 | 234,36 1,80 | 0,6402| 0,4445| 1,351 | 1,440 | 1,0673
0,10 | 1,331 | 11,535| 5,661 | 0,1154| 4,392 | 55,53 1,85 | 0,6219| 0,4263| 1,392 | 1,459 | 1,0722
0,15 | 1,325 | 7,674 | 3,505 | 0,1727| 2982 | 2321 1,90 | 0,6042| 0,4091| 1,436 | 1,477 | 1,0770
0,20 | 1,317 | 5735 | 2,887 | 0,2296| 2,293 | 12,11 1,95 | 0,5871] 0,3929| 1,482 | 1,494 | 1,0817
0,25 | 1,303 | 4,574 | 2,344 | 0,2555| 1,892 6,98 2,00 | 0,5705| 0,3776| 1,530 | 1,510 | 1,0863
0,30 | 1,296 | 3,755 | 1,989 | 0,3415| 1,635 | 4,337 2,05 | 0,5544| 0,3632| 1,580 | 1,526 | 1,0908
0,35 | 1,282 | 3,235 | 1,741 |0,3963| 1,460 | 2,810 2,10 | 0,5388| 0,3496| 1,632 | 1,541 | 1,0952
0,40 | 1,267 | 2,814 | 1,560 | 0,4502| 1,336 | 1,868 2,15 | 0,5238| 0,3367| 1,687 | 1,556 | 1,0994
0,45 | 1,250 | 2,455 | 1,424 |0,5031| 1,245 | 1,260 2,20 | 0,5093| 0,3244| 1,744 | 1,570 | 1,1035
0,50 | 1,232 | 2,220 | 1,320 | 0,5549| 1,178 | 0,8545 2,25 | 0,4952| 0,3128| 1,803 | 1,583 | 1,107
0,55 | 1,212 | 2,002 | 1,239 | 0,6056| 1,128 | 0,5757 2,30 | 0,4816| 0,3017| 1,865 | 1,596 | 1,111
0,60 | 1,151 | 1,819 | 1,176 | 0,6545| 1,0909| 0,3877 2,35 | 0,4684| 0,2912| 1,929 | 1,608 | 1,115
0,65 | 1,169 | 1,664 | 1,126 | 0,7029| 1,0628| 0,2545 2,40 | 0,4557| 0,2813| 1,995 | 1,620 | 1,119
0,70 | 1,146 | 1,530 | 1,0874| 0,7496| 1,0418| 0,1625 245 | 0,4434| 0,2718| 2,064 | 1,631 | 1,122
0,75 | 1,1233| 1,413 | 1,0576| 0,7949| 1,0265| 0,0987 2,50 | 0,4315| 0,2628| 2,135 | 1,642 | 1,126
0,80 | 1,0993| 1,311 | 1,0351| 0,8388| 1,0155| 0,05576 || 255 | 0,4200| 0,2542| 2,209 | 1,653 | 1,129
0,85 | 1,0748| 1,220 | 1,0189| 0,8812| 1,0080| 0,02780 || 2,60 | 0,4089| 0,2460| 2,285 | 1,663 | 1,132
0,90 |1,0501] 1,139 | 1,0081| 0,9222| 1,0033| 0,01106 || 2,65 | 0,3982| 0,2381| 2,364 | 1672 | 1135
0,95 | 1,0251| 1,0657| 1,0019| 0,9618| 1,0008| 0,00248 || 2,70 | 0,3878| 0,2306| 2,445 | 1,682 | 1,138
1,00 1 1 1 1 1 0 2,75 10,3778/ 0,2235| 2,529 | 1,691 | 1,141
1,05 | 0,9749| 0,9404| 1,0018| 1,0368| 1,0006| 0,00203 || 2,80 | 0,3681| 0,2167| 2,616 | 1,699 | 1,144
1,10 | 0,9499| 0,8860| 1,0070| 1,0721| 1,0024| 0,00740 || 2,85 | 0,3587| 0,2102| 2,705 | 1,707 | 1,146
1,15 | 0,9251| 0,8364| 1,0154| 1,1061| 1,0051| 0,01522 || 2,90 | 0,3497| 0,2039| 2,797 | 1,715 | 1,149
1,20 | 0,9006| 0,7908| 1,0266| 1,1388| 1,0084| 0,02481 || 2,95 | 0,3410| 0,1979| 2,892 | 1,723 | 1,152
1,25 | 0,8763| 0,7489| 1,0406| 1,170 | 1,0124| 0,03564 3 10,3325/ 0,1922| 2990 | 1,730 | 1,154
1,30 | 0,8524| 0,7100| 1,0573| 1,200 | 1,0167| 0,04733 35 |0,2616| 0,1461| 4,134 | 1,790 | 1,174
1,35 | 0,8289| 0,6744| 1,0765| 1,229 | 1,0213| 0,05957 4 10,2099| 0,1145| 5,608 | 1,833 | 1,189
1,40 | 0,8059| 0,6412| 1,0981| 1,257 | 1,0262| 0,07212 45 10,1715/ 0,0920| 7,456 | 1,864 | 1,200
1,45 | 0,7833] 0,6104| 1,122 | 1,284 | 1,0313] 0,08481 5 |0,1424|0,0755| 9,721 | 1,887 | 1,208
1,50 | 0,7612| 0,5817| 1,148 | 1,309 | 1,0364| 0,09749 6 |0,1022| 0,0533] 15,68 | 1,918 | 1,220
1,55 | 0,7397| 0,5545| 1,176 | 1,333 | 1,0416| 0,11010 7 |0,0767| 0,0396] 23,85 | 1,938 | 1,227
1,60 | 0,7187| 0,5255| 1,207 | 1,356 | 1,0468] 0,12250 8 |0,0595| 0,0305| 34,58 | 1,951 | 1,232
1,65 | 0,6982| 0,5054| 1,240 | 1,378 | 1,0520| 0,13460 9 | 0,0474] 0,0242| 48,24 | 1,960 | 1,735
1,70 | 0,6783] 0,4845| 1,275 | 1,400 | 1,0572| 0,14650 10 | 0,0387| 0,0200| 65,18 | 1,967 | 1,238
¥ 0 0 ¥ | 1,99 | 1,249
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FUNCIONES PARA EL FLUJO ISENTROPICO COMPRESIBLE UNIDIMENSIONAL (y = 1,40)

M M* AlA* p/pc rire TITe FIF* M M* AR p/pc rirc TITe =
0 0 ¥ 1 1 1 ¥ 0,72| 0,75076 | 1,0806 | 0,70802 | 0,78143 | 0,60606 | 1,0414
0,01| 00109 | 57,8740 | 0,99993 | 0,99995 | 0,99998 | 45,6500 || 0,73| 0,76019 | 1,0742 | 0,70155 | 0,77632 | 0,90368 | 1,0378
0,02| 002191 | 289420 | 0,99972 | 0,99980 | 0,99992 | 22,8340 || 0,74| 0,76958 | 1,0681 | 0,69507 | 0,77116 | 0,90129 | 10345
0,03| 003286 | 19,3000 | 0,99937 | 0,99955 | 0,99982 | 152320 || 0,75| 0,77893 | 1,0624 | 068857 | 0,76603 | 0,89888 | 10314
0,04| 004381 | 14,4820 | 0,98880 | 0,99920 | 0,99968 | 11,4350 || 0,76 0,78825 | 1,0570 | 0,68207 | 0,76086 | 0,89644 | 1,0284
0,05| 005476 | 11,5920 | 0,99825 | 0,99875 | 0,99950 | 9,1584 || 0,77| 0,79753 | 1,0519 | 067556 | 0,75567 | 0,89399 | 1,0257
0,06| 006570 | 9,6659 | 099748 | 0,99820 | 0,99928 | 7,6420 || 0,78| 0,80677 | 1,0471 | 0,66905 | 0,75046 | 0,89152 | 1,0231
0,07| 007664 | 82915 | 099658 | 0,99755 | 0,99902 | 6,5620 || 0,79| 0,81597 | 1,0425 | 066254 | 0,74524 | 0,88903 | 1,0208
0,08| 008758 | 7,2616 | 0,99553 | 0,99800 | 0,99872 | 57520 || 0,80| 0,82514 | 1,0382 | 0,65602 | 0,74000 | 0,88652 | 1,0185
0,09| 009851 | 64613 | 099435 | 0,99596 | 0,99838 | 51240 || 0,81 0,83426 | 1,0342 | 064951 | 0,73474 | 0,88400 | 10165
00| 010943 | 58218 | 0,99303 | 0,99502 | 0,99800 | 4,6236 || 0,82| 0,84334 | 1,0305 | 064300 | 0,72947 | 0,88146 | 10146
011| 012035 | 52992 | 0,99157 | 0,99398 | 099758 | 4,2146 || 0,83| 0,85239 | 1,0270 | 0,63650 | 0,72419 | 0,87890 | 1,0128
012| 013126 | 4,8643 | 098998 | 0,99284 | 099714 | 3,8740 || 0,84| 086140 | 1,0237 | 0,63000 | 0,71890 | 0,87633 | 10111
013| 014216 | 4,4968 | 0,98826 | 0,99160 | 099664 | 3,5881 || 0,85| 0,87037 | 1,0207 | 062351 | 0,71361 | 0,87374 | 1,0097
014| 015306 | 4,1824 | 0,98640 | 0,99027 | 0,99610 | 3,3430 || 0,86| 0,87929 | 1,0179 | 061703 | 0,70831 | 0,87114 | 1,0083
015| 016395 | 39103 | 098441 | 0,98884 | 099552 | 3,1310 || 0,87| 0,88817 | 1,0153 | 0,61057 | 0,70300 | 0,86852 | 1,0070
016| 017483 | 36727 | 098228 | 0,98731 | 0,99490 | 2,9474 || 0,88 0,89702 | 1,0129 | 060412 | 069769 | 0,86589 | 1,0059
017| 018569 | 34635 | 0,98003 | 0,98569 | 0,99425 | 2,7855 || 0,89 0,90583 | 1,0108 | 059768 | 069237 | 0,86324 | 1,0049
08| 019654 | 32779 | 097765 | 0,98398 | 0,99356 | 2,6420 || 0,90| 0,91460 | 1,0089 | 059126 | 068704 | 0,86058 | 1,0040
019| 020738 | 31122 | 097514 | 0,98217 | 099283 | 2,5141 || 0,91| 0,92333 | 1,0071 | 058486 | 068171 | 0,85791 | 1,0032
0,20| 021822 | 2,9635 | 0,97250 | 0,98027 | 0,99206 | 2,4004 || 0,92| 0,93201 | 1,0056 | 057848 | 067639 | 0,85523 | 1,0025
021| 022904 | 2,8293 | 0,96973 | 0,97828 | 0,99125 | 2,2976 || 0,93| 0,94065 | 1,0043 | 057212 | 067107 | 0,85253 | 1,0019
0,22| 023984 | 2,7076 | 096685 | 0,97621 | 099041 | 2,2046 || 0,94 0,94925 | 1,0031 | 056578 | 066575 | 0,84982 | 1,0014
0,23| 025063 | 2,5968 | 0,96383 | 0,97403 | 0,98953 | 2,1203 || 0,95| 0,95781 | 1,0021 | 055946 | 0,66044 | 0,84710 | 1,0009
0,24| 026141 | 24956 | 0,96070 | 0,97177 | 098861 | 2,0434 || 0,96| 0,96633 | 1,004 | 055317 | 065513 | 0,84437 | 1,0006
025| 027216 | 24027 | 095745 | 0,96942 | 098765 | 1,9732 || 0,97| 097481 | 1,0008 | 054691 | 064982 | 0,84162 | 1,0003
026| 028291 | 23173 | 095408 | 0,96699 | 0,98666 | 1,9088 || 0,98| 0,98325 | 1,0003 | 054067 | 064452 | 0,83887 | 1,0001
027| 029364 | 2,2385 | 0,95060 | 0,96446 | 0,98563 | 1,8456 || 0,99| 0,99165 | 1,0001 | 053446 | 063923 | 0,83611 | 1,0000
0,28| 030435 | 21656 | 0,94700 | 0,96185 | 0,98456 | 1,7950 || 1,00| 1,00000 | 1,0000 | 052828 | 0,63394 | 0,83333 | 1,0000
0,29| 031504 | 2,0979 | 094329 | 0,95916 | 098346 | 1,7446 || 1,01| 1,00831 | 1,0001 | 052213 | 062866 | 0,83055 | 1,0000
0,30| 032572 | 2,0351 | 093947 | 0,95638 | 098232 | 1,6979 || 1,02| 1,01658 | 1,0003 | 051602 | 062339 | 0,82776 | 1,0001
031| 033638 | 19765 | 093554 | 095352 | 098114 | 1,6546 || 1,03| 1,02481 | 1,0007 | 050994 | 061813 | 0,82496 | 1,0003
032| 034701 | 19218 | 093150 | 0,95058 | 097993 | 1,6144 || 1,04| 1,03300 | 1,0013 | 050389 | 061288 | 0,82215 | 1,0005
033| 035762 | 1,8707 | 092736 | 0,94756 | 097868 | 1,5769 || 1,05| 1,04114 | 1,0020 | 049787 | 060765 | 0,81933 | 1,0008
034| 036821 | 1,8229 | 092312 | 0,94446 | 097740 | 1,5420 || 1,06| 1,04924 | 1,0029 | 049189 | 060243 | 0,81651 | 1,0012
035| 037879 | 1,7780 | 091877 | 0,94128 | 097608 | 1,5094 || 1,07| 1,05730 | 1,0039 | 048595 | 059722 | 0,81368 | 1,0015
036| 038935 | 1,7358 | 091433 | 0,93803 | 097473 | 1,4789 || 1,08| 1,06532 | 1,0051 | 048005 | 059203 | 0,81084 | 1,0020
037| 039988 | 16661 | 090979 | 0,93470 | 097335 | 1,4503 || 1,09| 1,07330 | 1,0065 | 047418 | 058685 | 0,80800 | 1,0025
0,38| 041039 | 16587 | 090516 | 0,93129 | 097193 | 1,4236 || 1,10| 1,08124 | 1,0079 | 046835 | 058169 | 0,80515 | 1,0030
0,39| 042087 | 16234 | 090044 | 092782 | 097048 | 1,3985 || 1,11| 1,08914 | 1,0095 | 046256 | 057655 | 0,80230 | 1,0036
040| 043133 | 15901 | 0,89562 | 0,92428 | 0,96899 | 1,3749 || 1,12| 1,09699 | 1,0113 | 045682 | 057143 | 0,79944 | 1,0043
041| 044177 | 15587 | 0,89071 | 0,92066 | 096747 | 1,3527 || 1,13| 1,10480 | 1,0132 | 045112 | 056632 | 0,79657 | 1,0050
042| 045218 | 15289 | 0,88572 | 0,91697 | 096592 | 1,3318 || 1,14| 1,11256 | 1,0153 | 044545 | 056123 | 0,79370 | 1,0057
043| 046256 | 1,5007 | 0,88065 | 0,91322 | 096434 | 1,3122 || 1,15| 1,12030 | 1,0175 | 043983 | 055616 | 0,79083 | 1,0065
044| 047292 | 1,4740 | 0,87550 | 0,90940 | 096272 | 1,2937 || 1,16| 1,12800 | 1,0198 | 043425 | 055112 | 0,78795 | 1,0073
045| 048326 | 14487 | 087027 | 090552 | 096108 | 1,2763 || 1,17| 1,13560 | 1,0222 | 042872 | 054609 | 0,78507 | 1,0081
046| 049357 | 14246 | 086496 | 090157 | 095940 | 1,2598 || 1,18| 1,14320 | 1,0248 | 042323 | 054108 | 0,78218 | 1,0090
047| 050385 | 1,4018 | 0,85958 | 0,89756 | 095769 | 1,2443 || 1,19| 1,15000 | 1,0276 | 041778 | 053610 | 0,77929 | 1,0099
048| 051410 | 1,3801 | 0,85413 | 0,89349 | 095595 | 1,2296 || 1,20| 1,15830 | 1,0304 | 041238 | 053114 | 0,77640 | 1,0108
049| 052432 | 1,3594 | 0,84861 | 0,88936 | 095418 | 1,158 || 1,21| 1,16580 | 1,0334 | 040702 | 052620 | 0,77350 | 1,0118
050| 053452 | 1,3398 | 0,84302 | 0,88517 | 095238 | 1,2027 || 1,22| 1,17320 | 1,0366 | 040171 | 052129 | 0,77061 | 10128
051| 054469 | 1,3212 | 0,83737 | 0,88092 | 095055 | 1,1903 || 1,23| 1,18060 | 1,0398 | 0,39645 | 051640 | 0,76771 | 1,0138
052| 055482 | 1,3034 | 0,83166 | 0,87662 | 094869 | 1,1786 || 1,24| 1,18790 | 1,0432 | 039123 | 051154 | 0,76481 | 10149
053] 056493 | 12864 | 082589 | 0,87227 | 094681 | 1,1675 || 1,25| 1,19520 | 1,0468 | 0,38606 | 050670 | 0,76190 | 1,0159
054| 057501 | 1,2703 | 0,82005 | 0,86788 | 094489 | 1,1571 || 1,26| 1,20250 | 1,0504 | 0,33090 | 050189 | 0,75900 | 1,0171
055| 058506 | 1,2550 | 0,81416 | 0,86342 | 094295 | 1,1472 || 1,27| 1,20970 | 1,0542 | 037586 | 049710 | 0,75610 | 1,0182
056| 059508 | 1,2403 | 0,80822 | 0,85892 | 0,94098 | 1,1378 || 1,28| 1,21690 | 1,0581 | 037083 | 049234 | 0,75319 | 1,0193
057| 060506 | 1,2263 | 0,80224 | 0,85437 | 093898 | 1,1289 || 1,29| 1,22400 | 1,0621 | 0,36585 | 048761 | 0,75029 | 1,0205
058| 061500 | 1,2130 | 0,79621 | 0,84977 | 093696 | 1,1205 || 1,30| 1,31100 | 1,0663 | 0,36092 | 048291 | 0,74738 | 10217
059| 062491 | 1,2003 | 0,79012 | 0,84513 | 093491 | 1,1126 || 1,31| 1,23820 | 1,0706 | 0,35603 | 047823 | 0,74448 | 1,0229
060| 063480 | 1,1882 | 0,78400 | 0,84045 | 093284 | 1,1050 || 1,32| 1,24520 | 1,0750 | 0,35119 | 047358 | 0,74158 | 10241
061| 064466 | 1,1766 | 077784 | 083573 | 093074 | 1,0979 || 1,33| 1,25220 | 1,0796 | 0,34640 | 046895 | 0,73867 | 10254
062| 065448 | 1,1656 | 0,77154 | 0,83096 | 092861 | 1,0912 || 1,34| 1,25910 | 1,0842 | 0,31660 | 046436 | 0,73577 | 1,0267
063| 066427 | 1,1551 | 0,76540 | 0,82616 | 092646 | 1,0849 || 1,35| 1,26600 | 1,0890 | 0,33697 | 045980 | 0,73287 | 1,0279
064| 067402 | 1,451 | 0,75913 | 0,82132 | 092428 | 1,0788 || 1,36| 1,27290 | 1,0940 | 033233 | 045527 | 0,72997 | 1,0292
065| 068374 | 1,1356 | 0,75283 | 0,81644 | 092208 | 1,0731 || 1,37| 1,27970 | 1,0990 | 032774 | 045076 | 0,72707 | 1,0306
066| 069342 | 1,1265 | 0,74650 | 0,81153 | 0,91986 | 1,0678 || 1,38| 1,28650 | 1,1042 | 032319 | 044628 | 0,72418 | 1,0319
067| 070307 | 1,1178 | 0,74014 | 0,80659 | 091762 | 1,0627 || 1,39| 1,29320 | 1,1095 | 0,31869 | 044183 | 0,72128 | 1,0332
068| 071268 | 1,1096 | 0,73376 | 0,80162 | 091535 | 1,0572 || 1,40| 1,29990 | 1,1149 | 031424 | 043742 | 0,71839 | 1,0346
069| 072225 | 1,1018 | 0,72735 | 0,79662 | 091306 | 1,0534 || 1,41| 1,30650 | 1,1205 | 0,30984 | 043304 | 0,71550 | 1,0359
0,70| 073179 | 1,0944 | 072092 | 0,79158 | 091075 | 1,0492 || 1,42| 1,31310 | 1,1262 | 0,30549 | 042869 | 0,71261 | 10373
0,71| 0,74129 | 1,0873 | 071448 | 0,78652 | 090842 | 1,0451 || 1,43| 1,31970 | 1,1320 | 0,30119 | 042436 | 0,70973 | 10387
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FUNCIONES PARA EL FLUJO ISENTROPICO COMPRESIBLE UNIDIMENSIONAL (y = 1,40) (Continuacion)

M M* AIA* p/pc rire T/Te F/F M M* AIA* p/pc rirc TITe F/F

144| 132620 | 11379 | 0,29693 | 0,42007 | 0,70685 | 1,0401 || 2,17 1,70590 | 1,9525 | 0,09802 | 1,90330 | 0,51499 | 1,1474

145| 133270 | 1,1440 | 0,29272 | 0,41581 | 0,70397 | 1,0415 || 2,18 1,70990 | 1,9698 | 0,09650 | 1,88210 | 0,51269 | 1,1487

146| 133920 | 1,1502 | 0,28856 | 0,41158 | 0,70110 | 1,0430 || 2,19| 1,71390 | 1,9873 | 0,09500 | 1,86120 | 0,51041 | 1,1500

147| 134560 | 1,1565 | 0,28445 | 0,40738 | 0,69823 | 1,0444 || 2,20| 1,71790 | 2,0050 | 0,09352 | 0,18405 | 0,50813 | 1,1513

148| 1,35200 | 1,1629 | 0,28039 | 0,40322 | 0,69537 | 1,0458 || 2,21| 1,72190 | 2,0229 | 0,09207 | 0,18200 | 0,50586 | 1,1526

149| 135830 | 11695 | 0,27637 | 0,39909 | 0,69251 | 1,0473 || 2,22| 1,72580 | 2,0409 | 0,09064 | 0,17998 | 0,50361 | 1,1539

150| 136460 | 11762 | 0,27240 | 0,39498 | 0,68965 | 1,0487 || 2,23| 1,72970 | 2,0592 | 0,08923 | 0,17798 | 0,50136 | 1,1552

151 1,37080 | 1,1830 | 0,26848 | 0,39091 | 0,68680 | 1,0502 || 2,24| 1,73360 | 2,0777 | 0,08784 | 0,17600 | 0,49912 | 1,1565

152| 137700 | 1,1899 | 0,26461 | 0,38687 | 0,68396 | 1,0516 || 2,25| 1,73740 | 2,0964 | 0,08648 | 0,17404 | 0,49689 | 1,1578

153 1,38320 | 11970 | 0,26078 | 0,38287 | 0,68112 | 1,0531 || 2,26 1,74120 | 2,1154 | 0,08514 | 0,17211 | 0,49468 | 1,1590

154| 138940 | 1,2042 | 0,25700 | 0,37890 | 0,67828 | 1,0546 || 2,27| 1,74500 | 2,1345 | 0,08382 | 0,17020 | 0,49247 | 1,1603

155| 1,39550 | 1,2115 | 0,25326 | 0,37496 | 0,67545 | 1,0560 || 2,28| 1,74880 | 2,1538 | 0,08252 | 0,16830 | 0,49027 | 1,1616

156| 1,40160 | 1,2190 | 0,24957 | 0,37105 | 0,67262 | 1,0575 || 2,29| 1,75260 | 2,1734 | 0,08123 | 0,16643 | 0,48809 | 1,1629

157| 140760 | 1,2266 | 0,24593 | 0,36717 | 0,66980 | 1,0590 || 2,30| 1,75630 | 2,1931 | 0,07997 | 0,16458 | 0,48591 | 1,1641

158| 141350 | 1,2343 | 0,24233 | 0,36332 | 0,66699 | 1,0605 || 2,31| 1,76000 | 2,2131 | 0,07873 | 0,16275 | 0,48374 | 1,1653

159| 141950 | 1,2422 | 0,23878 | 0,35951 | 0,66418 | 1,0620 || 2,32| 1,76370 | 2,2333 | 0,07751 | 0,16095 | 0,48158 | 1,1666

160| 142540 | 1,2502 | 0,23527 | 0,35573 | 0,66138 | 1,0635 || 2,33| 1,76730 | 2,2537 | 0,07631 | 0,15916 | 0,47944 | 1,1678

161| 143130 | 12583 | 0,23181 | 0,35198 | 0,65858 | 1,0650 || 2,34| 1,77090 | 2,2744 | 0,07513 | 0,15739 | 0,47730 | 1,1690

162| 143710 | 1,2666 | 0,22839 | 0,34826 | 0,65579 | 1,0665 || 2,35| 1,77450 | 2,2953 | 0,07396 | 0,15564 | 0,47517 | 1,1703

163| 144290 | 1,2750 | 0,22501 | 0,34458 | 0,65301 | 1,0580 || 2,36| 1,77810 | 2,3164 | 0,07281 | 0,15391 | 0,47305 | 1,1715

164| 144870 | 12835 | 0,22168 | 0,34093 | 0,65023 | 1,0694 || 2,37| 1,78170 | 2,3377 | 0,07168 | 0,15220 | 0,47095 | 1,1727

165| 145440 | 12922 | 0,21839 | 0,33731 | 0,64746 | 1,0710 || 2,38 1,78520 | 2,3593 | 0,07057 | 0,15052 | 0,46885 | 1,1739

166| 146010 | 1,3010 | 0,21515 | 0,33372 | 0,64470 | 1,0725 || 2,39| 1,78870 | 2,3811 | 0,06948 | 0,14885 | 0,46676 | 1,1751

167| 146570 | 1,3039 | 0,21195 | 0,33016 | 0,64194 | 1,0740 || 2,40| 1,79220 | 2,4031 | 0,06840 | 0,14720 | 0,46468 | 1,1763

168| 147130 | 1,3190 | 0,20879 | 0,32664 | 0,63919 | 1,0755 || 2,41| 1,79570 | 2,4254 | 0,06734 | 0,14557 | 0,46262 | 1,1775

169| 147690 | 1,3282 | 0,20567 | 0,32315 | 0,63645 | 1,0770 || 2,42 1,79910 | 2,4479 | 0,06630 | 0,14395 | 0,46056 | 1,1786

1,70| 1,48250 | 1,3376 | 0,20259 | 0,31969 | 0,63372 | 1,0785 || 2,43| 1,80250 | 2,4706 | 0,06527 | 0,14235 | 0,45851 | 1,1798

1,71| 1,48800 | 1,3471 | 0,19955 | 0,31626 | 0,63099 | 1,0800 || 2,44| 1,80590 | 2,4936 | 0,06426 | 0,14078 | 0,45647 | 1,1810

1,72| 149350 | 1,3567 | 0,19656 | 0,31286 | 0,62827 | 1,0815 || 2,45| 1,80930 | 2,5168 | 0,06327 | 0,13922 | 0,45444 | 1,1821

1,73] 1,49890 | 1,3665 | 0,19361 | 0,30950 | 0,62556 | 1,0830 || 2,46| 1,81260 | 2,5403 | 0,62290 | 0,13768 | 0,45242 | 1,1833

1,74| 150430 | 1,3764 | 0,19070 | 0,30617 | 0,62286 | 1,0845 || 2,47| 1,81590 | 2,5640 | 0,06133 | 0,13610 | 0,45041 | 1,1844

1,75| 150370 | 1,3865 | 0,18782 | 0,30287 | 0,62016 | 1,0860 || 2,48| 1,81920 | 2,5880 | 0,06038 | 0,13465 | 0,44841 | 1,1856

1,76| 151500 | 1,3967 | 0,18499 | 0,29959 | 0,61747 | 1,0875 || 2,49| 1,82250 | 2,6122 | 0,05945 | 0,13316 | 0,44642 | 1,1867

1,77| 152030 | 1,4071 | 0,15220 | 0,29635 | 0,61479 | 1,0890 || 2,50| 1,82580 | 2,6367 | 0,05853 | 0,13169 | 0,44444 | 1,1879

1,78| 152560 | 1,4176 | 0,17944 | 0,29314 | 0,61211 | 1,0905 || 2,51| 1,82900 | 2,6615 | 0,05763 | 0,13023 | 0,44247 | 1,1890

1,79| 153080 | 1,4282 | 017672 | 0,28697 | 0,60945 | 1,0920 || 2,52| 1,83220 | 2,6865 | 0,05674 | 0,12879 | 0,44051 | 1,1901

1,80| 153600 | 1,4390 | 0,17404 | 0,28682 | 0,60680 | 1,0935 || 2,53| 1,83540 | 2,7117 | 0,05586 | 0,12737 | 0,43856 | 1,1512

181 154120 | 1,4499 | 0,17140 | 0,28370 | 0,60415 | 1,0950 || 2,54| 1,83860 | 2,7372 | 0,05500 | 0,12597 | 0,43662 | 1,1923

182 154630 | 14610 | 0,16879 | 0,28061 | 0,60151 | 1,0965 || 2,55| 1,84170 | 2,7630 | 0,05415 | 0,12458 | 0,43469 | 1,1934

183| 155140 | 1,4723 | 0,16622 | 0,27756 | 0,59888 | 1,0980 || 2,56| 1,84480 | 2,7891 | 0,05332 | 0,12321 | 0,43277 | 1,1945

184| 155640 | 1,4837 | 0,16369 | 0,27453 | 0,59626 | 1,0995 || 2,57| 1,84790 | 2,8154 | 0,05250 | 0,12185 | 0,43085 | 1,1956

185| 156140 | 1,4952 | 0,16120 | 0,27153 | 0,59365 | 1,1009 || 2,58| 1,85100 | 2,8420 | 0,05169 | 0,12051 | 0,42894 | 1,1967

186| 156640 | 15069 | 0,15874 | 0,26857 | 0,59105 | 1,1024 || 2,59| 1,85410 | 2,8689 | 0,05090 | 0,11418 | 0,42705 | 1,1978

187| 151400 | 155188 | 0,15631 | 0,26563 | 0,58845 | 1,1039 || 2,60| 1,85720 | 2,8960 | 0,05012 | 0,11787 | 0,45170 | 1,1989

188| 157630 | 15308 | 0,15392 | 0,26272 | 0,58586 | 1,1054 || 2,61| 1,86020 | 2,9234 | 0,04935 | 0,11658 | 0,42330 | 1,2000

189| 158120 | 15429 | 0,15156 | 0,25984 | 0,58329 | 1,1068 || 2,62| 1,86320 | 2,9511 | 0,04859 | 0,11530 | 0,42143 | 1,2011

190| 158610 | 1,5552 | 0,14924 | 0,25699 | 0,58072 | 1,1083 || 2,63| 1,86620 | 2,9791 | 0,04784 | 0,11403 | 0,41957 | 1,2021

191 159090 | 15677 | 0,14695 | 0,25417 | 0,57816 | 1,1097 || 2,64| 1,86920 | 3,0074 | 0,04711 | 0,11278 | 041772 | 1,2031

192| 159570 | 15804 | 0,14469 | 0,25138 | 0,57561 | 1,1112 || 2,65| 1,87210 | 3,0356 | 0,04639 | 0,11154 | 0,41589 | 1,2042

193] 1,60050 | 15932 | 0,14247 | 0,24862 | 0,57307 | 1,1126 || 2,66| 1,87500 | 3,0647 | 0,04568 | 0,11032 | 0,41406 | 1,2052

194| 160520 | 1,6062 | 0,14028 | 0,24588 | 0,57054 | 1,1141 || 2,67 1,87790 | 3,0938 | 0,04498 | 0,10911 | 0,41224 | 1,2062

195| 160990 | 16193 | 013813 | 0,24317 | 0,56802 | 1,1155 || 2,68 1,88080 | 3,1233 | 0,04429 | 0,10192 | 0,41013 | 1,2073

196| 161600 | 1,6326 | 0,13600 | 0,24049 | 0,56551 | 1,1170 || 2,69| 1,88370 | 3,1530 | 0,04361 | 0,10674 | 0,40863 | 1,2083

197| 161930 | 16461 | 013390 | 0,23784 | 0,56301 | 1,1184 || 2,70| 1,88650 | 3,1830 | 0,04295 | 0,10557 | 0,40684 | 1,2093

198| 162390 | 16597 | 013184 | 0,23522 | 0,56051 | 1,1198 || 2,71| 1,88940 | 3,2133 | 0,04230 | 0,10442 | 0,40505 | 1,2103

199| 162850 | 16735 | 012981 | 0,23262 | 0,55803 | 1,1213 || 2,72| 1,89220 | 3,2440 | 0,04166 | 0,10328 | 0,40327 | 1,2113

2,00| 163300 | 16875 | 012780 | 0,23005 | 055556 | 1,1227 || 2,73| 1,89500 | 3,2749 | 0,04102 | 0,10215 | 0,40151 | 1,2123

201 163750 | 1,7017 | 0,12583 | 0,22751 | 055310 | 1,1241 | 2,74| 1,89780 | 3,3061 | 0,04039 | 0,10104 | 0,39976 | 1,2133

2,02| 164200 | 1,7160 | 0,12389 | 0,22499 | 055064 | 1,1255 || 2,75| 190050 | 3,3376 | 0,03977 | 0,09994 | 0,36801 | 1,2143

2,03| 164650 | 1,7305 | 0,12198 | 0,22250 | 054819 | 1,1269 | 2,76| 190320 | 3,3695 | 0,03917 | 0,09885 | 0,39627 | 1,2153

204| 165090 | 1,7452 | 0,12009 | 0,22004 | 054576 | 1,1283 || 2,77| 190600 | 3,4017 | 0,03858 | 0,09777 | 039454 | 1,2163

2,05| 165530 | 1,7600 | 0,11823 | 0,21760 | 054333 | 1,1297 | 2,78| 190870 | 3,4342 | 0,03800 | 0,09671 | 039282 | 1,2173

206| 165970 | 1,7750 | 0,11640 | 0,21519 | 054091 | 1,1311 | 2,79| 191140 | 3,4670 | 0,03742 | 0,09566 | 0,39111 | 1,2182

2,07| 166400 | 1,7902 | 0,11460 | 0,21281 | 053850 | 1,1325 | 2,80| 191400 | 35001 | 0,03685 | 0,09462 | 0,38941 | 1,2192

2,08| 166830 | 18056 | 011282 | 0,21045 | 053611 | 1,1339 | 281| 191670 | 35336 | 003629 | 0,09360 | 038771 | 1,2202

209| 167260 | 18212 | 011107 | 0,20811 | 053373 | 1,1352 | 2,82| 191930 | 35674 | 003574 | 0,09259 | 0,38603 | 1,2211

2,10| 167690 | 18369 | 010935 | 0,20580 | 053135 | 1,1366 || 2,83| 192200 | 3,6015 | 0,03520 | 0,09158 | 0,38435 | 1,2221

211) 168110 | 18529 | 0,10766 | 0,20352 | 052898 | 1,1380 || 2,84| 192460 | 3,6359 | 0,03467 | 0,09059 | 0,38268 | 1,2230

212| 168530 | 18690 | 0,10599 | 0,20126 | 052663 | 1,1393 || 2,85| 192710 | 3,6707 | 0,03415 | 0,08662 | 0,38102 | 1,2240

213| 168950 | 1,8853 | 0,10434 | 0,19902 | 052428 | 1,1407 || 2,86| 192970 | 3,7058 | 0,03363 | 0,08865 | 0,37937 | 1,2249

214| 169360 | 19018 | 010272 | 0,19681 | 052194 | 1,1420 | 2,87| 193220 | 3,7413 | 003312 | 0,08769 | 037773 | 1,2258

215| 169770 | 19185 | 0,10113 | 0,19463 | 051962 | 1,1434 | 2,88| 193480 | 3,7771 | 003262 | 0,08674 | 037610 | 1,2268

2,16/ 1,70180 | 19354 | 0,09956 | 0,19247 | 051730 | 1,1447 || 2,89| 1,93730 | 3,8133 | 0,03213 | 0,08581 | 0,37448 | 1,2268
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FUNCIONES PARA EL FLUJO ISENTROPICO COMPRESIBLE UNIDIMENSIONAL
(y =1,40) (Final)

M M* AJA* p/pc rirc TITe FIF*
2,90 1,93980 3,8498 0,03165 0,08489 0,37286 1,2277
2,91 1,94230 3,8866 0,03118 0,08398 0,37125 1,2286
2,92 1,94480 3,9238 0,03071 0,08308 0,36965 1,2295
2,93 1,94720 3,9614 0,03025 0,08218 0,36806 1,2304
2,94 1,94970 3,9993 0,02980 0,08130 0,36648 1,2313
2,95 1,95210 4,0376 0,02935 0,08043 0,36490 1,2322
2,96 1,95450 4,0763 0,02891 0,07957 0,36333 1,2331
2,97 1,95690 4,1153 0,02848 0,07872 0,36177 1,2340
2,98 1,95930 4,1547 0,02805 0,07788 0,36022 1,2348
2,99 1,96160 4,1944 0,02764 0,07705 0,35868 1,2357

3 1,96400 4,2346 0,02722 0,07623 0,35714 1,2366
31 1,98660 4,6573 0,02345 0,06852 0,34223 1,2450
32 2,00790 5,1210 0,02023 0,06165 0,32808 1,2530
33 2,02790 5,6287 0,01748 0,05554 0,31466 1,2605
34 2,04660 6,1837 0,01512 0,05009 0,30193 1,2676
35 2,06420 6,7896 0,01311 0,04523 0,28986 1,2743
3,6 2,08080 7,4501 0,01138 0,04089 0,27840 1,2807
3.7 2,09640 8,1691 0,00990 0,03702 0,26752 1,2867
38 2,11110 8,9506 0,00863 0,03355 0,25720 1,2924
39 2,12500 9,7990 0,00753 0,03044 0,24740 1,2978

4 2,13810 10,7190 0,00658 0,02766 0,23810 1,3029
41 2,15050 11,7150 0,00577 0,02516 0,22925 1,3077
4,2 2,16220 12,7920 0,00506 0,02292 0,22085 1,3123
4,3 2,17320 13,9550 0,00445 0,02090 0,21286 1,3167
4,4 2,18370 15,2100 0,00392 0,01909 0,20525 1,3208
4,5 2,19360 16,5620 0,00346 0,01745 0,19802 1,3247
4,6 2,20300 18,0180 0,00305 0,01597 0,19113 1,3284
4,7 2,21190 19,5830 0,00270 0,01463 0,18457 1,3320
4,8 2,22040 21,2640 0,00240 0,01343 0,17832 1,3354

49 2,22840 23,0670 0,00213 0,01233 0,17235 1,3386
5 2,23610 25,0000 0,00189 0,01134 0,16667 1,3416
6 2,29530 53,1800 0,000633 0,00519 0,12195 1,3655
7 2,33330 104,143 0,000242 0,00261 0,09259 1,3810
8 2,35910 190,109 0,000102 0,00141 0,07246 1,3915
9 2,37720 327,189 | 0,0000474 | 0,000815 0,05814 1,3989
10 2,39040 535,938 | 0,0000236 | 0,000495 0,04762 1,4044
¥ 2,44950 ¥ 0 0 0 1,4289
M* = =M e
21+92m2)
2
-1
2{1+9 > m2
A - W -1 1+ )](g+1>/2(91)
A* W M g+
2
Fepa@+gM) ; E =1 LroM
V2 (g+1) (1+ Lél M2)
T- 1 . T - g+l
- U -
Too 149 T2 T 2049 1wy
2 2
-1
2[1+9°-= M2
P :[1+9'1M2]q(1-g) P21 g+1 Po- 1, [ 2 ]](g+1)/2(q1)
pO 2 p* M 2[1+g'1M2] p6 M g+1
2
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XIIIL.- ORIFICIOS Y VERTEDEROS

XIIL.1.- CLASIFICACION

Orificio es toda abertura realizada o existente en un depésito, por debajo del nivel superior del

liquido, ya sea en la pared lateral o en el fondo.
Para hacer una clasificacion de los orificios se pueden tener en cuenta algunas caracteristicas

importantes de los mismos, como,

i Orificios en pared delgada

a) Segun el espesor de la pared, |
f Orificios en pared gruesa

El espesor de la pared, para los primeros, tiene que ser menor que la mitad de la minima dimen-

sion del orificio, no debiendo exceder su espesor de 4 a 5 cm.
También se consideraran orificios en pared delgada, aquellos que estén tallados a bisel.

Fig XllIl.1.- Orificios segun el nivel del agua, aguas abajo

i Orificios de nivel constante

b) Segtn el nivel de la superficie libre, |
{ Orificios de nivel variable

¥ Orificios libres

¢) Segun el nivel del agua, aguas abajo, |
{ Orificios sumergidos
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XIIIL.2.- COEFICIENTE DE GASTO

El caudal teérico Qr que sale a través de un orificio, viene determinado, Fig XIII.2, por,
QT= SVT = S-JZ g h

comprobandose experimentalmente que el caudal real Qr es menor que el calculado, por lo que la

expresion del caudal vendra afectada por un coeficiente de gasto, m< 1, es decir,

Qr=mQr=mS/2gh

estando el valor de mcomprendido en el intervalo, 0,57 <m< 0,70, tomandose como valor medio m=
0,62; en pared gruesa se toma, m= 0,83.

En las Tablas XIII.1-2-3 se dan los valores de mpara orificios en pared delgada, de seccién cua-
drada, rectangular y circular respectivamente.

Para orificios practicados en el fondo de paredes inclinadas se tiene,

m= 06385 + 0,21207 cos3a + 0,10640 cos*a

Fig XllIl.2.- Orificios practicados en el fondo

Tabla XIll.1.- Valores de mpara orificios cuadrados en pared delgada

Carga sobre el centro ORIFICIOS CUADRADOS EN PARED DELGADA VERTICAL
del orificio Lado del cuadrado en metros
(metros) 0,006 0,015 0,03 0,06 0,18 0,30
0,12 0,637 0,621
0,15 0,633 0,619 0,605 0,597
0,16 0,660 0,630 0,617 0,605 0,598
0,21 0,656 0,628 0,616 0,605 0,599 0,596
0,24 0,652 0,625 0,615 0,605 0,600 0,597
0,27 0,650 0,623 0,614 0,605 0,601 0,598
0,30 0,648 0,622 0,613 0,605 0,601 0,599
0,40 0,642 0,618 0,610 0,605 0,602 0,601
0,60 0,637 0,615 0,608 0,605 0,604 0,602
0,90 0,632 0,612 0,607 0,605 0,604 0,603
1,20 0,628 0,610 0,606 0,605 0,603 0,602
1,80 0,623 0,609 0,605 0,604 0,603 0,602
2,40 0,619 0,608 0,605 0,604 0,603 0,602
3,00 0,616 0,606 0,604 0,603 0,602 0,601
6,00 0,606 0,603 0,602 0,602 0,601 0,600
30,00 0,599 0,598 0,598 0,598 0,598 0,598
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Tabla XIll.2.- Valores de mpara orificios rectangulares en pared delgada vertical

Carga sobre €l centrg ORIFICIOS RECTANGULARES EN PARED PLANA VERTICAL
del orificio Anchura 0,20 metros y altura del orificio en metros
(metros) >0,2 0,1 0,05 0,03 0,02 0,01
0,005 0,705
0,100 0,607 0,630 0,660 0,701
0,015 0,593 0,612 0,632 0,660 0,697
0,02 0,572 0,596 0,615 0,634 0,659 0,694
0,03 0,578 0,600 0,620 0,638 0,659 0,688
0,04 0,582 0,603 0,623 0,640 0,658 0,683
0,05 0,585 0,605 0,625 0,640 0,658 0,679
0,06 0,587 0,607 0,627 0,640 0,657 0,676
0,07 0,588 0,609 0,628 0,639 0,656 0,673
0,08 0,589 0,610 0,613 0,638 0,656 0,670
0,09 0,590 0,610 0,629 0,637 0,655 0,668
0,10 0,592 0,611 0,630 0,637 0,654 0,666
0,12 0,593 0,612 0,630 0,636 0,653 0,663
0,14 0,595 0,613 0,630 0,635 0,651 0,660
0,16 0,596 0,614 0,631 0,634 0,650 0,658
0,18 0,597 0,615 0,630 0,634 0,649 0,657
0,20 0,598 0,615 0,630 0,633 0,648 0,655
0,25 0,599 0,616 0,630 0,632 0,646 0,653
0,30 0,600 0,616 0,629 0,632 0,644 0,650
0,40 0,602 0,617 0,628 0,630 0,642 0,655
0,50 0,603 0,617 0,628 0,630 0,640 0,644
0,60 0,604 0,617 0,627 0,630 0,638 0,642
0,70 0,604 0,616 0,627 0,629 0,637 0,640
0,80 0,605 0,616 0,627 0,629 0,636 0,637
0,90 0,605 0,615 0,626 0,628 0,634 0,635
1,00 0,605 0,615 0,626 0,628 0,633 0,632
1,10 0,604 0,614 0,625 0,627 0,631 0,629
1,20 0,604 0,614 0,624 0,626 0,628 0,626
1,30 0,603 0,613 0,622 0,624 0,625 0,622
1,40 0,603 0,612 0,621 0,622 0,622 0,618
1,50 0,602 0,611 0,620 0,620 0,619 0,615
1,60 0,602 0,611 0,618 0,618 0,617 0,613
1,70 0,602 0,610 0,617 0,616 0,615 0,612
1,80 0,601 0,609 0,615 0,615 0,614 0,612

XTIL.3.- ORIFICIO EN PARED DELGADA

Se puede suponer que la lamina liquida que sale, toca a la pared sé6lo en una arista. Debido a la
viscosidad y al rozamiento existente en la proximidad de las paredes, la velocidad de salida es

‘ 1 menor que la calculada teéricamente es decir,
h

VR=] VvVt

s, 2 en la que | es un coeficiente de reduccion de velocidad, com-

5

prendido entre, 0,96 <j < 0,99; ésto supone que la velocidad
de salida real puede ponerse en funcién de una altura hq, en la

forma,

1(z)
Fig XllI.3.- Orificio en pared delgada
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Tabla XIlI.3.- Valores de mpara orificios circulares en pared delgada vertical

Carga sobre el centro ORIFICIOS CIRCULARES EN PARED DELGADA VERTICAL
del orificio Diametro del orificio en metros

(metros) 0,006 0,015 0,03 0,05 0,18 0,3
0,12 0,631 0,618
0,15 0,627 0,615 0,600 0,592
0,16 0,650 0,624 0,613 0,601 0,593 0,590
0,21 0,651 0,622 0,611 0,601 0,594 0,590
0,24 0,648 0,620 0,610 0,601 0,594 0,591
0,27 0,646 0,618 0,609 0,601 0,595 0,591
0,30 0,644 0,617 0,608 0,600 0,595 0,591
0,40 0,638 0,613 0,605 0,600 0,596 0,593
0,60 0,632 0,610 0,604 0,599 0,597 0,595
0,90 0,627 0,606 0,603 0,599 0,597 0,597
1,20 0,623 0,611 0,602 0,599 0,598 0,596
1,80 0,618 0,604 0,600 0,598 0,597 0,596
2,40 0,614 0,603 0,600 0,598 0,596 0,595
3,00 0,611 0,601 0,598 0,597 0,596 0,595
6,00 0,601 0,598 0,596 0,596 0,596 0,594
30,00 0,593 0,592 0,592 0,592 0,592 0,592

VR =j J2gh=J2gh; ; 2ghj?2=2gh; ; h;=hj?

La diferencia entre h; y h determina la altura correspondiente a la pérdida de carga del orificio,
es decir,
1

h 1 V3
=h-h1=j—§-h1=h1(j—z-1>=ﬁ(j—z'1)=

en la que, X1 = 0,065, es el coeficiente de pérdida de carga.

Rendimiento de un orificio.- La altura que se aprovecha para transformar en energia cinética
es h1 y no la disponible, por lo que se define el rendimiento de un orificio, como la relacién entre la

altura realmente transformada y la totalmente disponible,

VR
hl ﬁ V%? VR2 -2 1 1 1
h=f =" “Z2grn - I =Xl R ot s T

Contraccion de la vena liquida.- Los filetes de la vena liquida son convergentes hasta una sec-
ciéon W situada a una cierta distancia de la pared, a partir de la cual comienza a circular paralela-

mente. A esta seccién se la llama seccién contraida.

La relacion entre ambas secciones se denomina coeficiente de contraccion y de valor, y = 5>

siendo,y < 1;y esun valor que viene dado experimentalmente, y depende de las dimensiones, for-
ma, carga del orificio y proximidad de éste a las paredes del depésito.
Cuando exista una causa que vaya en contra de la libertad de la contraccién de la vena, dire-
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mos que la contraccién es incompleta, siendo el valor de y mayor
que en el caso de contracciéon completa.
La contraccién sera completa, cuando la distancia de los bordes

° del orificio a las paredes laterales, o al fondo, sea igual o mayor

Fig Xlll.4.- Contraccién de la vena que el doble de la minima dimensién del orificio.

La relacion existente entre los coeficientes de gasto, reduccion de

velocidad y de contraccién de la vena liquida, puede deducirse de la siguiente forma,

R=WVR=SY|jvr=]jySvi=]jyGg ;, R=mG

luego,j y =m es la relacion buscada.

Caracteristica de un orificio.- El valor de & se despeja de la ecuacién, Qg= mS /2 g h

Q%

h= 2 g mSs?

que se puede representar conociendo un solo punto de funcionamiento A en coordenadas (Qg, h).

XIIIL.3.- GRANDES ORIFICIOS EN PARED DELGADA

En grandes orificios, la velocidad varia en los diferentes puntos de la seccién del orificio con la

altura z, a no ser que el orificio esté situado en el fondo del depésito.

El caudal infinitesimal que circula a través de la seccion, | dz, es,

h h
Q:lel J2gzdz=|l =f(@2)]|=mJ2g Qlf(z)ﬁdz
0 0

Casos particulares

a) Orificio rectangular.- El valor del caudal es, Fig XIII.5,

h
Q=my2g le Jz dz =
0

(hE/Z _ h(3)/2)

2mb /2 g
3

d d d
o dhi=zgr g s P ez Y2 =287 @k 5500
siendo, | o d . ps2_ (o, Qa2 _pz2p 0 4 3
s Mo=%0" % 5 No” =120 "7 = %0 21

[ox

Fig XIlII.5.- Orificio rectangular Fig XIlIl.6.- Orificio circular
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Desarrollando en serie de potencias se obtiene,

(1+2_0)3/2_1+8i52_0+g§§(2_0)2+ =1+2§I2d2—0+%%%(2d2—0)2+
A- 55022121 35+ 37 31355 37 7 371 75 +

= Zmbsm JF e 33 +%(%)2 78 (7%
..-1+%io-g(%)u%(%)hm}:Mﬁ{g%-é(%)hm}

3 d
Q:fﬁﬁzzmbd ZgZO

que es de gran utilidad en el cdlculo de compuertas de paredes delgadas.
b) Orificio circular.- En este caso se tiene, | = 2 yJr2 - z2 | Fig XIIIL.6, por lo que:

Q=m,/2g @512 Jr2-z2 [(h-2)dz
0

y efectuando la integracién y resolviendo como en el caso anterior, se obtiene,

1 r? 5 r4 5 1 r2 5 r4
Q:m{l—ﬁh—z—mh—zl+...}pr ‘/2gh: %:m{l-ﬁh—Z-mh—él-f-} =

=m pr 2 \/Zg—h
XTII1.4.- ORIFICIO SUMERGIDO

Se tiene derrame sumergido, cuando la vena liquida que sale por el orificio queda por debajo del
nivel del liquido del depésito en el cual entra, Fig XIIL.7.
Se supondra que en B los filetes del liquido saliente son paralelos y que el desnivel entre ambos
depésitos permanece constante; aplicando Bernoulli entre A y B, y tomando como plano de compa-
racion el que pasa por B, se tiene,

>N

v v 2 v2 h, + p; v 2 ’
—g+h+p—g0=2—B+0+pB= B+g 2 po=22+h2+p—g0

Si las dos superficies libres estdn a la misma presién, o al aire libre, pg= py = P atm; despejan -
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do vg resulta,

N <
Q|m™
I
N <
«Ql|>N
+
-
1
=
N
I
N <
Ql|>™
+
=
=
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+
N
le)
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>I\)
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Fig XI1.7.- Orificio sumergido

Tabla XllI.4.- Valores de mpara orificios sumergidos de 0,20 metros de anchura

Carga del orificio ORIFICIOS SUMERGIDOS DE 0,2 m DE ANCHURA
(metros) Altura, 0,2 | Altura, 0,1 | Altura, 0,05 Altura, 0,03 | Altura, 0,01
0,01 0,500 0,511 0,481 0,509 0,578
0,02 0,502 0,522 0,508 0,548 0,614
0,03 0,508 0,528 0,543 0,583 0,640
0,04 0,515 0,538 0,570 0,620 0,659
0,05 0,520 0,552 0,589 0,639 0,668
0,06 0,526 0,561 0,603 0,640 0,673
0,07 0,531 0,573 0,613 0,639 0,675
0,08 0,536 0,580 0,621 0,639 0,675
0,09 0,541 0,584 0,625 0,638 0,674
0,10 0,545 0,588 0,628 0,637 0,673
0,15 0,562 0,600 0,631 0,634 0,668
0,20 0,575 0,607 0,638 0,632 0,665
0,30 0,592 0,613 0,630 0,631 0,658
0,50 0,600 0,615 0,625 0,629 0,648
0,80 0,602 0,615 0,624 0,627 0,637
1,00 0,602 0,614 0,624 0,625 0,630
1,20 0,602 0,614 0,623 0,623 0,625
1,40 0,601 0,613 0,621 0,621 0,620
1,60 0,601 0,611 0,618 0,619 0,617
1,80 0,601 0,609 0,616 0,616 0,614
2,00 0,601 0,607 0,614 0,614 0,613
3,00 0,601 0,603 0,606 0,607 0,609

En la Tabla XIII.4 se dan los valores de mpara orificios sumergidos.
Cuando el orificio esté parcialmente sumergido, la abertura superior se considerara como orifi-

cio libre y la inferior como orificio sumergido.

XTIIL5.- ORIFICIOS PROLONGADOS EN CANAL

Suponiendo que las velocidades de los puntos A y B son va y v y considerando, Fig XIII.8, que
el punto A esta lo suficientemente alejado del orificio como para suponer que su velocidad va es

constante, aplicando Bernoulli al filete (AB) se tendr4,
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Fig Xlll.8.- Orificio prolongado en canal

Si llamamos  a la anchura del orificio, la expresion del caudal es,
Q=ml (H-h),Jvi + 2gh

i va=0
Para, |

P =ml Hy/2gh
fvo=Jzgn 0TS

se tomara, m= 0,675, y si las aristas son redondeadas, m= 0,7.

XIIL.6.- ORIFICIOS EN PARED GRUESA

Se pueden dar dos casos,

a) Que desde el contorno se separe la vena liquida de la pared

b) Que la vena liquida quede adherida a la misma

Para el caso a se puede utilizar la formulacién desarrollada para los orificios en pared delgada,
tomando para el coeficiente los dados por la Tabla XIII.5 para orificios rectangulares, y por la

XIII.6, para aristas vivas o redondeadas en que hay contraccién incompleta.
En general se podra tomar un valor medio igual a, m= 0,60, cuando el borde inferior del orificio

estda mas alto que el fondo del recipiente y valores, 0,65 < m< 0,70, para los prolongados en canal

en los que el borde inferior del orificio esta en el fondo.

Para este tltimo caso, y para nimeros de Reynolds inferiores a un cierto valor, la influencia de

la viscosidad es tan grande que la vena se adhiere a la pared, despegandose al aumentar aquellos.

Segun experiencias realizadas por Venturi, la velocidad en la seccion contraida se puede poner

en la forma,

v=jJ2g(h+0,75h) =13 /2gh

que proporciona un caudal Q para un coeficiente de contracciéon, y = 0,62, de la forma,

Q=062x13WJ2gh=08LW,/2gh
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Tabla XIII.5.- Valores de men orificios de 0,6 m de ancho, con espesor de pared 0,05 m, y 0,10 m del fondo

Cargadel orificio Altura Cargadel orificio Altura
en metros 0,2 0,4 en metros 0,2 0,4
0,03 0,636 0,60 0,677 0,650
0,04 0,641 0,70 0,677 0,646
0,05 0,645 0,624 0,80 0,676 0,643
0,06 0,648 0,627 0,90 0,676 0,639
0,07 0,652 0,629 1,00 0,676 0,636
0,08 0,654 0,631 1,10 0,674 0,633
0,09 0,656 0,633 1,20 0,675 0,630
0,10 0,658 0,635 1,30 0,675 0,628
0,12 0,662 0,639 1,40 0,675 0,626
0,14 0,664 0,642 1,50 0,675 0,624
0,16 0,667 0,644 1,60 0,675 0,622
0,18 0,669 0,646 1,70 0,675 0,621
0,20 0,671 0,648 1,80 0,674 0,620
0,30 0,677 0,654 1,90 0,674 0,618
0,40 0,679 0,654 2,00 0,674 0,617
0,50 0,678 0,653 3,00 0,673 0,617

Tabla XIII.6.- Valores de men orificios de 0,20 m de ancho; espesor de pared 0,27 m

Cargadel orificio Aristasvivas (Alturaen m) Aristas redondeadas
en metros 0,01 0,05 0,2 0,01 0,05 0,2
0,05 0,711 0,719 0,729 0,717
0,06 0,708 0,716 0,726 0,715
0,07 0,706 0,714 0,723 0,713
0,08 0,704 0,712 0,721 0,711
0,09 0,703 0,710 0,719 0,710
0,10 0,701 0,709 0,717 0,709
0,12 0,699 0,708 0,711 0,706
0,14 0,697 0,703 0,711 0,701
0,16 0,695 0,700 0,709 0,703
0,18 0,693 0,698 0,732 0,706 0,701
0,20 0,692 0,696 0,713 0,704 0,700
0,30 0,687 0,689 0,688 0,697 0,697
0,40 0,683 0,685 0,681 0,694 0,695
0,50 0,681 0,682 0,682 0,693 0,695 0,702
0,60 0,680 0,681 0,682 0,693 0,694 0,701
0,70 0,680 0,680 0,681 0,693 0,694 0,701
0,80 0,680 0,680 0,681 0,694 0,693 0,700
0,90 0,680 0,679 0,681 0,695 0,693 0,700
1,00 0,680 0,679 0,680 0,695 0,692 0,700
1,10 0,679 0,678 0,680 0,695 0,691 0,699
1,20 0,679 0,678 0,680 0,694 0,690 0,699
1,30 0,678 0,678 0,680 0,693 0,690 0,699
1,40 0,677 0,677 0,679 0,693 0,689 0,699
1,50 0,677 0,677 0,679 0,692 0,688 0,699
1,60 0,676 0,677 0,679 0,690 0,687 0,699
1,70 0,675 0,676 0,679 0,690 0,686 0,698
1,80 0,674 0,676 0,679 0,689 0,685 0,698
1,90 0,674 0,675 0,678 0,688 0,685 0,698
2,00 0,673 0,675 0,678 0,688 0,684 0,698
3,00 0,673 0,672 0,676 0,688 0,680 0,696
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ITI1.7.- COMPUERTAS

Las compuertas son grandes orificios practicados en muros, para salida de las aguas, que van

cerrados por tableros méviles.
Para calcular el caudal en las compuertas de fondo, se emplea la formulacién anterior, aunque
en realidad, por existir contraccién en la arista superior del rectangulo, debera tomarse un coefi-

ciente mde contraccién incompleta.

Fig XII1.9

La Tabla XIII.7 proporciona el caudal en litros/segundo para diferentes alturas del orificio y

carga en el centro del mismo, por metro de anchura.
En compuertas inclinadas se utiliza la misma formulacién que en las de fondo, pero se toman

coeficientes mcon los siguientes valores,

i Inclinacion 1/2, 1 de base y 2 de altura, ... m= 0,74

} Inclinacién 1/1, 1 de base y 1 de altura, .......cccccceeeeveevieeeeceeseceeceerieeeeeesieeenns m= 0,80

|
f Inclinacién 1/1, seguida con canal de pendiente comprendida entre 33y 38, m= 1,00

También se puede calcular multiplicandole por un nuevo coeficiente de reduccién m¢, que varia

seguin el angulo a que forma el plano del orificio con la horizontal, segtin 1a Tabla XIII.8.

Para determinar la fuerza por unidad de anchura que se ejerce sobre la misma, de acuerdo con

la Fig XIII.9, se tiene,
Ecuacién de la cantidad de movimiento, DFt = mDv

h2 h2
y para un canal rectangular, g Tb -g 71 =rg(vy- vy)
en la que la incégnita es h; que, evidentemente, es algo menor que Ay.

Fuerza horizontal F por unidad de anchura que actiia sobre la compuerta,

h2 g
-g— +F=r1g(vi- Vo) ; F=5(hi-h§)+rg(vi-vy)

>
SES

para lo que se ha supuesto que,
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Tabla XIII.7.- Caudales en litros/seg, en compuertas de fondo, de 1 m de ancho

Carga
orificio Caudal paralas alturas indicadas

(metros) 0,05| 0,06 | 0,07| 0,08| 0,09| 01 | 0,11| 0,22| 0,13| 0,14 | 0,15| 0,16 | 0,18 | 0,20| 0,25| 0,30| 0,35| 0,40| 0,50
010 | 44| 53| 61 | 69 | 78 | 86 | 94 | 102 | 110 | 119 | 126 | 134 | 150 | 167
015 | 54 | 65| 73| 83| 94 | 105| 115| 125| 135| 145 | 155 | 165 | 188 | 203 | 254 | 307
020 | 62 | 75| 86| 98 | 109 | 122 | 133| 145| 157 | 168 | 179 | 190 | 213 | 235 | 294 | 353 | 415 | 481
025 | 70 | 82 | 96| 110 124 | 136 | 149| 162 | 175| 188 | 201 | 214 | 239 | 264 | 329 | 395 | 460 | 527 | 661
030 | 76 | 91 | 106 | 120 | 135 149 | 161 | 178 | 192 | 206 | 220 | 234 | 262 | 291 | 363 | 434 | 507 | 577 | 711
035 | 8 | 98 | 114 | 130 | 146 | 162 | 177 | 192 | 208 | 223 | 238 | 253 | 284 | 314 | 393 | 471 | 548 | 626 | 773
040 | 88 | 107 | 122 | 139 | 156 | 173 | 189 | 206 | 222 | 238 | 255 | 271 | 304 | 337 | 420 | 504 | 588 | 671 | 836
045 | 93 | 111| 130| 148 | 165| 183 | 201 | 219 | 236 | 253 | 271 | 288 | 321 | 367 | 446 | 536 | 624 | 712 | 898
050 | 98 | 117 | 136 | 155 | 174 | 193 | 212 | 230 | 249 | 267 | 285 | 304 | 340 | 377 | 471 | 562 | 659 | 753 | 940
0,60 | 107 | 128 | 148 | 170 | 191 | 212 | 230 | 251 | 272 | 292 | 312 | 330 | 370 | 414 | 516 | 624 | 717 | 819 | 1023
0,70 | 116 | 139| 161 | 184 | 208 | 228 | 249 | 272 | 294 | 316 | 338 | 360 | 403 | 447 | 559 | 670 | 759 | 894 | 1115
080 | 121 | 148 | 172 | 196 | 220 | 246 | 267 | 291 | 314 | 338 | 361 | 385| 432 | 485 | 598 | 718 | 813 | 957 | 1194
0,90 | 131 | 157 | 183 | 207 | 236 | 259 | 284 | 309 | 334 | 359 | 384 | 409 | 459 | 509 | 636 | 762 | 864 | 1017| 1271
1,00 | 138 | 165 | 192 | 219 | 246 | 272 | 299 | 329 | 352 | 379 | 405 | 432 | 485 | 536 | 670 | 804 | 911 | 1079| 1339
1,10 | 145| 175| 201 | 220 | 257 | 285 | 314 | 341 | 368 | 396 | 421 | 452 | 506 | 562 | 702 | 843 | 955 | 1124| 1405
1,20 | 151 | 181 | 210 | 240 | 267 | 298 | 327 | 356 | 385 | 414 | 443 | 472 | 529 | 586 | 733 | 880 | 998 | 1174| 1468
1,30 | 157 | 187 | 218 | 249 | 279 | 310 | 340 | 371 | 401 | 431 | 461 | 491 | 551 | 610 | 762 | 915 | 1037| 1220| 1525
1,40 | 162 | 191 | 226 | 258 | 289 | 321 | 353 | 384 | 416 | 446 | 477 | 509 | 571 | 627 | 798 | 948 | 1074| 1266| 1583
1,50 | 168 | 201 | 233 | 266 | 300 | 332 | 365 | 397 | 429 | 462 | 493 | 526 | 589 | 654 | 818 | 981 | 1112| 1308| 1635
160 | 173 | 207 | 241 | 275| 309 | 342 | 376 | 409 | 443 | 476 | 509 | 542 | 608 | 675 | 843 | 1010| 1147| 1351 1690
1,70 | 177 | 213 | 248 | 283 | 318 | 352 | 387 | 422 | 456 | 491 | 524 | 559 | 627 | 695 | 871 | 1043| 1182 1391 1741
1,80 | 182 | 218 | 255 | 290 | 326 | 362 | 398 | 434 | 469 | 504 | 532 | 574 | 644 | 715 | 895 | 1073| 1216| 1431| 1789
1,90 | 187 | 224 | 261 | 298 | 335| 371 | 408 | 444 | 480 | 516 | 552 | 588 | 664 | 734 | 917 | 1100| 1247| 1468| 1834
2,00 | 191 | 229 | 267 | 305| 343 | 380 | 418 | 455 | 492 | 530 | 566 | 603 | 677 | 753 | 941 | 1129| 1279| 1506| 1862
2,25 | 198 | 235| 274 | 313 | 352 | 392 | 430 | 470 | 509 | 550 | 587 | 626 | 705 | 783 | 979 | 1175| 1371| 1567| 1958
250 | 214 | 257 | 293 | 341 | 382 | 424 | 466 | 507 | 549 | 590 | 631 | 673 | 757 | 841 | 1052| 1262| 1431| 1683 2104
300 | 235| 281 | 327 | 374 | 420 | 466 | 511 | 557 | 602 | 648 | 693 | 739 | 830 | 922 | 1152| 1383| 1568| 1843 2305
350 | 242 | 301 | 350 | 400 | 450 | 500 | 550 | 599 | 637 | 697 | 747 | 797 | 896 | 996 | 1245| 1494| 1693| 1992 2490
4,00 | 268 | 321 | 374| 427 | 481 | 533 | 589 | 640 | 693 | 745| 799 | 852 | 958 | 1065| 1231 1597| 1810| 2129| 2669

Tabla XIII.8.- Coeficientes de reducciéon nr

a 45° 50° 55° 60° 65° 75°
nt 1,14 1,12 1,10 1,07 1,05 1,03

a) El flujo es permanente

b) El fluido es incompresible

¢) El flujo es bidimensional en las proximidades de la compuerta
d) Distribucion uniforme de velocidades lejos de la compuerta
e) Distribucion hidrostdtica de presiones lejos de la compuerta

1) Tensiones cortantes nulas en la solera del canal
XIIIL.8.- ORIFICIO DE BORDA

El orificio de Borda consiste en un tubo corto y delgado, de longitud aproximadamente igual a su
diametro, que resalta en el interior de un depésito; la velocidad a lo largo de la pared en todos sus
puntos es practicamente cero, pero en el orificio actia una fuerza, F =g h S, enladireccién del eje
del tubo, siendo V la velocidad de salida del fluido por el mismo.

Suponiendo, vp = 0, el caudal Q saliente por el orificio, es,
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Q:mS,/Zgh V= ,/Zgh

y aplicando el Teorema de la Cantidad de Movimiento a la
masa de fluido que atraviesa el agujero, se tiene,

F=yhS

Ft =mv ; ghS(lseg):Vrv:ng

Fig Xl11.10.- Orificio de Borda
por cuanto el volumen v en la unidad de tiempo es el caudal,

Q m3/seg, luego sustituyendo en ésta los valores de Q y V anteriormente hallados, se obtiene,
ghS=mS J/2gh gj J2gh=2mgj Sh

de la que se deduce, 2 mj =1, por lo que
2j%y=1

que es la relacion entre el coeficiente de reduccion de velocidad | y el coeficiente de contraccion de

la venam
XIIL9.- ORIFICIOS EN TUBERIAS.- DIAFRAGMAS

Un diafragma es un orificio afilado, tal como se muestra en la Fig XIII.11, que provoca que el
chorro se contraiga aguas abajo del orificio.
Para un fluido incompresible, aplicando Bernoulli entre las secciones 1y 2 se tiene,
Vi P VR P, pd3 pd§
g b

A 2 2 o

Region remansada

Fig Xlll.11.- Diafragma
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d2

W . . o .
ycomo,y = 5 = d—g, aplicando la ecuacién de continuidad, se tiene:
0
— — . 2 _ A2 _ 2
Si Vit =SV =Wvy ; divy =d3 vy =y djVvay

y eliminando v;; entre ésta ultima y la de Bernoulli, se obtiene,

2
, (y 90 vy)? )
d? 29 g 29 g
v 2 d pP,-Pp 2 P;-P
@y = P b vy, = S 5
1 1 _yZ(d_0)4
1
La velocidad de salida real es,
. . 2 Pi-P . 2 P1-P
Vor=1] Vot = ng04 1gz=J 71—(:120
_0 2204
1 - Yy (dl) 1 - Yy (dl)
y el caudal Q,
. 2 Pi-P 2 P1-P
Q= WV,r=SYy Vog = SY | —1—dzo=3m —1—d20
2014 _v2(_04
1-y (d]_) 1 Yy (dl)
En el manémetro diferencial se tiene,
P1=P2+ gy h- gh=pr+h(gyy-9
por lo que el valor del caudal Q queda en la forma,
2gh OHg - 9 2gh Ohg

(g - 1)

Q=Sm =Sm

d d
Loy 2 (g L-y2 (g

en la que hay que conocer los valores de my y lo que complica el problema.
XII1.10.- MOVIMIENTO NO PERMANENTE EN FORONOMIA

DESAGUE DE DEPOSITOS DE SECCION VARIABLE.- Para el calculo de los tiempos de vaciado
de un depésito de seccion variable, lleno de liquido, se iguala el volumen vaciado contado a partir del
caudal, y el vaciado a partir del recipiente, en un tiempo dt, Fig XTII.12.

Si en el tiempo ¢ 1a altura del liquido con respecto al fondo es z, el caudal saliente por el orificio

de seccién S, situado en el fondo, vale,

X, -295



Fig Xlll.12.- Depo6sito de seccién variable

q=mS 29z

y el volumen de liquido perdido en el recipiente en el tiempo dt, es,

dV=qdt = mS,2gzdt

Si se toma s como seccién del liquido a la altura z y siendo dz el descenso de nivel en el mismo

tiempo dt, se tiene,

dvV=-sdz ; s=1(z)

apareciendo el signo (-) por ser z decreciente; igualandolas resulta,

mS . J2gzdt =-sdz ; dt = S dz

mS 29z

El tiempo total de vaciado es,

X -sdz V-sdz 1 " f(2) dz

1
OnsZgz msyzg @7 " msppg O 17

DESAGUE DE DEPOSITOS DE SECCION CONSTANTE.- De la expresion anterior, el tiempo de

vaciado para este caso particular en que, s = Cte, Fig XIII.13, es,

I dz 2sJh

S
"mszg OV T T ms 29

o m Para una variacién de nivel Dh, el tiempo correspondiente

1dz es
077777777777777777777777.77777 > ’

~

2sZ)r 2s(Jhy - Jh)

\s/ 1o mS2 g B mS.,2g

[+——N

Fig Xill.13.- Depositos de seccion constante B tjempo necesario para vaciar una cantidad de liquido

equivalente a todo el depésito, quedando siempre éste lleno, es decir, con carga constante 4, es,
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S h

sh
sh=mS/2gh T ; T=—"1pr—re=—7 [
g mS /2gh MS\2g0

y dividiéndola por T se obtiene, T = 2 T", lo cual dice que, el tiempo de vaciado de un depésito de sec-

cion constante es el doble del necesario para que se derrame la misma cantidad de liquido a carga

constante.
DESAGUE DE DEPOSITOS ALIMENTADOS.- Supondremos que g, es el caudal entrante y Q el

caudal saliente, Fig XIII.14, de la forma,

c=mS . 2gh ; Q =mW,/2gz

Fig XlIl.14.- Desagiie de dep6ésitos alimentados
La variacién de volumen en el tiempo dt es,
(@ - ge) dt =Volumen que sale=- s dz

Despejando el valor de dt,

-sdz -S dz -sdz

dt = = =
Q- Je mWJ/2gz-mS,2gh m2 g (WJz - S./h)

Integrando resulta,

h2 -s dz

mJzg @ WJ/z-sJh

\

Considerando, s = Cte, se obtiene,

_ S 2 - dz o W/h, -SJ/h
T-ajm O W sTF ~ " myrewe Wi JhWe SR W R, - S

y si ademas se supone que, W= S,

J_
T= —£%£5 m‘/_WZ {(Jhy - ‘/h_2)+\/_ln\/‘/: J_
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Si, h = hy, el tiempo de vaciado seria infinito, es decir, no se vaciaria, puesto que entraria la misma canti-
dad de liquido que saliese por el orificio.

Si, h > hy, el logaritmo es (-) lo que no tiene significado fisico.

Si, h < hy, disminuye el nivel del depdsito, siendo el tiempo un numero real.

Si, h = 0, no existe alimentacion, y se vuelve al caso de un solo depdosito.

DESAGUE DE ORIFICIOS SUMERGIDOS .- Para calcular el tiempo necesario para pasar desde
h az, Fig XIII.15, se procede en la siguiente forma,

Si x representa el descenso de nivel en el primer depésito e y el ascenso en el segundo, siendo z
el desnivel después de la operacién, se cumple siempre que,

X+y+z=h P dx+dy+dz=0

El volumen que pasa a través del orificio es,

‘i'd mS f2 g z dt
S

i dx =
| 1
s,dx =s,d :mS‘/z zdt b 1
1 2 Y g T mS /2 g z dt
Ly = ————
t 2
(t=0)
1
]
o (t=t)
ﬁdx P

z
d

y
G )

y
o, (t=0) i

Fig XIll.15.- Orificio sumergido

y sustituyendo dx y dy, resulta,

mS /2 g z dt mS /2 gz dt
+
Sy

dx +dy +dz =0 ;
S,

+dz=0
Despejando dt,

-S1 S,

dt = d
(s;+s,)mS f2gz z

e integrandola entre los limites A y z permite calcular el tiempo T de vaciado,

-S,S, 3 dz 2s,s,([h-Jz)

T= (s,+s,) mSJ2g Q7 -~ (s, +s,)mMSJ2g

2s,s
Cuando los depésitos igualen sus niveles, z=0, b T= 122 h
(s1+s2)mS \{2g
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TUBO ADICIONAL CILINDRICO EXTERIOR.- Al colocar un tubo adicional se logra que la vena
liquida que salia contraida cuando éste no existia, vuelva a ensancharse y salir con el mismo

diametro del orificio sin tubo, Fig XIII.16; el caudal saliente con tubo es superior al caudal saliente
sin tubo.

En efecto, si aplicamos Bernoulli entre los puntos A y B, y Belanguer entre B y C, se tiene,

v2
Bernoulli, p—gA+h+0:pTB+h+£

v2 v 2 (V- V)2 v 2
Belanger, —pr + 0 + —23 = _pgc + 0+ —; + 82 gC + k 2;

y como el segundo miembro de la ecuacién de Bernoulli coincide con el primer miembro de la ecua-
cién de Belanguer, quedara,

Pa _ Pc vE  (vg-vp)?
g th=%+2¢g*—2g *+kKzg

A su vez si, pa = pc = patm, ¥ teniendo en cuenta que el coeficiente de contraccién y es,

Fig XIll.16.- Tubo adicional

Ve

2
2 ( -Ve) 2 2
V& y c V& v

- _C - _C 1 2 . — v
h = g+ 79 +k29—2g{1+(y-1)+k},m—YJ»y
Despejando v¢ resulta,
Para, m= 0,62

i- ve=082 f2gh

Ve= 129jh =lkz022 M )0 L. | P I
1+ (5 - 1)2+k =022 (- - DV=022( -1 f Q= 082W. /2gh

B

que se observa es un valor superior al del orificio libre.

Los valores del coeficiente correspondientes al caudal saliente por tubo adicional, segiin Weis-
bach, son funcién de la relacién IH, viniendo dados sus valores en la Tabla XIII.9.
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Tabla XIII.9.- Coeficiente de gasto en funcién de I/d

I/d 1 2a3 12 24 36 48 60
Coeficiente de gasto 0,62 0,82 0,77 0,73 0,68 0,63 0,6

Como se puede ver, el mejor valor de la relacién 1/d se corresponde para, I/d = 2,5, con un valor
del coeficiente de gasto igual a 0,82. La superioridad del caudal de los tubos adicionales respecto al
caudal con orificio libre, es debido a la disminucién de la presién en el punto B, que es menor que la
atmosférica; como se tiene que,

W

PA 4 h =P8 4V

g

«Q
N
(@]

v
yser, Pa=Pam ; vB=TC; m=062 ; vc=082,2gh ; m»y

combinandolas adecuadamente se obtiene,

Ve 082 J2gh | Pum-Ps VE . 082, _
Ve=m = — o062 g ~2g "=(gg)h-h=075h

por lo que, patm > PB, existiendo en B un vacio parcial.
La carga h se reparte de la siguiente forma,
vE

vi=10,8222gh ; —:0,822h=%h

(@]

es decir, 2/3, de la carga h se utiliza para generar energia, mientras que el 1/3 restante se utiliza en
vencer la pérdida debida al ensanchamiento de la vena.
La velocidad en el punto B es,

vg=1,32 J2gh

TUBO ADICIONAL DIVERGENTE.- Un tubo divergente conectado a la seccion Wy con el reci-

piente, Fig XIII1.17, de forma que los codos sean convergentes, dara un caudal aproximado Q de la

forma,

Q=S 2gh

y parece ser que si se alarga el tubo, el caudal podria ser mayor por cuanto /2 gh permanece cons-

tante y aumenta la seccién, es decir,

Q=S,2gh

pero ésto es sélo en apariencia, por cuanto a medida que la velocidad v crece, la presion media en

la seccién Wy decrece, apareciendo a partir de una determinada seccién el fenémeno de la cavita-
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cién; cuando ésto suceda, el liquido dejara de ser homogéneo y no se podran aplicar las formulas
halladas anteriormente.

Para evitar la cavitacion, la presion debera ser superior a la equivalente a 4 6 5 metros de
columna de agua, siendo el caudal maximo,

Fig XlIll.17.- Tubo adicional divergente Fig Xl1.18.- Tubo adicional convergente

Quix = Wo V29 (h + 5,6)

Interesa que la divergencia sea pequefia para evitar remolinos, zonas muertas, etc., que dismi-
nuirian el caudal; cuanto méas pulido esté el tubo, las pérdidas por rozamiento seran también

menores.

TUBO ADICIONAL CONVERGENTE.- Si en el empalme no hay aristas vivas, apenas habra

pérdidas, pero si existen aristas vivas, la vena se contrae al salir, para en su avance, volver a con-
traerse a la salida, Fig XIII.18.
Para cada seccion se tiene,

Lo, s
. . Pt T m's
Q=mS vy =S,vo, =M Sv b .:_V _Vrﬂ'Sl
f 2 S
La altura total & disponible entre M y N, es,
v2 v2 v2
Zy+ % + % =zZy+ p—gN + 2—'5 + Pérdidas = % + Pérdidas

y como py Y VM son cero, resulta,

v

h=zy= 79 " Pérdidas

Ademas, por Belanguer, sabemos que las pérdidas por ensanchamiento de la vena liquida,
sumadas a las continuas, determinan el total; las pérdidas accidentales son,

2
Vo, Va-vp)?

g 29
y sustituyendo en ellas v y vo, queda,
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m S m'S

| -V )2

m S, Sy Ly 2 _ m' S m"S)2+X} v2 _ v2
2g 29 " Ywms ° S, g 929

(v

por lo que,

2 vz y2 ) _[2gh
h—2—g+q—g—ﬁ(l+Q),V— 1+q-e,/29h

El caudal es,

Q=m'Sv=m'Se,/2gh =mS/2gh

Las condiciones mas favorables se tienen para una relaciéon (longitud del tubo/diametro de sali-
da) = 2,5, para un angulo de convergencia de 13,5° lo cual supone que, m= 0,947 y, g = 0,09.

XIII.11.- VERTEDEROS

Un vertedero es una obstruccién en la solera de un canal que debe ser sobrepasado por una
corriente; puede interpretarse también, como un orificio descubierto en su parte superior, o como
un muro que interrumpiendo una corriente de agua, obliga al liquido a derramarse por el borde del
mismo; son pues, orificios incompletos.

Para ciertas geometrias, las mas simples y usuales, el caudal Q’ se correlaciona con la altura A,
aguas arriba del vertedero, pudiéndose interpretar también el vertedero como un medidor elemen-
tal, pero efectivo, del caudal en canales abiertos.

Pueden ser, libres y sumergidos, segiin que el nivel del agua, aguas abajo del vertedero sea infe-
rior o superior, respectivamente, al del umbral.

También pueden ser:

a) Con contraccion completa y perfecta, para lo cual, la longitud del umbral tiene que ser menor que la
anchura del canal

b) Con contraccion incompleta, siendo a longitud del umbral igual a la anchura del canal.

Por lo que respecta al espesor de la pared, se tienen los vertederos en pared delgada, cuando el
borde de la pared sobre la cual vierte es un arista viva, por cuanto el agua o liquido que se derrama
tiene que tocar al vertedero sélo en esa arista, mientras que en pared gruesa sucede el caso contra-
rio.

En ambos casos, pared delgada o gruesa, el flujo aguas arriba es subcritico, acelerandose a cri-
tico cerca de la cima del vertedero y rebosando en forma de lamina supercritica, chapotea en la
corriente aguas abajo. El caudal ¢ por unidad de anchura, es proporcional a, h3/2.

La altura o carga & es la distancia existente entre la superficie libre del agua a cierta distancia
del vertedero aguas arriba, y el umbral o cresta del mismo. Suele estar entre 2 y 4 metros del ver-
tedero.

La forma mas conveniente es la rectangular, aunque existen la triangular, trapecial y circular.

La caracteristica de un vertedero se define como la funcién, q = f(h).
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VERTEDERO EN PARED DELGADA.- Sea el vertedero de la Fig XII1.19; llamamos G y G1 a los
c.d.g. de las secciones 0 y 1. En 0 supondremos que la velocidad puede ser nula o no; el espesor de la
capa liquida sobre la cresta es e, y el derrame se verifica al aire.

La carga varia desde h, hasta, h - e, siendo, e < h.

-| Zona de aireacion

Fig XII1.19.- Vertedero en pared delgada

Aplicando Bernoulli entre 0 y 1 se encuentra, para flujo unidimensional y sin friccion,

29 9 29
Vlzt Po- P21 V%t Po=Pam+ 9 (h-2p)
24q =(Z2g-29) + + 5 = =
g g 9 p1=patm
Pam* 9Ch-2z5)-p v2 v2 IRYE:

V1t=\/Vgt+29(h'%)

en la que e viene dada experimentalmente, oscilando su valor entre, 0,72 h £ e £ h, por lo que se
puede tomar como valor medio, e = 0,86 h, quedando el valor de vi; en la forma,

Vg = \/vgt +2g(h - 0’826 hy v3 + 11,18 h

Para, vy, = 0 ; vy = 3,344/h , el caudal es,

_ ~ . A } Para, m= 0,62 ; Q= 1,78 b h¥/2
Q=mW,2gz = m(bx0,86 h) v0t+29(h-7z) P
f Para, m= 0,652 ; Q= 1,874 bh3/2

Por lo que respecta al vertedero aguas abajo, se puede interpretar que, como la cara superior y
la cara inferior de la vena estan en contacto con la atmésfera, la presiéon en toda la seccion es
aproximadamente la atmosférica.

El remanso que se forma debajo de la vena, Fig XIII.20, tiende a elevar su nivel sobre el de las
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aguas, aguas abajo, ya que se ejerce una fuerza hidrostatica que equilibra la fuerza creada por la
variacion de la cantidad de movimiento inherente a la desviacién del chorro.
Aplicando el Teorema de la Cantidad de Movimiento, DF t = m Dv, se obtiene,

h2 h?2
DF = 923 - 922 ; t=1seg ; m=Vr=qr ; Dv=v,-v,
V3 =V, COSj ; V=V,-V,CO0S] = Vy(1- cosj)
luego,

g(h3- h3)
2r (1 -cosj)v,

g(hé-h%)lseg=rqu(1- cosj) b g-=

en la que g es el caudal por unidad de anchura yj el angulo de inclinacién del chorro al incidir con-
tra la solera del canal.
El caudal total es, Q =b g

h3Yh3/2

Fig XI1.20

VERTEDEROS EN PARED GRUESA.- En este tipo de vertederos, sobre su parte superior se
crea una corriente unidimensional en condiciones préximas a la critica, Fig XIII.21, pudiéndose

interpretar como un orificio prolongado en canal, del que sabemos,

vo=J2gz = ,/29(h-e)

con, v = 0, siendo vy la velocidad tedrica en la cresta del vertedero, luego,

Q:mbeJZg(h-e)

Para calcular el caudal maximo partimos de, dQ de=0
g—g=mb,/2g /h - -%):o b e= ZTh

por lo que el caudal maximo sera,
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Quix = mb & [2g(h - )= = 1,704 mb Jh?

Cuando, vy ! 0, habra que incrementar % en la carga debida a la velocidad aguas arriba, que es

funcion de la velocidad que previamente habiamos despreciado y que vendra afectada de un coefi-
ciente a, cuyo valor medio es 1,667.

L]
Lo
<
S
=z

¥
h
)

Fig XII1.21

En estas condiciones el gasto toma la forma,

2 2

Q—mb(h+avg) 2 (h+av(2))—mb 2gh+ 22093 _mph] 2gh(1 + ou0y3
- 2g 9 297~ 9 2g - 9 2gh

y desarrollandola por Newton, se obtiene,

&6 avi a6 avj 3 avj
_ 2 — 2 0 —
Q_mbh‘/29h(1+gi62gh+856(29h) +...)_mbh,/29h(1+229h+...)_

=bbh J2gh

que es analoga a la obtenida en pared delgada, habiendo hecho,

2
3 avj

b=m ( 1+ 5 ZE_Ei_Ff )

Ademas, como este vertedero se puede asimilar a un orificio rectangular en que, hy= 0, se puede

aplicar para el caudal, la ecuacion deducida para los mismos, haciendo, hy = 0, es decir,
Q= § mb 2 g {J(hy+2)3 - Jz3} =295 mb{J(hy+2)3 - Jz3}

i Para vertederos con aristas agudas, 0,63 < m< 0,68

en la que el valor de mse toma, |
{ Para vertederos con coronacién redondeada, 0,80 < m< 0,83

Formas de la limina.- La forma de la lamina depende de la disposicién del vertedero y del caudal.
Cuando la lamina, al pasar por el umbral del vertedero, deje un espacio aireado de forma que el aire

circule por debajo de 1a misma sometido a la presion atmosférica, la lamina se dice libre, y el verte-
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dero se puede considerar como de pared delgada, aplicando para la obtencién del caudal, la formula-
cién obtenida anteriormente.

N -
Hoya de erosion evitada por la solera
X :

—
\\‘_’_//

Fig XII1.22

Si por la disposicién de las paredes del canal aguas abajo no existe ventilacién de la lamina
liquida como en el caso anterior, estando el agua en contacto con las paredes aguas arriba y aguas
abajo, el aire se enrarecera, elevandose la corriente liquida aguas abajo, y aproximando la lamina
al vertedero, se ocasionard una depresién en la lamina, aumentando el coeficiente de gasto en la
expresion del caudal.

Cuando la altura de la lamina respecto del umbral sea pequena, la corriente sufrirda un resbala-
miento, quedando en contacto con el paramento aguas abajo, por lo que la ldmina quedar4 adheri-
da, aumentando el coeficiente de gasto, y estableciéndose este tipo de régimen para cargas peque-

nas.

Lamina libre Lamina adherida Lamina deprimida

Lamina sumergida Lamina completamente sumergida

Fig XIl1.23.- Diversas formas de la lamina
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Fig Xlll.24.- Otras formas de la lamina

Finalmente, cuando se cumpla que, 0,4 < pTr < 2,5, siendo p , la profundidad, y por la eleva -

cién del nivel aguas abajo la parte inferior quede totalmente anegada, alargandose sin separarse
del paramento, (l1dmina sumergida por debajo), el coeficiente de la formulacién del caudal variara
segln, p,/h, desde su valor general, hasta 1,12.

Bazin distingue dos casos:

a) Para lamina simplemente sumergida, cuando se cumpla que, h < 0,4 H, el coeficiente de gasto es,

m= 0,47 + 0,0075 ('OTV)2

b) Para lamina completamente sumergida, cuando, h; = 0,75 H,

h
m= m, (1,05 + 0,15 Tl)

en la que my esta tabulada, para diversos valores de 2 y p,-.

VERTEDEROS CON CONTRACCION INCOMPLETA.- Cuando la longitud del vertedero sea

menor que la anchura del canal y b > 4 h, la seccién de la vena liquida experimenta una contracciéon
en una o dos paredes, viniendo expresado el gasto por,

Contraccién en una pared, Q=b(b- 0,1 h)h J2 gh

Contraccién en dos paredes, Q= b(b - 0,2h)h /2 gh
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VERTEDERO SUMERGIDO.- El nivel aguas abajo es superior a la coronacién del vertedero, Fig
XIII.25. Para determinar el caudal, se aplica una férmula que se corresponde con la de un orificio
parcialmente sumergido, de la forma,

Fig XlIl.25.- Vertedero sumergido

Q=m b(hy-h) J2Zg(h+2) + 3mpb JZg {f/ (hy+ 23 - J23)

en la que los valores de my son los ya expuestos, y los de mp de la forma, m, = 0,68 a 0,83, segtin

haya o no contraccién lateral; 1a geometria de la coronacién del vertedero influye en estos valores,
en la forma,

m, = 0,63 a 0,68 para vertederos con aristas agudas

m, = 0,80 a 0,83 para vertederos con coronacién redondeada

Si el vertedero esta prolongado en canal, desagiie de fondo, se propone, Ny = m = 0,80,
VERTEDEROS INCLINADOS.- En estos casos se utiliza,

Q=ebbh J2gh

viniendo afectado & por el factor e de la Tabla XIII.10.

Tabla XIll.10.-Valores de e

Inclinacion del vertedero Aguas arriba Aguas abgjo
ldealturapor4debase | = - 1,09
1 de altura por 2 de base 0,93 1,12
1 de altura por 1 de base 0,93 1,10
3 de alturapor 2 de base 0,94 1,07
3 dealturapor 1 de base 0,95 1,04
1 de altura por 0 de base 1,00 1,00
VERTEDEROS CIRCULARES

El valor del caudal, Q= mw /2 g h, se calcula teniendo en cuenta la siguiente formulacién:

2 W )
m= (0,35 + 1550 ) (L + (W)z}, Hégly

i w

I d? w )

i ¢ =(0,558 d-0.025 + 0,085 - ){1 + (=)2} , Jorisseau
Q:qu UdS,COIl, :, lOHh w

i

Iq,=f () =3203()19- 0842 (])37 | Staus
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VERTEDEROS TRIANGULARES.- En la zona rayada de la Fig XIII.26, se tiene,

b X
h T h- h-z
dQ=mx 2 gz dz = x—h'zzb = mM— b 29z dz
~ h
h
N 2 Jh® 2 Jh® 4mbh,/2 h
Q:mﬁbQ(h-z),/Zgzdz:m%,/Zg( 3 - T ) = 15 g

b
S
Fig Xll1.26.- Vertedero triangular Fig XII.27.- Vertedero trapecial
] b — 2 . — 0 9 . — o
I R = ; m=059 ; a=90
Para, | b
[ 4=4;m=062; a=126°52'11"

ycomo, b= 2htgq,con, q= % , sustituyendo en la expresion del caudal se obtiene:

Q= 1= m/2ghS tg

N ©

VERTEDEROS TRAPECIALES.- Si se supone que la seccién transversal del vertedero es un tra-
pecio isésceles, con L = 2 b, el caudal es,

i En la seccién (abed), Q, = mb h /2 gh U
Q=Q+Q =i ' )= mph JZgh

; En las secciones (ead) y (fbc), Q = % mL-b)h JZgh i; = I
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XIV.- TEOREMA DEL IMPULSO

XIV.1.- REACCION DE UN FLUIDO EN MOVIMIENTO SOBRE UN CANAL GUIA

El calculo de 1a fuerza ejercida por un fluido en movimiento sobre el canal que forman los alabes
de una bomba o turbina, se puede realizar aplicando el Teorema de la Cantidad de Movimiento, que
dice: El incremento geométrico diferencial de la cantidad de movimiento de un sistema material es igual al
impulso elemental de la resultante de las acciones exteriores que actuan sobre dicho sistema.

De acuerdo con la Fig XIV.1, supondremos que el canal guia es el (ABCD) por el que va a circu-
lar el fluido en movimiento permanente, siendo v la velocidad en la seccién Wy y vo la velocidad en

la seccion Wy de dicho canal guia. El fluido es incompresible y las presiones en Wy y W tienen por
valor p1 y pe respectivamente, siendo G el peso de la vena liquida (ABCD).

Para estudiar el movimiento de la vena fluida (ABCD) como el de un cuerpo libre, la supondre-
mos aislada del resto del fluido en movimiento, sustituyendo las masas fluidas, anterior a la sec-
ciéon W, y posterior a la seccién Why, por sus acciones sobre la vena (ABCD) a través de dichas sec-
ciones extremas.

Estas acciones son las presiones p; y pe, la primera en el sentido del movimiento y la segunda

en sentido contrario, aplicadas en W; y Wy respectivamente; asimismo, el canal guia se puede sus-

tituir por la resultante R; de sus acciones sobre el fluido.

Designando por 1, y fi, alos vectores unitarios dirigidos en el mismo sentido que las velocida -
des vV, y V, respectivamente, la vena fluida (ABCD), como cuerpo libre, quedara sometida a las

siguientes acciones, cuya resultante sera igual a la de las fuerzas exteriores F:

Gravedad.........cocevcurencerencerencenenee G

Accion del canal sobre el fluido Ry
Accién de la presién sobre W,.... fi; W, p;
Accion de la presién sobre W,,.... i, W, p,
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M
Fig XIV.1
por lo que:

é |_':= é-ﬁ+ﬁ1W1pl-ﬁ2W2p1

El calculo de la reaccién del fluido sobre el canal guia, R = -R;, se efectia aplicando el teorema

de la Cantidad de Movimiento; por lo tanto, el impulso elemental de la resultante de las acciones
exteriores que actian sobre el sistema, masa fluida (ABCD), es:

é_ I—:dt =édt + Rl dt + ﬁl Wl pldt - ﬁz W2 pzdt

Si a continuacion se supone que la masa fluida (ABCD) se desplaza en el tiempo dt a la posicion
(A'B'C'D'), se habra producido una variaciéon de su cantidad de movimiento. En efecto, como esta-
mos en la hip6tesis de movimiento permanente, para las masas de fluido contenidas entre las posi-
ciones (ABCD) y (A'B'C'D'"), la cantidad de movimiento no se modifica.

Sin embargo, quedan atin por comprobar las masas (ABA’B') y (CDC'D') en las que sus veloci-
dades respectivas son V, y V, y cuyas cantidades de movimiento vamos a calcular:

El volumen (ABA’B’) es, W; v dt
El volumen (CDC'D") es, W, v, dt

En la hipétesis de fluido incompresible, la ecuacién de continuidad es:
Wivi= Wovs
y, por lo tanto, los volimenes (ABA'B') y (CDC'D') son iguales, de valor:
Wividt = Wovodt = gdt
siendo ¢ el caudal de fluido que circula por el canal guia.
La cantidad de movimiento inicial en la masa fluida es, ML = MA.B.CD+ a9 nivdt
g
La cantidad de movimiento final en la masa fluida es, Mp = Magcp + g—gq NaV odt
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La variacién de la cantidad de movimiento en el tiempo dt, entre las posiciones infinitamente
proximas (ABCD) y (A'B'C'D') es:

gq

- Ml:T (ﬁz V2 - ﬁl Vl )dt

I\gl

Aplicando el teorema de la Cantidad de Movimiento, se tiene:

% (ﬁz Vo - ﬁl Vl)dt = édt +Rl dt + ﬁl Wlpldt -ﬁszpzdt

de la que se deduce la expresion de la accion R; de las paredes del canal sobre la vena fluida:

gq ~ = ~ =
Ifllzj(nsz - vy ) - G+ Wy pp- g Wy py
y de acuerdo con el Principio de Accién y Reaccién el valor de la accién del fluido  R; sobre las pare-

des del canal guia, se obtiene teniendo en cuenta que, R=- ﬁl , en la forma:

R= gg_q(ﬁl Vi-fig Vo) + G+ fig Wy py- i, Wa py

Si llamamos X e Y a las componentes de F respecto a los ejes cartesianos de referencia, y

a, a angulo que forman con ladireccion (xx’) losvectoresvy y (n; Wi p1)
a» a angulo que forman con ladireccion (xx') losvectoresv, y (N2 Wb po)

az € angulo queformaacon (xx")

se tiene:
99

X= T (vicos a;-v,cos a,)+ Gcosaz + Wy p; cosa;-W, p, cos a,
99

Y = g (visena;-v,sena,)+ Gsenaz + W; p; sena;-W, p, sena,

y despreciando el peso de la vena, y no teniendo en cuenta las presiones, se llega a:

99 (vq cosa;-Vv, cOsSa,)

i
- ~ . !
R= =— (A Vvy-HyV,)= 5 (Vi-Vy) P
I (vysena;-v,sena,)
|

La construccion grafica de la reaccion es la siguiente: Sobre el punto de interseccion de las dire-

cciones V4 y V,, punto A de la Fig XIV.1, se construye la diferencia indicada por la férmula que da el
valor de R, obteniendo el médulo, direccién y sentido de R, en la hipétesis de despreciar el peso G

y las presiones p; y pe.
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XIV.2.- MOMENTO CON RELACION A UN PUNTO DE LA ACCION R

Si se quiere calcular el momento con relacién a un punto de la accion, ejercida por el fluido sobre
su canal guia, aplicaremos el teorema del Momento Cinético que dice:

El incremento diferencial experimentado por el momento cinético de un sistema movil respecto a un punto
fijo O, es igual al momento resultante respecto al mismo punto O, de los impulsos elementales de las fuerzas

exteriores que solicitan al sistema.
Utilizando la misma notacién que para el calculo de Ry de acuerdo con la Fig XII.1, se tiene:

Momento cinético inicial, m = My g p+ gg_q fi, vy dt Ury

Momento cinético final, M, = Mxg o+ g—gq iy Vo dt Ury

y la variacion experimentada por el momento cinético:

Fnz' ﬁh.: %(ﬁszUFZ - ﬁl Vlurl)dt

El momento resultante de los impulsos que recibe la vena es:
édt U r+ Rl dt U ?1 + ﬁlwlpldt U Fl - ﬁszpzdt U FZ

Haciendo m'= Rl Uf‘l, que es el momento de las acciones de las paredes respecto a O y aplicando

el momento citado, se obtiene:

% (fiy vy UFy-fig vy UF)dt = Gdt UT + idt + fi,Wypydt UFy- fi,Woppdt UF,
Dividiéndola por dt:

N G -

F(n2 voUr,-ngvyUry)=GUr + + nN{WpUr - noWop,oUTr,

y como m=-n es el momento resultante respecto a O, de las reacciones del fluido sobre el canal
guia, se tendra finalmente:
gq

= T (ﬁl Vlulrl-ﬁz Vzu Fz)'l‘éUF'f‘ﬁlWlplUFl‘ ﬁszsz Fz

31

XIV.3.- TEOREMAS DE EULER APLICADOS A LAS TURBOMAQUINAS

PRIMER TEOREMA DE EULER.- Sabemos que la reacciéon de una vena fluida sobre un canal

que la conduce es de la forma:
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g9q ~ = _
R= T(novo-nlvl)+G+ g Wy Po- Ny Wy p;
1 a,yaj alos angulos que forman v, y v, con el eje Ox

y llamando, | b, y b, alos dngulos que forman v, y v, con el eje Oy
|

f 9, ¥ 9, alos dngulos que forman v, y v, con el eje Oz

: Wp po i lIJ
y considerando que, { Wy pg fi, y, son las componentes de (n,, Wy, p, ) sobre los ejes Ox, Oy y Oz,

i Wo po@[)

respectivamente, las componentes X, Y, Z, del vector Rtienen por expresién, despreciando la gra -

vedad por ser su efecto mucho menor que el correspondiente a la velocidad y presion, la siguiente:

X = g_gq (vg cosay-v,; cosay)+W,pyi, -W, p; i,

g_gq (Vg cos bg-vycos by)+ Wy poily- Wy py i

Z= gg—q(vocos Jg-V1COS Q)+ Wypof,- W, pyfiy

—> el —N— — —
-<
1]

igualdades que constituyen el Primer Teorema de Euler.
Cada una de estas expresiones consta de dos términos.

9q

g
variacion de la Cantidad de Movimiento de la vena liquida, entre la entrada y la salida de la rueda,
Fig XIV.2.

El sumando, ngWypg - n1W; p1, se corresponde con la accién estatica resultante de las distin -

El primero esta dado por (Mg Vg-NqVy), Yy se corresponde con la accién dinamica debida a la

tas presiones existentes en las mismas secciones. Ambas ecuaciones son muy interesantes para

la determinacién del empuje axial en las turbinas de reaccién.

SEGUNDO TEOREMA DE EULER.- El momento de la reaccién de una vena sobre el canal guia

respecto a un punto O, viene dado por la expresion:
_ gq N, - _ N _ - =
m= g (NgvgUrg-ny vy Ury) + ngWopoUrg- nyWyp, Ur; + GUT

Determinaremos a continuacién las componentes de este vector sobre los ejes coordenados,

que tienen su origen en el punto O, respecto al cual se calcula el momento M

De acuerdo con la Fig XIV.3, se tiene que:

bo=m; p;= OB
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y las velocidades se descomponen segun las direc-
ciones axial, tangencial y radial; también se indi-

can las componentes meridianas, Vg, Y Vimy-

En lo que sigue consideraremos que el momento de

un vector respecto a un eje es la proyeccién res-

pecto a dicho eje del momento del vector respecto a

un punto cualquiera de aquel.

De acuerdo con ésto se tiene:

Fig XIV.2

(fgVo Urg), es la proyeccin de (fiyvy U ), sobre Oz = Momento de V, respecto a Oz.

Ademais:
Vo=Von* Vor +Voz = Von +Vom
El momento de V respecto a Oz es el momento de Vg, respecto a Oz, ya que el momento de V g,

respecto a Oz sera nulo, por cortar V g, a Oz.

De todo ello se deduce que:
(RgvoUTo),=Vonrok
siendo su médulo, von ro
En forma anéaloga:
(ApvaUTy),=vyarak
y sumoédulo, vip r 1
Si llamamos a, y a, a los médulos de las componentes tangenciales v Vi, , respectivamen-
0oYay p on ¥ Vin P

te y, Mox, Moy y Mo, a las proyecciones sobre Ox, Oy, y Oz, del momento resultante de las presio-

nes estaticas.

I Mgy = (g Wopy UTg -5, Wypy UFy)y

i

T Mozz(ﬁo WO pO UFO - ﬁlwl pl Url)z
i
T Mk = L= ﬂ(I’o' bo- rq b1)+ Nbx
-,r- g

despreciando el peso G se puede poner, | m =M= g—gq (ror Co -ri"c1)+ My
i
% @:N:g—;(roao-rlal)+ Moz
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Fig XIV.3

gq
Crr(teérico) =N-= IR (roag-rpag)=

en donde 1y, 1y’ y ro” son las distancias del punto A a
los ejes Oz, Ox y Oy, y r1, r1' y r1” las distancias del
punto B a los mismos ejes.

En la préactica, los términos Moy, Moy y Mo, de estas
expresiones son despreciables o nulos, por ser las pre-
siones simétricas, o estar situadas en planos que cor-
tan al eje.

Si el canal guia no puede girar mas que alrededor del
eje Oz, la expresion del par motor teérico, consideran-
do,ag = Vvony a1 = Vin, componentes giratorias, propor-

ciona el Segundo Teorema de Euler aplicado a las tur-

bomaquinas:
ap=Von gq

_ =9 (fro Von-Tr1Vin)
a;=Vin

que sirve de base a la obtencién de la ecuacién general de las turbinas hidraulicas y las bombas

centrifugas.
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