Elasticidad

Hugo Medina Guzman

CAPiTULO 1. ELASTICIDAD

INTRODUCCION

Hasta ahora en nuestro estudio de mecénica
hemos asumido que los cuerpos son
indeformables; esto no es cierto, aunque se
justifica cuando los efectos de las deformaciones
carecen de importancia.

En este capitulo trataremos sobre los cambios de
forma producidos en un cuerpo cuando esta bajo
la accion de una fuerza, esto es, en el sentido del
comportamiento de los materiales bajo la accion
de diversos esfuerzos, iniciandonos en la técnica
del disefio.

PROPIEDADES MECANICAS DE LOS
MATERIALES

Muchos materiales cuando estdn en servicio
estan sujetos a fuerzas o cargas. En tales
condiciones es  necesario  conocer las
caracteristicas del material para disefiar el
instrumento donde va a usarse de tal forma que
los esfuerzos a los que vaya a estar sometido no
sean excesivos y el material no se fracture. El
comportamiento mecanico de un material es el
reflejo de la relacion entre su respuesta o
deformacion ante una fuerza o carga aplicada.
Hay tres formas principales en las cuales
podemos aplicar cargas: Tensién, Compresion y
Cizalladura.

i
e
P E}
i .
i i
i
¥ :
e ]
I =
7 F

Ademas en ingenieria muchas cargas son
torsionales en lugar de sélo cizalladura.

ENSAYO DE TENSION Y DIAGRAMA DE
ESFUERZO - DEFORMACION. El ensayo de
tension se utiliza para evaluar varias propiedades
mecanicas de los materiales que son importantes
en el disefio, dentro de las cuales se destaca la
resistencia, en particular, de metales y
aleaciones.

En este ensayo la muestra se deforma usualmente
hasta la fractura incrementando gradualmente
una tensién que se aplica uniaxialmente a lo
largo del eje longitudinal de la muestra. Las
muestras normalmente tienen seccion transversal
circular, aunque también se usan especimenes
rectangulares.
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Muestra tipica de seccion circular para el
ensayo de tension - deformacion

Durante la tension, la deformacion se concentra
en la region central mas estrecha, la cual tiene
una seccion transversal uniforme a lo largo de su
longitud. La muestra se sostiene por sus
extremos en la maquina por medio de soportes o
mordazas que a su vez someten la muestra a
tension a una velocidad constante. La maquina al
mismo tiempo mide la carga aplicada
instantaneamente y la elongacién resultante
(usando un extensémetro). Un ensayo de tension
normalmente dura pocos minutos y es un ensayo
destructivo, ya que la muestra es deformada
permanentemente y usualmente fracturada.
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Ensayo tension — deformacion

Sobre un papel de registro, se consignan los
datos de la fuerza (carga) aplicada a la muestra
que estd siendo ensayada asi como la
deformacién que se puede obtener a partir de la
sefial de un extensometro. Los datos de la fuerza
pueden convertirse en datos de esfuerzo y asi
construirse una grafica tension — deformacion.
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DEFORMACION ELASTICA Y PLASTICA
Cuando una pieza se somete a una fuerza de
tensién uniaxial, se produce una deformacion del
material. Si el material vuelve a sus dimensiones
originales cuando la fuerza cesa se dice que el
material ha sufrido una DEFORMACION
ELASTICA. El nGmero de deformaciones
elasticas en un material es limitado ya que aqui
los atomos del material son desplazados de su
posicién original, pero no hasta el extremo de
gue tomen nuevas posiciones fijas. Asi cuando la
fuerza cesa, los &tomos vuelven a sus posiciones
originales y el material adquiere su forma
original.

Si el material es deformado hasta el punto que
los 4&tomos no pueden recuperar sus posiciones
originales, se dice que ha experimentado una
DEFORMACION PLASTICA.

DIFERENCIA ENTRE LOS CUERPOS
ELASTICOS Y LOS INELASTICOS. Los
cuerpos elasticos son los cuerpos que después de
aplicarles una fuerza vuelven a su forma normal
mientras que los inelésticos tienen su grado de
elasticidad muy bajo y si los deforman no
vuelven a su forma original.

LEY DE HOOKE.

En la parte de comportamiento elastico se
cumple la Ley de Hooke. Robert Hooke fue el
primero en enunciar esta relacion con su invento
de un volante de resorte para un reloj. En
términos generales, encontré que una fuerza que
actla sobre un resorte produce un alargamiento o
elongacion que es directamente proporcional a la
magnitud de la fuerza.

F=—kAl

El signo menos es porque la fuerza es en
oposicion a la deformacion.

La constante de la proporcionalidad k varia
mucho de acuerdo al tipo de material y recibe el
nombre de constante del resorte o coeficiente de
rigidez.

k= i , Sus unidades son ﬂ
Al m

ESFUERZO Y DEFORMACION
UNITARIA.
Esfuerzo. Consideremos una varilla cilindrica de

longitud 7,y una seccion transversal de area A,

sometida a una fuerza de tensién uniaxial F que
alarga la barra de longitud /,a ¢, como se

muestra en la figura.
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Por definicidn, El esfuerzo S en la barra es igual
al cociente entre la fuerza de tension uniaxial

media F y la seccion transversal original 4, de
la barra.

S = kil , Sus unidades son ﬁ
0 m
Deformacion unitaria: Por definicién, la
deformacién unitaria originada por la accién de
una fuerza de tension uniaxial sobre una muestra
metalica, es el cociente entre el cambio de
longitud de la muestra en la direccion de la
fuerza y la longitud original.
g=ite A
l l
una magnitud adimensional
En la préctica, es comdn convertir la
deformacion unitaria  en un porcentaje de
deformacidn o porcentaje de elongacion
% deformacion = deformacion x 100 % = %
elongacion

la deformacion unitaria es

MODULO ELASTICO O DE
ELASTICIDAD.

A la constante de proporcionalidad, podemos
escribir la ley de Hooke en su forma general.

P ST esjuerzo
Méodulo Elastico = f—
deformacion

Para el caso de Deformacién por traccion o
compresién longitudinal

F ., L
El esfuerzoes S = Z la deformacion unitaria

esézﬁ
{

El modulo elastico es conocido como el
MODULO DE YOUNG.

y_Tas

= A% =
TABLA|

Moadulo de elasticidad o modulo de Young.

Modulo de
elasticidad Y
10% N/m?

Nombre
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Aluminio 6,8
Cobre 10,8
Oro 7,6
Hierro, 7.8
fundido

Plomo 1,7
Nickel 20,6
Platino 16,7
Plata 7,4
Laton 4.6
Acero 20,0

Ejemplo 1. Los ortodoncistas usan alambres de
bajo médulo de Young y alto limite elastico para
corregir la posicion de los dientes mediante arcos

tensores. ¢Por qué?

Solucién.

Bajo modulo de Young para que sea
relativamente facil deformarlo elasticamente para
montar los arcos en los dientes. La tension
debera ser menor que la tension de fluencia del
material, de ahi que el limite elastico tenga que
ser alto, ya que si el arco se deforma
plasticamente, su deformacién es irreversible y
por lo tanto, no estara tensionando los dientes
para corregir su posicion transversal se convierte
en un paralelogramo.

Ejemplo 2. Una barra de seccién uniforme 4, al
ser sometida a traccion por la fuerza F; adquiere
la longitud L, y la ser sometida a traccién a la
fuerza F, adquiere la longitud L,.

a) Calcular la longitud original de la barra

b) ¢Cual es mddulo de elasticidad de la barra?
Solucién.

:YLl_LO (1)

At e

a) Dividiendo (1) : (2)
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F —L
é:Z_L‘; = FL,-F,L,=F,L,-F,L,=
FlLy+ Ly = FL - FL,
= [ = KL - FL,
" R+F
b) Reemplazando Ly en (1)
YQ_L
LO
L q)- F+Fﬁ 4
L, Ll (FL,-FL,)
[ B+ R - (AL -FL)
FQ FL)

h<

L+ FEL,
(FL <FLJ
y_ B (BL-FL) _(FL-FL)
"TURLAL) AL+,

Ejemplo 3. Un alambre de radio R, sometido a
traccion, tiene en el eje un médulo de Young Y3,
este modulo crece linealmente hacia la periferia,
donde alcanza el valor Y.

Determinar la fuerza de traccion que puede
soportar el alambre con la debida seguridad, es
decir, de modo que ningun punto rebase el
esfuerzo admisible por traccion S,,.;.

Solucién.

= Jcnh’

:_t_F

!,
Sea r la distancia de un punto eje
La ley lineal de variacion de Y
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Y= = S5=Y¢
Y- Y.

A< [Ty

Y, r
=t = V= -h) 4,
r R R

El esfuerzo méximo se alcanza primeramente en

el borde

S .
S =6 = e=""%
2
La deformacion unitaria & debido a la fuerza F
es igual en todos los puntos; por lo tanto el
esfuerzo S = Y¢ es variable
dFF =SdA=YedA

= (Y2 - Yl)L +Y; Six 2rrdr
R ]y,
Integrando:

F :deAz ngdA

R S .
= .[o [(Yz—}’l);+}’l:| )”,"“ 27 rdr

2

S . R? R?
2 imix | (Y, Y ) —+ Y —
Yg |:(2 1)2 1 3j|

7R? S’”‘ix(2+Y1j
3 2

Ejemplo 4. De un alambre de cobre de 1,5 m de
longitud y 2 mm de diametro se cuelga un peso
de 8 kg. Se pregunta:

a) ¢Hemos rebasado el limite de elasticidad?

b) ¢Se rompera el alambre?

c) En caso de ser negativas las preguntas
anteriores, ¢cudl es su alargamiento?

Médulo de Young = 12x10"° N/m?

Limite de elasticidad de 3x10" a 12x10" N/m?
Limite de ruptura de 20x10" a 50x10" N/m?
Solucién.

a) y b) La seccion del alambre es:

A= m*=3,14 mm® = 3,14x10° m

La fuerza que corresponde a cada m? de seccion
es:

F Mg

_ 8x98
A A 314x10°

= 2,49x10’ %

Que no llega ni al limite inferior de elasticidad ni
al de ruptura.
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Fl 8x9,8x15
Al=—= 10 -6
Y4 12x107x314x10
=0,0003m

= 0,3mm

Ejemplo 5. Una pasarela peatonal se suspende
en numerosos puntos a lo largo de sus bordes por
un cable vertical por encima de cada punto y se
apoya sobre columnas verticales. El cable de
acero es 1,27 cm de didmetro y 5,75 m de largo
antes de cargarlo. La columna de aluminio es un
cilindro hueco con un didmetro interior de 16,14
cm, un diametro exterior de 16,24 cm, y su
longitud sin carga es 3,25 m. Si la pasarela
ejerce una fuerza de carga de 8500 N sobre cada
uno de los puntos de apoyo, ¢cuanto desciende el
punto?

Yacero = 20 X 10" N/M?, Yaruminio = 7 X 10™ N/m?

T »
T

ini T T T T - -
o 9
= "I

i

Solucion.

Parte de la fuerza de la carga extiende al cable y
parte comprime a la columna la misma longitud
AVA:

RlLl leAl

Para el cable Al = =R = Al
171 1
R,L Y,A
Paralacolumna Al = 22 = R, = 2“2 A/
2472 2

Como R, + R, =8500
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8500 = (YlAl + YZAZJM =

1 LZ

Al = 8500

Y].Al + YZAZ

Ll L2

~ 8500
 20x10°7(0,0127%)  7x10°#(0,16242 —0,612?)

4(5,75) 4(3,25)
= 8,60 x 10"m

El punto desciende 8,60 x 10“m

Ejemplo 6. Entre dos columnas fue tendido un
alambre de longitud 2 ¢ . En el alambre,
exactamente en el centro, fue colgado un farol de
masa M. El area de la seccion transversal del
alambre es 4, el médulo de elasticidad es Y.
Determinar el Angulo «, de pandeo del alambre,
considerandolo pequefio.

a0

[ i,

Solucion.
Para encontrar la tension del hilo.
Por condicion de equilibrio:

T T
e

1 Mg
Mg
Suma de fuerzas verticales:

2F, =0

2Tsena — Mg =0 =

_ Mg
2sena
Por la ley de Hooke deducimos que
T = [MJYA
l
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Igualando:

(M]m _ Mg
! 2sena

De la figura siguiente:

I=‘. |': Lol
o
[’\ﬁ/ B

1 g 1
/= yl'=0+AL

coSa
De aqui:

/ 1
—=l+ A=A =l —-1|=
Cosax Cosa
A1
!/ CcoSa
Luego

( 1 —1)YA: Mg
CoOS« 2sena

Para angulos pequefios tenemos que
sena~a 'y

cosa =1- Zsenz(%)zl—a%.

Reemplazando obtenemos

-
1-% “
2
2
= 1+a— -1 YA=@
2 2a
2
o Py Mg e Me
2 2c YA
Finalmente

a:S@
\ YA

Ejemplo 7. Se cuelga una viga de 2000 kg de dos
cables de la misma seccion, uno de aluminio y otro
de acero. Al suspenderla, ambos cables se estiran
lo mismo. Calcular la tension que soporta cada
uno. Médulos de Young: acero = 20x10"° N/m?,
aluminio =7x10" N/m?
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Aly=A¢,

L (+Af

z

e

Solucién.

Si los cables inicialmente tienen igual longitud y
la viga finalmente esta horizontal, ambos cables
han experimentado el mismo alargamiento:

Como M:B:ﬂ:&
Y4 YA Y,A
De aqui £:£
7 20

Donde el subindice 1 se refiere al aluminio y
el 2 al acero.

Por estar el sistema en equilibrio:
T,+T,=Mg=2000x9,8N

De ambas

7,=50815N 7,=145175N

Ejemplo 8. Una barra homogénea, de masa m =
100 kg, estd suspendida de tres alambres
verticales de la misma longitud situados
simétricamente.

Determinar la tension de los alambres, si el
alambre del medio es de acero y los otros dos son
de cobre. El area de la seccion transversal de
todos los alambres es igual.

El médulo de Young del acero es dos veces
mayor que el del cobre.

|
Y mg
Solucién.

Partiendo de los conceptos de simetria, es
evidente que el alargamiento de los hilos serd
igual. Designemos este alargamiento por A/.
De acuerdo con la ley de Hooke, la tension del
hilo de acero es
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F = AKY“ Al 'y la del hilo de cobre, es
F, = AL, Al
14

De donde concluimos que la relacion de las
tensiones es igual a la relacion de los modulos de
elasticidad correspondientes:

£_Y_1
F, Y, 2
En equilibrio
2F.+ F,=mg.

Por consiguiente,

F =%=250NyFa=2FC:500 N.

c

Ejemplo 9. Una columna de concreto armado se
comprime con una fuerza P. Considerando que el
maédulo de Young del hormigon Y., es 1/10 del
maodulo de Young del acero Y, y que el area de la
seccidn transversal del hierro es 1/20 que la del
hormigén armado, encontrar qué parte de la
carga recae sobre el concreto.

Nota. La técnica constructiva del concreto
armado consiste en la utilizacion de concreto
reforzado con barras o mallas de acero, llamadas
armaduras.

El concreto, es el material resultante de la mezcla

de cemento con piedra, grava, arena y agua.

Vertido de
congrelo

Wanillas

de acero™.
= L&_,—h
113 |
| |
|

Colmma |
de concrelo
anmado

Solucién.
La carga P se reparte entre el concreto y las
varillas de acero.

Concreto

soporta P.

Seccion tranversal A,

Modulo elastico Y.

Varillas de acero

Soporta P,

Seccién tranversal 4,

Modulo elastico Y,

Por la ley de Hooke

Al
F= (KJACYC 1)

(¥ @

Dividiendo (1) entre (2):
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Aay
P ¢ )¢ 4 v 20 1
B —— X = X =

il Tl =" " =2
(M, AT
V4
4. Y,
7X7
4, Y,
A 20 Y, 1
Como =—Yy Ff=—
A, Y 10
Tenemos
P 20 1
—Czi)(—:z
P 1 10

De este modo, 2/3 del peso recae sobre el
hormigdn armado y 1/3, sobre el hierro.

Ejemplo 10. Un peso W se encuentra sujeto
entre dos barras de peso despreciable, de las
mismas caracteristicas pero de diferente longitud
y como se muestra en la figura. Los extremos de
las barras estan ligados al peso y a los apoyos,
los cuales son indeformables.

Encontrar las reacciones que se producen en los
apoyos.

ALRURRARNAS
|
i
Li ] ]
W {2
|
(L

Solucién.
Diagramas del cuerpo libre del conjunto y de las
partes:

i
1y R }
! l 1
W ” $Rz |
TR
Tﬁz : TRz
Por equilibrio estatico, > F, =0:
R+R,~W =0 1)

Geométricamente, tiene que cumplirse que los
alargamientos sean iguales:

Al =Al,
Por elasticidad
lel _ R2€2
AY — AY
R, =R,0, 2
Resolviendo las ecuaciones (1) y (2), obtenemos:

7
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¢ ¢
Ri=—EW y R =

—w
L
Ejemplo 11. Un perno de acero se enrosca en un
tubo de cobre como muestra la figura. Encontrar
las fuerzas que surgen en el perno y en el tubo
debido al hacer la tuerca una vuelta, si la
longitud del tubo es ¢, el paso de rosca del
perno es i y las areas de la seccion transversal
del perno y del tubo son iguales a 4, y A.
respectivamente

Solucion.

7|

£l

Bajo la accion de la fuerza de compresion F, el
tubo disminuye en F¢/ AY .y bajo la accion de
la fuerza de extension F, el perno se alarga en el

valor F(1A)Y,.

Afpu+ Alge=h

Ft Fl .
La suma ——+—— es igual al
4y, AY,
desplazamiento de la tuerca a lo largo del perno:
LE+F—€:h, de donde:
4y, AY,

_h(_AYAY,
Ay, +4y )

Ejemplo 12. Viga horizontal sostenida
mediante un tirante. En el sistema mostrado en
la figura, ¢cuanto bajara el peso W respecto a la
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la cual el tensor no estaba

B I
: it
- j

La barra es indeformable y de peso P.

El tensor BC es de peso despreciable, area 4 y
maodulo de elasticidad Y.

Solucién.

posicién en
deformado?

DB

lP 1;4;?
Por equilibrio estatico, »_ 7, =0
TC-Pl-w2¢ =0

T-P-2W =0

T=P+2W (1)

Geomeétricamente, considerando que el giro que
se produce es pequefio, podemos escribir:
x=2M\/

Por elasticidad, el estiramiento A/ del tensor es:

Al = e
AY

Luego,

2T/
x = — 2

o7 )
Reemplazando la expresion (1) en (2):

_2AP+2w)y
AY
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Ejemplo 13. Deformaciones no uniformes por

peso propio.

Determinar la deformaciéon producida en una
barra debido a su peso propio de una barra del
largo L, seccion 4, médulo de elasticidad Y vy
densidad o .

Solucién.

El elemento diferencial dy soporta el peso P'de

la porcion de barra de longitud y que esta sobre
él.

PR
EE
EE

dy pr @

P=m'g=pV'g=pAyg

Siendo la longitud de la barra L, su deformacion
sera AL, la deformacion del elemento
diferencial dy debido al peso P', sera d(AL).

P'd A
AOD)=" =

e
= P g
Yyy

Luego

AL = J.d(AL)= %ijdy

_1pgl’ 1(pgdL)L

2 Y 2 AY

o AL _ 1 (PesoTotal)x L
2 AY

Observamos que esta deformacion es igual a la
mitad de la deformacion que se produciria, como
si, el peso estuviera concentrado en el extremo
superior.

Ejemplo 14. Una barra de masa M, moédulo Y,
seccion Ay altura L esta sobre el piso.

Determine la deformacion que sufre la atura de la
barra por peso propio. Considere que la densidad

lineal de la barra varia segiin p, = xy, (kK €s

constante e y la altura medida desde el piso).
Datos: M, Y, A, LYy k.

—

e —

[ ]

L-AL

L=

Solucion.
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dy

El elemento de columna dy es deformado por el
peso de la masa m.

d
d(ar)="18%
YA
Calculo de m.

dm = p,Ady = kyAdy =
L
L »°
=| xkAydy = kA~
m L yay 5

y

KA 2 2
=\ -
Luego:

KA
d(M)=ﬁ(L2—y2)dy
Integrando

_(* _KAg (L2 2
AL= d(AL)—ﬂL (22 =y )ay
3 L
AL:KAg[LZy—yJ
2YA 3 ),
- % LS_L: :KAgLS
2YA 3 3YA

Como la masa total es
L

M = [ dm = xdydy = myzz

0

2

= KALf

2
AL 2M xKAgl®  2MgL
kAL 3YA 3v4

Ejemplo 15. Hallese la longitud que ha de tener
un hilo de alambre, de densidad 8,93 y mddulo
de rotura 1020,4 kg/cm’ para que se rompa por
Su propio peso.

Solucién.

1020,4 kg/cm? = 1 020,4x9,8 N/cm? =108 N/m?;
p = 8930 kg/m®.

Para que el hilo se rompa, su peso ha de ser por
lo menos de 1084 N, siendo 4 la seccion.

O sea:

P=mg = Alpg =10°4
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Es decir:
8 8
/= 10°4 = 10 =1143,6 m
Apg  8930x9,8

Ejemplo 16. La barra prismatica homogénea AB
de longitud L, area transversal 4, peso W'y
maodulo de Young Y cuelga verticalmente bajo su
propio peso (ver figura).

a) Deduzca una férmula para calcular el
desplazamiento hacia abajo del punto C, ubicado
a una distancia % del extremo inferior de la barra.
b) ¢Cual es el incremento de longitud de toda la
barra?

C) Sea AL, el alargamiento de la mitad superior
de la barray AL , el alargamiento de la mitad
inferior de la barra. Hallar AL /AL ».

Y

A

C
Solucion.
a) El punto se desplaza debido al peso propio de
la parte AC al peso de la parte CB.
Por el peso propio de la parte AC

L-h
Wi = ( I )W
1w, (L-h) 1wW(L-h)
ALy =— =5
2 YA 2 YAL
Por el peso de la parte CB.
h
WCB = ZW
AL, - Wes(L—h) _ Wh(L —h)

YA YAL
El punto C se desplaza hacia abajo

AL _1w(L-nf +Wh(L—h)

Y2 vAL YAL
_ L(Lz _ hz)
2YAL
b)
AL IPL
2 YA
c)
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W 2 2
ALl_ZYAL(L -’)
AW,k 1WH
272 ¥4 2YAL
W 2 2
AL _ 2YAL(L - )_(Lz—hz)_[f_ j
AL, 1 Wh? h? h?
2 YAL

Nota: Otra manera de calcular AL 4
Como AL, =AL—-AL,:
CAwL AwR Aw(-#?)

YU 2Y4 2YAL 2 YAL

Ejemplo 17. El conjunto siguiente est4 formado
por dos barras de longitud L, seccion 4 'y del
mismo material de médulo de Young Y. la barra
2 tiene una masa M, y la barra 1 es de densidad
variable 4 = 2y segun el sistema mostrado.
Determinar:
a) La masa de la barra 1.
b) La deformacion total de la barra 2.
c) La deformacidn total de la barra 1.

N

2L ]

(s

Solucion.

a) Célculo de M;

Tomemos un diferencial de masa dm a la altura y
.1I
1], —

dv

Fi—

dm, = Ady = 2ydy

Integrando de y = L a y = 2L obtendremos la
masa M; de la barra 1.

10
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M, = ja’ml = LZLZydy =y? iL

=(2Ly -1* =31°
b) Para encontrar la deformacion de la barra2
tenemos que considerar la deformacion debido al
peso de M; de la barra 1y a la deformacion
debido al peso propio de la barra 2.
Deformacion debido a A

Mg 3L2g
YA YA

Deformacion debido al peso propio M,g
_ leg

2 v4
La deformacion total es

3L2g+£M2g
YA 2 YA
_g(ng-i_%j

AL_

21—

22

AL, =AL, +AL, =

Y4 2
c) Deformacion por el peso propio

Calculo de la masa m sobre la altura y
.
2L

- &'

b

dimp—o———

T

0
=2
e J-dm _ J-)L L2y.dy|: y,z 2L
y=y y

=(2L)Y - y* =41 - y?
Calculo de la deformacion de la barra 1.
.1‘
2L ]

n v

|

Ll ==
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Deformacién del elemento diferencial debido al
peso de la masa m situada a la altura y sobre el
nivel 0.

2 2
dAL = mgdy _ (4L v )gdy
YA YA

Integrando dAL; de L a 2L encontraremos la
deformacion de la barra 1 debido a su propio
peso.

ML= [dbL, =& ezt -yt hay

3 2L
g 2 Y
=84y
YA( g 3J

L

3 3
—£[8L3—8i—4L3+L—j

Y4 3 3
3
_&g 478 _l
YA 3
_5gl’
3 Y4

Ejemplo 18. Deformaciones por aceleracion
Una barra uniforme de acero (Longitud L, area
de seccion recta A densidad o, moédulo de

young Y) se halla sobre un plano horizontal
exento de rozamiento y se tira de ella con una
fuerza constante F.

¢Cuél es el alargamiento total
consecuencia de la aceleracion?

de la barra a

i
-
TETTT T a1 T a1 000 T A0 3T A AT
Solucién.
a) Seam la masa total de la barra
m = pAL

Tomemos un elemento diferencial dx, cuya masa
es dm
dm = pAdx

L

fe—— x —f —dx

m —

R TR
Hagamos los diagramas del cuerpo libre de los
tres sectores.

La fuerza sobre cada uno de los tres sectores se
indica en las figura a continuacion

23 [} [}
—_— —_— —

A foar

| ] i
Ry Re| By Ry Fa

H— x ——»

m
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El elemento diferencial dm se mueve con
aceleracion a debido a la fuerza (Ry —Ry)

Y la fuerza que lo estira es R,. Por lo tanto su
deformacién sera un diferencial de AL esto es

d(AL)

d(AL) = y AL:LLd(AL)

R,dx
A
Como R, =m'a, m'=pAx 'y

F
— =——  tenemos:

a =
m. P

x=L F
AL :J. d(AL) = J. EXdX
x=0

De donde a7 — £ FL

2 Y4

Ejemplo 19. Se tiene una columna de largo L,
seccion transversal 4, densidad p, modulo de
elasticidad Y. Se jala cobre un piso liso de la
manera como se muestra en la figura.

a) Calcule cuanto estira el cuerpo.

b) Si no se tomara en cuenta la masa del cuerpo,
¢cudl seria el estiramiento de la columna?

= Ca

Solucion.

a)
Primer método.
Aplicando la segunda ley de Newton:

ZF:ma
2F  2F

3F-F=ma >a=—=——
m  pAL

——x —— v

F

B —

ls

Haciendo el diagrama del cuerpo libre

—-| ’-— dx

F R, Ry[|R R 3F

-— -4 I

Y ———n

El elemento diferencial es estirado por la fuerza
Ro.

d(AL) _ dex
AY
Calculo de Ry:

R,-F=m'a =
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R, :F+m'a:F+pr2—F
PAL
= F+2F "
L
d(AL) = F(1+ ijdx
AY L
L
F oL 2x F x?
=—— | [1+—|dx = —| x+—
AY *0 L AY L
_2FL
AY

Segundo método.
El sistema de fuerzas puede ser desdoblado en
dos partes cuyas deformaciones parciales
sumadas hacen el efecto total, tal como se
muestra en la figura siguiente:

F 3F

- —

F F

—] —

La primera parte es la deformacion de un cuerpo
jalado que se mueve con aceleracion por la
fuerza ma = 2F:
_1(F)L _FL
2 YA YA
La segunda parte es la deformacion de un cuerpo
sujeto a la tension F:

FL
AL, =

1

YA
La deformacion total es la suma de las
deformaciones parciales:

AL=AL, +AL, :E+E
YA YA
_2FL
AY
Nota: a:Z—F
m

Tercer método.

El sistema de fuerzas puede ser desdoblado en
dos partes cuyas deformaciones parciales
sumadas hacen el efecto total, tal como se
muestra en la figura siguiente:

12
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3F

F

-—

La primera parte es la deformacién de un cuerpo
jalado hacia la derecha por la fuerza ma; = 3F:
_1(BF)L _3FL

2 YA 2 YA
La segunda parte es la deformacion de un cuerpo
jalado hacia la izquierda por la fuerza ma,=F.
_1FL

2 YA
La deformacion total es la suma de las
deformaciones parciales:

1

2

AL=AL +AL, :§ﬂ+EE
2Y4 2YA
_2FL
AY
3F F 2F

Nota: (i +az=a), a=———=—
m m m

b) Como el sistema tiene masa considerada como
despreciable la deformacidn es solamente por
tension F.

F F

-— .

AL =—
YA

Ejemplo 20. Si la barra se jala hacia arriba con
una fuerza F (F > mg). ¢(Cual es el alargamiento
total de la barra?

Solucién.

t-

Teg
El elemento diferencial dm se mueve con
aceleracion a debido a la fuerza (R; —R;)
Y la fuerza que lo estira es R,. Por lo tanto su
deformacion sera un diferencial de AL esto es
d(AL) :

R,d
d(AL) = sz

y AL = _[OLd(AL)
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Como
R,—-m'g=ma= R,=m'(g+a),

. F—-m F
m'=pAy y a= - g:[pAL_gj’

Tenemos:

F y
R, =(pdy) — |=F=
2 (py{pALj I

F
d(AL) = ——ydy,y

YAL
AL—jd(AL)—ijL d
yAL %
De donde
AL-LFL
2 YA

Ejemplo 21. Para la barra compuesta mostrada
determine:

a) Su aceleracion.

b) La deformacién de cada una de sus tres partes
y su deformacion total.

3F = it

nY
4r.4

|y My —eTF

v

Y
24

pY P
L.A L.

-
-

Solucién.
a) m =2pLA, m,=4pLAy m, =4pLA
Aplicando la segunda ley de Newton:
ZF =ma = TF —3F =(m, +m, +m,)a
= 4F =10pLAa
0,4F
a=
pLA
El conjunto se mueve hacia la derecha.
b) La figura siguiente muestra los diagramas del

cuerpo libre de cada uno de los elementos del
conjunto.

a
a a —

- RyRy " RR
O o = S [ M

Aplicando la segunda ley de Newton a la masa
ma.
a

—
Ry
) il —=TF
L.2A4
TF—R =ma = R =7F-ma
0,4F

R =TF—(2pLA =6,2F
= I (,0 )pLA

Aplicando la segunda ley de Newton a la masa
mo.

13
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a
—

2y Ry

2L.A4
R —R,=m,a = R, =R, —m,a

04F _ 46F

= R, =6,2F —(4pLA)

Aplicando la segunda ley de Newton a la masa
mas.

a
3F iy -
4L.4
R,-3F =mya = R, =3F +m,a
0,4F

= R, =3F +(4pLA) = 4,6F
Resultado igual que el encontrado previamente.
Caélculo de las deformaciones
Deformacion de 1.
La deformacion por fuerza es debido a R;:
R L
_RL g FL

Y24 YA
La deformacion por desplazamiento es debido a
ser jalado por la fuerza 7F —6,2F =0,8F

., 108FL _ FL

1

Y2 v24 Y4
Deformacion total de 1:

FL FL FL
AL, .., =31—+04—=35—
YA
Deformacion de 2.

La deformacion por fuerza es debido a R,:

R,L _ 4,6E
Y24 YA
La deformacion por desplazamiento es debido a

ser jalado por la fuerza
R, —R,=62F -46F =16F
. _116F2L  FL

AL, =

22 Y4 YA
Deformacion total de 2:

ALy, —46-L 16l _gptL
7S 7 I

Deformacion de 3.

La deformacion por fuerza es debido a 3F:
FAL FL

az, = 4L _pFL
YA YA
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La deformacion por desplazamiento es debido a
ser jalado por la fuerza

R, —3F = 4,6F —3F =16F
__L16FAL g, FL
2 YA 7

Deformacion total de 3:

AL, =125F 1161t _1367E
YA YA YA

Deformacion total del conjunto.

AL, 35 +62 LY L
YA YA

= 24,9—
YA

Ejemplo 22. Una barra vertical de longitud L,
masa M, seccion transversal A y modulo de
Young Y, tiene soldada en su extremo inferior
una masa puntual M. Si la barra se eleva
verticalmente mediante una fuerza vertical 5Mg
(¢ = gravedad), aplicada en el extremo superior
de la barra. Hallar la deformacién longitudinal de

la barra.
Ing
a]
EFME
Solucion.

Para calcular la aceleracion de la barra
aplicamos: Y F, =ma,

SMg — Mg — Mg =2Ma = a :%g
Sldg
al
£
dy_*_n%-ﬁl

Il
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Tomemos un elemento diferencial de la barra

dy

Aplicando la segunda ley de Newton al elemento
de longitud x:

y y
R,—R.—|MZ|e=|ML|a
27 ( ng( LJ
R, —R,=M=(

2 3= Lg+a)

3 5Mg
+ogl="2 1)
g ZgJ T

Aplicando la segunda ley de Newton a la masa
puntual:

R, — Mg = Ma

y
RZ—R3:ML(

3
=M—-—g=
2g

R3=Mg+Mgg:gMg 2

Reemplazando (2) en (1):
_ 9Mg _°SMg
277 T Y
5 y
= R,=—Mg|1+=
275 g( Lj

Primer método.
Comenzando con la deformacidn del elemento
diferencial y luego integrar para toda la longitud.

a | d —Lu—%-ﬁl

T ¥ T

El elemento diferencial se deforma d(AL)
debido a la reaccion R,, (R1 - Rz) le dala

., 3
aceleracion a = Eg , luego:

y
Mg(1+jdy
d(AL)z R,dy _2 L

YA YA
2YA L
Integrando:

2
5MgJ‘ 5Mg I +L_
2YA 2YA 2L

_15MgL
4YA

Aqui no se considera el efecto del peso propio
por separado, porque en el célculo de R, ya esta
considerado.

Segundo método.

Comenzando con la deformacién la los efectos
de las fuerzas en los extremos de la barra.
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Pne
a

¥ R
Deformacién de la barra por 5Mg:
15MgL 5MgL
T2 Y4 2YA
Deformacién de la barra por R
_ 15MgL 5MgL
272 2v4  4v4

Deformacion total: AL = AL, + AL,

_ SMgL N oMgL
2YA 4YA
_ 15MgL
4vd4
Nota: En R; ya estd considerado el peso de la

masa puntual A colocada en el extremo inferior
de la barra.

Ejemplo 23. Un cubo como se muestra en la
figura de peso “W” arista “L” modulo de Young
“Y” es arrastrado sobre un plano liso, con una
fuerza F=2W.

a) Hallar la deformacién longitudinal unitaria
cuando el plano es horizontal.

b) Hallar la deformacion de la dimension
paralela al plano, cuando el blogue sube sobre el
plano que esta inclinado 37°.

[l
T
1 ——
L

F=2F

’

Solucion.

a)

AL 1 2W W

L 2Y[? YI?

b)

Resuelto por integracion.
Calculo de la aceleracion.

ZF:ma:

2W —Wsen37°= Ka = 2W -0,6W =

w
—a
g g

= a=14g

15
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\f’”%rf—;;\ W

Wreen 372

El diagrama del cuerpo libre

Lw

o O ,,O/
-
2
WxsenE?D‘gl

Calculo de Ry:
w
R, —w sen370=" Y g =
L gL
Ry =w OO WX g o™
gL L
El elemento diferencial se deforma dAL :
R, d 2
dAL = YZLZX —VZxdx

Para hallar AL integramos desde x = 0 hasta x =
L.

yAi4 w
AL=J.dAL— 3 xdx——
YL YL
La deformacion es:
N
YL

Resuelto directamente usando resultados
conocidos.
Estiramiento debido a la aceleracion:

2. (20 - 0,6F)

Calculo de la aceleracion.

ZF =ma =
2W —Wsen37°= Ka = 2W -0,6W = Ka
g g
= a=14g
1w -06w)L 07w
“2 YI? YL

Estiramiento debido al peso:
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Haen 377

_ E 0,6WL _ 0,3
P2 YI? YL
Estiramiento total:

07 03 _ W
YL YL YL

Ejemplo 24. Deformacion debido a la rotacion
Una barra de longitud ¢, &rea 4, densidad o vy
modulo de Young Y gira con velocidad angular
w constante sobre una mesa horizontal sin
friccion y pivotado en uno de sus extremos.
Determinar el alargamiento producido. ¢Cudl

sera el esfuerzo méximo?
G

N

b

r

Solucion.
El elemento diferencial se alarga d(M), debido

a la fuerza centripeta producida por la masa
restante hacia el extremo opuesto al pivote.

&J“:/-A

Parte 1: Calculo de la fuerza total sobre una
seccidn transversal a la distancia » del pivote.

16
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Debido a la aceleracién centripeta el elemento
diferencial dm = pAdr' una fuerza dF :

dF = (dm)a, = (dm)o’r"

dm = pAdr'

dF = (pAdr')w®r'= pAeo’r' dr'
Para encontrar F integramos de » a /:
F= J.f pAo’r'dr'= pAa)zf rdr

F =;pAa)2(€2 —r?)

Parte 2: Calculo del alargamiento

El alargamiento del elemento dr es:
Fd.

d(ar)="2
YA

Y el alargamiento total seré:

i L

2 3 293
Ar=PO Ly L pot
2Y 3° 3 Y

Al =

Ejemplo 25. Una varilla ABC, de seccion
transversal circular 4, longitud 2¢ gira en torno a
un eje que pasa por el punto medio O, con
velocidad angular constante w. EI material de la
barra tiene densidad constantep.

a) Deduzca una férmula para determinar el
esfuerzo de tension en la barra, en funcion de la
distancia r al punto medio.

b) ¢Cuadl es el esfuerzo méaximo de tension?

c) Calcule el alargamiento total de la barra.

Solucion.
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Una barra de longitud 7, area A4, densidad p vy

modulo de Young Y gira con velocidad angular
w constante sobre una mesa horizontal sin
friccion y pivotado en uno de sus extremos.
Determinar el alargamiento producido. ¢Cudl

serd el esfuerzo méximo?
iy

™4
o5

Solucion.
El elemento diferencial se alarga d(M), debido

a la fuerza centripeta producida por la masa
restante hacia el extremo opuesto al pivote.

C?JRE//A

a) Calculo de la fuerza total sobre una seccion
transversal a la distancia » del pivote.

17
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Debido a la aceleracidn centripeta el elemento
diferencial dm = pAdr' una fuerza dF :

dF = (dm)a, = (dm)o’r"

dm = pAdr'

dF = (pAdr')w®r'= pAo’r' dr'
Para encontrar F' integramos de » a /:
F= J‘f pAo’r'dr'= pAwZI: rdr

F =;pAa)2(€2 —r?)

b) El esfuerzo méximo de tensién es cuando r =
0.

F= ;pAwZEZ

¢) Calculo del alargamiento

El alargamiento del elemento dr es:
Fd.

d(ar)="2
YA

Y el alargamiento total seré:

tFdr  pAe® ¢'(,
b el I L
E7RR7 Joe2=rar
2 3 2,3
ar=P(p Dy 2 Pt

Y 3773 v

Al =2

Ejemplo 26. Una barra de hierro de 100 mm? de
seccién y 50 cm de longitud gira alrededor de
uno de sus extremos con una velocidad angular
uniforme de  radianes por segundo. Se pide
cual debe ser esta velocidad para que la barra se
rompa por la traccion que origina la fuerza
centrifuga, sabiendo que el material de que esta
hecha se rompe por traccién cuando se le carga
con 30 kg por mm?.

Solucién.

Se rompera cuando

F.=(30x9,8) x100 = 29400 N.

Llamando dm a un elemento de masa situado a la
distancia x del eje de giro, sera:

dF. =dma’x = pdVo’x = pw’Axdx
Integrando:

0,5 1
F = J.O P’ Axdx = 2 P’ Ax?

= %(7800)@2 (100x107)0,5?)

Luego:

%(7800)@2(100 x10°)0,5?) = 29400
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Por tanto:
., 2x29400

O =—
1950x10°*
301538 =549 rad/s.

=301538 =
w =

Ejemplo 27. Determinar el maximo valor
admisible de la velocidad lineal de rotacién de un
anillo fino de plomo, si la resistencia del plomo
tiene el limite de rotura P =2000 N/cm? y la
densidad p = 11,3 g/cm.

Solucion.

Durante la rotacion del anillo, en éste surge una
tension 7 = mv*2nr .Para el anillo fino m
=2mSp, donde S es la seccion transversal del
anillo. Por lo tanto, 7/S = p%.

De alli el valor de la velocidad maxima es

v=\/Ez 41 m/s.
Yol

Ejemplo 28. Una barra homogénea de cobre de 1
m de longitud gira uniformemente alrededor de
un eje vertical que pasa por uno de sus extremos.
¢A qué velocidad de rotacién se rompera la
barra?

Densidad del cobre p = SGOOQ, Esfuerzo de
m

rotura del cobre S, = 2,45 x108%

Solucion.
La fuerza centrifuga que actta sobre la barra en
este caso es

F = J: roddm

Donde / es la longitud de]a barra, @ es la
velocidad angular de la rotacion; r, la distancia
gue hay desde el elemento de masa dm hasta el
eje de rotacion. Para una barra homogénea
dm = pAdr, siendo p la densidad de la
sustancia que forma la barra y 4, su seccién.
Integrando, obtenemos

Fe pAw*l?
2

De donde el namero limite de revoluciones por
segundo sera

292 2S

r
l

| 2 Yo,
reemplazando valores;

8
e |2 2,45.102 _ g rad
(8600)(1) s
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0 @ =38rev/s
27

Deformaciones no uniformes por area

variable.

Ejemplo 29. Calcular cuanto se comprime el
bloque mostrado en la figura, cuando se le aplica
una fuerza P. Médulo de elasticidad Y.

ﬂ A

F

I
L—EQIP_J . LJ;D_'
Solucion.

Tomemaos un elemento diferencial dy tal como se
muestra en la figura.

1

.T.

F
4+
—T—}g

dy
]
2a
Segun muestra el diagrama del cuerpo libre del
elemento diferencial, es comprimido por la
fuerza P.
Este elemento disminuye su longitud d(A#),

siendo Ak la disminucion de longitud de h debido
a la fuerza P.

d(Ah) = ’;ﬁv
F
1
Y arl2
L =
P k + *

LA 1

fr 1 BTk
pody Fdy
P —d

Usando las figuras anteriores

A=ala+2x) y x= Zihy reemplazando
obtenemos;

a(any =PV

Phdy

0 d(Ah)zm

a
Yala + —
( hy)
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Luego, como
Phdy

h h
Ah=|d(Ah) =

! { Ya® (h+y)
Integrando

Ph Ph
Ah=—"In(h+y)s =—1In2
Ya2 ( y)O Yaz

El bloque se comprime Ak =0, 692P—h

Cl

Ejemplo 30. Una piramide truncada de bases
cuadradas de lados "a” y “2a” respectivamente
de altura 2 y modulo elastico Y se somete en la
direccion axial a una fuerza de compresion P,
Determine la deformacion que sufre la altura por
accion de la fuerza P.

Solucién.

L

Tomemaos un elemento diferencial dy tal como se
muestra en la figura.

N

Segun muestra el diagrama del cuerpo libre del
elemento diferencial, es comprimido por la
fuerza P.

Este elemento disminuye su longitud d(A#),
siendo A% la disminucién de longitud de / debido
a la fuerza P.

dany="Y
YA
F
T
Y il
L =
P —+ F +
4P i

2 e
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Usando las figuras anteriores

A=(a+2x)*y x= Zihy reemplazando

obtenemos;
2
d(Ah) = %
Ya®(h+y)

Luego, como

p © Ph’dy
= atan = PO

0 o Ya“(h+y)
Integrando
A = th

2Ya
El bloque se comprime Ah = %P—h

Ya

Ejemplo 31. Determine la deformacion debido a
la fuerza F, sin considerar el peso. El sélido
mostrado de modulo elastico Y tiene altura H'y
bases circulares de radios Ry 2R

En los tridngulos ABC y ADE:

y_x R R
=—Xx,dy= dx

R H VT Tut?T

La deformacion del disco radio (R + x) y

espesor dy:

AR+ x)
P
F
Fdy FR  dx
d(AH )= =
(&) Yr(R+x)* #YH (R+x)
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FR

nYH

Integrando desde x =0 ax = R:

FR »)
AH = [AH =" (R +x) *dx

nYH
x=R
_ FR | (R+x)"

RY| -1 |
Ao Ry 1 F
7YH| 2R R| 2nYH

(R+x)*dx

Deformaciones no uniformes por peso propio
y area variable.

Ejemplo 32. Determine la deformacion que
sufre la altura de la Gran pirdmide de Keops en
Egipto debido a su propio peso, sabiendo que
posee una altura de 147 m, su base es cuadrada
de lado 230 m y que fue construida con blogques
de piedra caliza y granito con médulo de Young
=35 x 10° N/m® y densidad = 2400 kg / m°.
Solucion.

iy 2a E
Tomemaos un elemento diferencial dy, tal como
de indica en la figura

Este elemento sufre una acortamiento d(Ah),
debido al peso de la porcidn de pirdmide que
soporta (de altura y, radio base de lado 2x).
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ot

¥y

Loy

yl
/IR
.

El peso que soporta es: Peso = pg(%4x2y) el

area de su base es: 4, = 4x°

4x%yd

Integrando desde y =0 hasta y = 4
h

h 2 l h2
Ahzjg—gydyzﬁy— _—pren
Jay " Tay 2| 2 3y

Como el Peso total es peAh

, obtenemos:

5o 1 (Peso total)h
2 Y(Area base)

Ejemplo 33. Encontrar cuanto se comprime el
cono de altura /2 y base de area A debido a su
propio peso.

El cono esta hecho de un material de densidad p
y médulo de elasticidad Y.

Solucién.
Tomemaos un elemento diferencial dy, tal como
de indica en la figura

Este elemento sufre una acortamiento d(Ah),
debido al peso de la porcién de cono que soporta
(de altura y, radio de la base r).
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—T

¥

— i
- dy

—R—
El peso que soporta es: peso = pg(;nrzy) el

area de su base es: 4 = -’
2
dmmz%ﬂy@_%

Integrando desde y =0 hasta y = 4

h
Ahsz_gyd _pg Y| _1psh®
)3y 3y 2|, 2 3

Como el Peso total es pgAh/3, obtenemos:
e 1 (Peso total)/

2y (Area base)

Ejemplo 34. En la figura se muestra un tronco
recto de piramide regular de base cuadrada.
Determinar cuanto se comprime el sélido
homogéneo debido a su peso propio.

Datos: Densidad = p, gravedad = g, médulo de
Young=Y

Lado de la base menor = 2¢4; lado de la base
mayor = 4a

Altura del tronco de piramide regular = H

Solucioén.

Para determinar cuanto se comprime el sélido
tomamaos un elemento diferencial dy y vemos
cuanto se comprime por efecto del peso de la
parte tronco de pirdmide que estéa sobre él (la
parte de altura y en el dibujo).
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Célculo del peso de la de la parte tronco de
pirdmide que esté sobre el elemento diferencial.
Para esto tomamos un elemento diferencial de
altura dy’ y lo integramos desde x = 0 hasta x =
x.
20—
I
2da /}, e 777?“
I v,

i V
i Y
|/

LI..:z( a +.\“)_J‘

2(a+x)

El peso del elemento diferencial es:
dP = pgdV = pg4(a + x')2 dy'

Del dibujo siguiente:
a

[T

[

a X

Obtenemos:
y'= Yy y dy'= Y v
X X
dP = 4ng(a +x') dx’
X

Integrando desde x = 0 hasta x = x’:

P=de= 4pgi:‘[:‘(a+x')2dx'

N3 |[*
4,0g1 (a + x)
x 3 .
S
El elemento diferencial se comprime:

d(AH)zl;cj/ A= (2a+2x) = 4(a+x)

Peso I A
o =1

=

% ¥

Peso]
Reemplazando:

alar)= 2 kjﬁx‘)ﬁ 'Ly
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Del dibujo siguiente:

/ a X

/ \ H
.l'lf. ‘I\I'-‘
.f"f. I.‘\
Obtenemos:
yzﬁx, dyzﬁdx:
a a
H? 0+ xP =2
d(AH):% : [(a x) a ]dx
a’  (a+x)
2
= g);ngz a+x—a3(a+x)_2]dx
a
Integrando desde x = 0 hasta x = a:
AH = [d(AH)
2
= 'ginj.:[ava—as(awLx)z]dx
a
2 2 3 “
=B e
3Y a 2 (a+x) .
2 2 2
—pgz(az a+—a2j
3Y a 2
_ LlpeH’
3 Y

Ejemplo 35. Determine la deformacién que
sufre la altura debido al peso propio

El s6lido mostrado tiene peso F, modulo eléstico
Y, altura H'y bases circulares de radios Ry 2R

Solucién.

Para determinar la deformacion que sufre la
altura debido al peso propio, primeramente
tenemos que calcular cuanto se comprime un
volumen de espesor diferencial dy debido al
peso de la parte del tronco de cono que esta
sobre €l (la parte de altura y en el dibujo), en
segundo lugar calcular la deformacion del
elemento diferencial, finalmente procede a
integrar esta deformacion para todo el tronco de
cono.
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A

(/PRI
FETN

D /e—nE
Ea
— c
R

1 - Calculo del peso P de la de la parte tronco de
cono que esta sobre el elemento diferencial.
Para esto tomamos un elemento diferencial de
altura dy’ y lo integramos desde x = 0 hasta x =

S —

[k

/ +(-hr’

w—2( Rt A" )—
2( R+x)

El peso del elemento diferencial es:

dP = pgdV = pgir(R + x')2 dy'
Del dibujo siguiente:

=t

. lotse]
/ R Irl L

Obtenemos:

y'= Yy y dy'= Y v
X X

dP = pgr 4 (R+x'Y dx'
X
Integrando desde x = 0 hasta x = x’:

P= J.dP = pg;zi:J-:(R +x') dx’

N3 |*
_ pgﬁX(R—l—x)
X 3 .
= pi_:y [(R+X)3—R3]

2 — Deformacion del elemento diferencial debido
al peso que soporta.

d(AH):I;iy, A=r(R+x)
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= ;ﬂRszg(8—1)= ;ﬁRszg
Luego
F 1 pgH?
Peso AH = 7 § Y
—7R?*Hpg

Reemplazando Py 4. 3 Fir

R+x) -R? -
d(AH) =272 (&) ]d TAR%Y

3Yx 7Z'(R + x)2

3 — Para calcular la deformacion total del tronco  Ejemplo 36. Un hemisferio (mitad de una esfera
de cono debemos de realizar la integracion para slida) de densidad p , radio R y modulo de

todo el_ §0|('f.|?’ para elsto :cenem,os(?ue ponelr la Young Y esta sobre el piso descansando sobre su
exp_re;llon Ierencia enfunc_lpnd € una sola base circular determine cuanto se deforma por
\Igarlg_be_en este casg en funcion de x. accion de su propio peso.

e dibujo siguiente: Sugerencia: Calcule la deformacién de una
I porcion diferencial del hemisferio formada por
) un disco delgado paralelo al piso.

R ¥ H
|
R R \
Obtenemos: Solucioén.
H H Vamos a considerar un elemento diferencial de
Y=rr dyzgdx: dread = v’ altura dy
Luego: Donde r* = (R — y?)
[ ] El elemento diferencial soporta el peso P de la
pg H? (R + x)3 —R3 parte de hemisferio que esté sobre él.
d(AH) = 3y R2 (R + x)2 dx De tal manera que se deforma:
P \d
R4
H*? ) d(AR) =
:'30§RZR+X—R3(R+X)2}ZX ( ) YA
Integrando desde x = 0 hasta x = R: | 4
| Ly
AH = [d(AH) — =
|
_pg H® (x 3 -2 / | R \y
_EFJ‘O [R+X—R (R+.X) bx / J,
g H? ees 2 N R3 R Calculo de £,
3Y R? 2 (a+x) . i @y
T
2 2 2 |
:&Hi R2+R7+R7_R2 / i r
3Y R? 2 2 Hf i R \\
3 1 pg[—[2 L ]I
"3 v Peso del elemento diferencial
El peso del tronco de cono es: dP,, = p;zg(R2 —y? )dy'
F = :137;(213)2 (2H )pg - ;”(R)Z (H)pg El peso R, de la porcion de hemisferio es:
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R
Py =pmg| (R = y*)dy'=

3 3
pgﬂ(ZR “Ry+2 J

3 3
Ahora la deformacion total Integrando
P \d
d(AR) ="
YA
3 3
gﬁz—R R2y+2 dy
d(AR) 3 3
Y7Z(R2 yz)
R 3 3
0 3 3 J(R"=y7)
R(RS 2R2y)+[—R2y+ly3j
_ pgt\3 3 3
7.'. 2 2 d
Yy (R _y)
2
(R y)-2(R7 - y?)
Yo o (R-yJR+y)
R 2
2R
V| (R+y)
2 R
g 2 Y
= —=|2R°In(R+y)——
31{ (R+) L
2 2
- PeR (2|n2-1] _ 0.30pgR”
2 Y
La altura del hemisferio disminuye

2
R 0,30§gR

Debido al peso propio

DEFORMACION LATERAL MODULO DE
POISSON

Adicionalmente, cuando estiramos un bloque en
una direccion éste se contrae en las dimensiones
perpendiculares al estiramiento, la contraccion de
las caras laterales es en la misma proporcion para
el ancho (a) y el alto (%). Por ejemplo, la
contraccién Aaen el ancho es proporcional al

LA .
ancho a y también a VE lo que resumimos en la

siguiente expresion:
Aa Ah Al
_— e — —m - O— R
a h V4
Donde o es otra constante del material conocida

como el moédulo de Poisson.
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F
N
A
E—L e ({?”W%%
> T . A .
4

Como valores aproximados
materiales se puede tomar:

0,28 para hierro y acero, 0,5 para caucho y 0,25
para vidrio.

Las dos constantes Y y o especifican
completamente las propiedades de un material
homogéneo isotropico.

para algunos

Médulo de
Nombre Poisson o
Sin dimensiones
Aluminio 0,34
Acero 0,28
Cobre 0,35
Oro 0,41
Hierro, fundido |0,28
Plomo 0,33
Nickel 0,30
Platino 0,38
Plata 0,37
Laton 0,33

Ejemplo 37. El paralelepipedo de la figura esta

hecho de un material con médulo de Young Y, y

constante poisson o. ¢ Cuél es el valor de AVI1?
F

o
I

L

|

bj’

|F
Solucién.
Debido a la compresidn ocasionada por la fuerza

AL Aa Ab AL
—=——YyCcomo —=—=—-0—
L a b L
Obtenemos: % = A—b = a£
a b YA
AV AL Aa Ab
Como —=—+—+—
|4 L a b

Reemplazando
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Aar__r

+o—+0—
V YA YA YA
Finalmente:

A o0
v v

Ejemplo 38. Al cubo de la figura de lado 50cm
se le aplica dos pares de fuerzas F,=100 N y
F,=50 N obteniendo como resultado que la
longitud en el eje x aumentaen 0,01% vy la
longitud en el eje y disminuye en 0,006%.
a) Determine si el esfuerzo en x,y es de traccion
0 compresion.
b) Determine el médulo de Young vy la constante
de Poisson.

e

a T
|
T

1

o

|

|

|
//I______

-

Solucion.
a) Los esfuerzos son:

100
S =
© (05)
50

, = T N\2
" (05)
Las deformaciones unitarias son:

Aa, 001y 10,
a 100

Aa, 0,006

Y = —_—

a 100
Haciendo un andlisis de los cambios de
longitudes:
El esfuerzo en x es mayor y la longitud en x
aumenta mientras que en y disminuye, siendo el
esfuerzo en y menor, se puede concluir que el
esfuerzo en x es de traccion y el esfuerzo en y es
de compresion.

400 N/m?,

200 N/m?

= 6x107°

b) El paralelepipedo esta sujeto a esfuerzo por
cuatro caras, como se muestra en la figura
siguiente:

s IR AR

P gl

Sea S el esfuerzo sobre cada una de las caras
laterales.
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La deformacion del lado horizontal a_ es:

Aa _ 400 i 200 _1x10° 1)
a Y Y

La deformacion del lado horizontal a, es:

A
a, 200 - 400 _06x10¢ (2
a Y
Restando (1) + (2)/2, obtenemos:
490 _19_ 47510 = 320 _p7x10+
Y Y Y
Y= &4 = 4,28 x 10° N/m’
0,7x10
Reemplazando el valor de Yen (1):
400 +o 200 -=1x10" =
4,28x10 4,28x10
4+20=4,28
= 0=014

Ejemplo 39. a) Calcule la deformacion
volumétrica durante la extension elastica de una
barra cilindrica sometida a traccion axial. El
material es isétropo y la deformacién se supone
pequefia.

b) ¢Para qué valor del médulo de Poisson, el
alargamiento ocurre sin cambio de volumen?

c¢) El médulo de Poisson de la mayoria de
metales es aproximadamente 0,3. El del corcho,
aproximadamente 0,0 y el del caucho cercano a
0,5. ¢ Cudles son las deformaciones volumétricas
de esos materiales al someterlos a una
compresién elastica £ < 0?

Solucién.

a) Para la altura %h = % para el didmetro

El cambio de volumen es A—V = A—h + &
V h D

5—20-E = §(1—20), por lo tanto
Y Y Y

2
S E(]__ za)ﬂh
Y Y 4
b) AV esigual a cero cuando (1-20)=0 =
c=05
¢) Para la mayoria de metales con un valor de o
aproximado a 0,3:

AV S S
= _2N1-2(03)] =042
S h2(08] = 0.4°

AV ==(1-20) =
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Para el corcho, con un valor de o aproximado a
0,0:
AV _ 5[1_ 2(0,0)] = s
VoY Y
Para el caucho, con un valor de o aproximado a
0,5:
AV S
—=—]1-2(0,5)[ =0,0
-2 h-205]

Ejemplo 40. El s6lido de la figura esta sometido
a los esfuerzos de compresién y traccion
mostrados en las direcciones x y z,
respectivamente. Determine cual sera el esfuerzo
(S”) en la direccidn y, tal que la deformacion
unitaria en esa direccion sea nula.

Datos: S = esfuerzo, Y = modulo de Young, o=
maodulo de Poisson.

s
s ,/
Ll RN b -—
I
15 SRR LIy
Solucion.
ha Ab A
a h c
Por—85en -85 el fariiis
el gje x ¥ Fa ¥
por- 37 en e -5 o’
el gjey ¥ ¥ ¥
Por-55en a5 e iliy a5
el gez A r T
Deformacidn 1 i
. ?[35.5“- 5

Para que la deformacion unitaria en la direccion
y sea nula, se debe cumplir:

;(305—3')=0 = 305-5'=0 =
S'=30S

Ejemplo 41. Se tiene el paralelepipedo mostrado
en la figura que encaja perfectamente en una caja
rigida. Luego de encajo el paralelepipedo se
coloca un peso P sobre éste, tal que lo aplasta
uniformemente, la caja impide las expansiones
laterales.

a) ¢Cual es el esfuerzo sobre las paredes
laterales?

b) ¢Cual es el cambio en la altura AH =H — H'
del paralelepipedo?
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4]

el
H
J

s

Solucion.

oy

El paralelepipedo esta sujeto a esfuerzo por sus
seis caras, como se muestra en la figura

siguiente:
/:]_ s
! a
]
b )
- | -
i l H
o //J——————
/ // ‘

S

Sea S el esfuerzo sobre la cara superior e inferior
y S’ el esfuerzo sobre cada una de las caras

laterales.

La deformacién del lado « es:

%=—£+O'£+O'§ (1)
a Y Y Y

La deformacién del lado H es:

AH S S

H Y Y

=2 4202 @)

a) Como la longitud @ no cambia, Aa =0.

De la ecuacion (1):

—i+a£+o§:0 = §'=
Y Y Y
SiendoS=£2
a

:S':O-—PZ

1-0)a
b) De la ecuacion (2):
AH S S
—=——+20— =
H Y Y
AH S 25° S
_—— - —
H Y (Q-o)Y
AH S 20°
- - —_— | =
H Y| (-0)

2
a=-L 1~ 29" g
Ya 1-0o)

(1-0)
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Ejemplo 42. Hallar el valor del médulo de
Poisson para el cual el volumen de un alambre
no varia al alargarse.

Solucion.

% = GATf , de aqui el mdédulo de Poisson
Ar

o= ALK siendo r el radio del alambrey 7 su
v

longitud. EI volumen de dicho alambre antes de
estirarloes V, = 7r*¢ 'y su volumen después de

estirado es V, = 7r(r - Ar)2 (€ + M)

Si el volumen no vari6 con el alargamiento,
tendremos que 77-2¢ = z(r — Ar)’ (¢ + AL). Y
abriendo los paréntesis y despreciando las
magnitudes Ar y A/ al cuadrado, hallamos que
il =2mArl =

5 :;: 0,5, luego o =0,5.

Ar
14
Al
!
Ejemplo 43. Hallar la variacién relativa de la
densidad de una barra de cobre cilindrica al ser
comprimida por una presion p = 9810 Pa. Para
el cobre tdmese un médulo de Poisson o = 0,34.

Solucién.
La densidad de la barra antes de ser comprimida

es p, =~ dondeV, = z*(. Ladensidad de la
4

barra después de comprimida sera p, = Vﬂ :
2

siendo ¥, = z(r + Ar)2 (¢—AL). Por
consiguiente la variacion de la densidad sera
Ap=p,=p, = m(l—lj = A

v, " Vh
Como .la compresion no es muy grande,
aproximadamente se puede tomar V,V, = V,°
mAV

2
1

Entonces la variacion elativa de la densidad
Ap AV L

—— = ——. Hallemos pues la variacion de
P1 4

volumen AV =m0 —z(r + Ar) (¢ - AL).

Abriendo los paréntesis y despreciando los

cuadrados de las magnitudes Ar y A/,

Se puede considerar que Ap =
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obtenemos que AV = V{%J(l— 20), .donde

o es el modulo de Poisson. Por lo tanto

Ap _AV_ A—g(l— 20). Pero como por la ley
P

Py

de Hooke % = —=, tendremos que en

definitiva 22 = Pr(1_2¢).
Y

N
En nuestro caso p, =9,81x10°—;,
m

N .
Y =118x10"—; y o =0,34. Poniendo estos
m

datos obtenemos que A—'O = M =0,027 %..

N

Ejemplo 44. El s6lido de la figura (lados a, b y
c) estd sometido a los esfuerzos de compresion y
tensiéon mostrados.

Determine la deformacién volumétrica unitaria,
AV IV .

Datos:

S = esfuerzo, Y = modulo de Young, o =
médulo de Poisson.

s

38

o

T ¥ 38
| e
ib -
68
— - | :
I I8

38 N [ O
e

38

Solucion.
Deformacién de cada uno de los lados:

Deformacion de a
Por 35 en Aa 35
1 5 - _—=
el eje x p =
Por -65en Aa Ab 65
e —_———_—F—=0
sheed a b ¥
Por -3Sen Aa Ac 35
leiey — = g— =0 —
el eje ) P - 7
Def: on | [ Aa ) 38,
= (:E::{cmn — ltotal = —=(1+30)
a ) ¥
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Deformacion de b AL = E
Por 35 en Ab  _Aa 38 YA
E‘].EJ'E‘I ?—_O—?—_O—? F:9,8X103N
A=0,60x0,002=12x 10" m?
Por -65en Ab 65 L=120m
el ejey it Y'=120 x 10° N/ m?
. (9,8x10%)1,20)
Por —.35 en Ab B Aec 35§ AL = ! ! =8,17 x10%m
el ejey ?— _GT = ‘7? (120)(109 x12><1074)
Deformacién | { Ab ) 6S Deformacion longitudinal AL = 8,17 x10°® m.
— ltotal = —— b
total ‘ B | v )
10 Toneladas
Deformacion de ¢
Por 35 en Ac _ _Aa _ 3§
el eje x - P v .
Por-65en | Ac Ab 65 —t
e —=——=0—
ol cje c b Y F O.ETcm
Por -35en Ac 38
clejey D 10 Toneladas = 10* kg
— 104
Deformacién | ( Ac) 38 F=10"x9,8 N 2
wal | | foral =—(-1+0) 4=1,20%0,60=0,72 m
L C L=02x10%m
AV _(Aa) . AbttH Ac) Y=120x 10° N/ m?
v U ST ST S (0.8x10*)0,2x10?)
- 9
= 35 (45)-85 = 85 55 _9) (120 X1g fo.72)
Y Y Y =-0,02x10" m
c)
Ejemplo 45. Se tiene una lamina de cobre de P
dimensiones 120x60x0,2 cm. b=coem
el e S L

(10 cim / f
L =02cm
a4 =120 cm-
0.2 7 cm , La variacién relativa de volumen es
120 C‘“A AV AL Aa Ab

a) ¢Cudl serd su deformacién longitudinal =~~~ +_a +_b
cuando se somete a una traccién uniforme de

Siendo
9,8x10° N en la direccion de la arista mayor?
s . g Aa AL  Ab AL
b) ¢Cuél sera su deformacion del ancho cuando —=-c—y —=-0c—
sobre la lamina descansa un peso de 10 @ L~ b L

toneladas uniformemente distribuido sobre ella? Se obtiene
c) En el caso b) dar la variacion relativa del ~ AV AL(l 20)

volumen.
El médulo de Young para el cobre es 120x10° Pa  con
y el mddulo de Poisson es 0,352.
Solucién. AL (98x10) ~011x10°°
L (120x10°)0,72)
a) — 4,01x107, y o0=0,352
Obtenemos

AV (L011x10° Y1 -2x0,352)

=3,3x10”’
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DEFORMACION POR CIZALLADURA O
CORTE. MODULO DE CIZALLADURA O
RIGIDEZ.

Deformacion por cizalladura

Ya hemos estudiado el médulo de elasticidad Y
de un material, es decir, la respuesta del material
cuando sobre €l acttia una fuerza que cambia su
volumen (aumentando su longitud). Ahora,
examinaremos la deformacion por cizalladura en
el que no hay cambio de volumen pero si de
forma.

Definimos el esfuerzo como F/A la razén entre la
fuerza tangencial al &rea 4 de la cara sobre la que
se aplica. La deformacion por cizalla, se define
como la razén Ax/h, donde Ax es la distancia
horizontal que se desplaza la cara sobre la que se
aplica la fuerza y 4 la altura del cuerpo, tal como
vemos en la figura.

T it
fijamenie

Cuando la fuerza F’ que actla sobre el cuerpo es
paralela a una de las caras mientras que la otra cara
permanece fija, se presenta otro tipo de
deformacién denominada de cizalladura en el que
no hay cambio de volumen pero si de forma. Si
originalmente el cuerpo tiene forma rectangular,
bajo un esfuerzo cortante la seccion transversal se
convierte en un paralelogramo.

El médulo de cizalladura o de rigidez G es una
propiedad mecénica de cada material

Siendo pequefios los angulos de desplazamiento
podemos escribir

Deformacion = % =tang ~ ¢

esfuerzo % S,

- deformacion - % - @

La ley de Hooke para la deformacion por
cizalladura se puede escribirla de modo siguiente:
S, =G¢

El modulo de cizalladura G es caracteristico de
cada material

Médulo de
rigidez G
10" N/m?

Nombre
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Aluminio 2,5
Cobre 4,3
Oro 3,5
Hierro, 3,2
fundido

Plomo 0,6
Nickel 7,4
Acero 7,5
Latén 1,7

Ejemplo 46. Un cubo de gelatina de 30
cm de arista tiene una cara sujeta mientras
gue a la cara opuesta se le aplica una
fuerza tangencial de 1 N. La superficie a la
que se aplica la fuerza se desplaza 1 cm.

a) ¢Cudl es el esfuerzo de corte?

b) ¢Cual es la deformacion de corte?

c) ¢Cual es el médulo de corte?

Solucién.

a)St—E: 1 5 —11,11ﬁ2
4 (0,30)

b) 5:&:i:0,033
h 0

c) G= i = 1111 =333,33
) ,033

Ejemplo 47. Un cubo de acero de 5 cm de
arista se halla sometido a 4 fuerzas
cortantes, de 1200 kg, cada una, aplicadas
en sentidos opuestos sobre caras opuestas.
Calcule la deformacién por cizalladura.

-—

Solucion.
—_ 9 2
G Aceroal carbono = 8 X10” N/m

_ esfuerzo % _ S
- d e 5 -
eformacion 4 1/
F_(1200(9.8))
4 (005)
Consideremos solamente las fuerzas
horizontales, estas producen una

deformacion ¢, como se muestra en la
figura

= 4,704 x10° N/m?

6
g=S0 - HODA0T g 100
G 8x10
radianes
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o7

_

La cara que se muestra queda como un
rombo con angulos (% - ¢j y [% + ¢j

Consideremos ahora solamente las fuerzas
verticales, estas producen una deformacion
también ¢, como se muestra en la figura

S, 4,704x10°

=2 = 0,588 x10°
é G 8x10°
radianes
e
: i

"""""""""""

El cubo se deforma en el plano del papel y
toma la forma de un rombo con angulos

i

Ejemplo 48. Una estatua se encuentra soldada a
un pedestal de laton, que se muestra en la figura.
Al producirse un movimiento sismico se observa
un desplazamiento lateral de la cara superior del
pedestal de 0,25mm.

Calcular:

a) El esfuerzo de corte.

b) La magnitud de la fuerza producida por el
movimiento sismico.

El pedestal de laton tiene una altura de 1my una
seccion cuadrada de 0,5m de lado.

El médulo de Young del latén es 3,5x10% Pa
Médulo de rigidez G del latén es 1,7 x10%°
N/m?

Pedestal —
]

Solucién.
Desplazamiento lateral de la cara superior del
pedestal de 0,25mm.
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3N
J ....... . << H
— T e et
a) El esfuerzo de corte.
-3
:g: 0,25x10 ~0.25%x10
h 1,00
G _5 =
o

S, =G& = (1,7 x10")(0,25 x10%)

= 0,425 x 10" N/m?
b) La magnitud de la fuerza producida por el
movimiento sismico.

St:£:>
Y|

F =S4 =(0,425x 10")(0,5%)
=2,65x10°N

Ejemplo 49. Se tienen 8 bloques iguales de 2 kg
cada uno, de dimensiones 10cm x 10 cm X 25 cm
cada uno. Se colocan los bloques uno sobre otro,
apoyados sobre la base de 10 cm x 25 cm,
observandose que el conjunto tiene una altura
total de 79 cm.

10 cm

e e e e | o

P
s 10 cm
25 cm

a) Determine el médulo de Young del bloque.

b) Calcule el acortamiento del blogue inferior,
debido al peso de los 7 bloques que tiene encima.
¢) A uno de los blogues se lo somete a una fuerza
tangencial de 50N, sin que su base inferior se
despegue del piso, observandose que su extremo
superior se desplaza 8 mm. Determine su modulo
de cizalladura.

Solucion.
a)
Bloque 1
Bloque 2
Bloque 3
Bloque 4
Blogue 5
Bloque 6
Bloque 7
Bloque 8
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Acortamiento del bloque 2

ar, = "8
YA
Acortamiento del bloque 3
v, =2M8"
YA

Acortamiento del bloque 7

A, =68
YA
Acortamiento del bloque 8
Aty =7"8"
YA
Acortamiento total de la columna
8
A=Y Ar, =278t
iz Y4

Si 27 equivale a80-79 = 1 cm,
. , 1
Para el bloque 2, 1 equivaldra a >7 =0,037 cm.

El médulo de Young del bloque
mg 2x9.8
y - FlA _ A _01x025
ALIL AL 0,037
L 1

~ 2118919 %
m

b) Para el bloque 8, 7 equivaldra a 277 x1 =0,26

cm.
El bloque inferior se reduce en 2,6 mm

_Fl4_50/01x0,25 _ 25000
AxIL  8/100 m

)G

Ejemplo 50. A los bloques cubicos de lado L =
25 cm, se les aplican fuerzas de 80 N
tangenciales, sobre cada uno, observandose que
el primero presenta un angulo de corte de 2°
mientras que en el segundo hay un
desplazamiento lateral de 4 mm en su borde
superior.

a)

(&3]
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Para reemplazar los dos blogues por uno solo,
¢cudl deberia ser el médulo de cizalladura
equivalente del bloque reemplazante?
b)

F

Si se sueldan uno a continuacion de otro, ¢cual
deberia ser el médulo de cizalladura equivalente
del bloque reemplazante?

Solucién.

a) La deformacion de un cubo de arista L y
modulo de cizalladura G, debido aun a una
fuerza tangencial F sobre la cara superior es:
Ax F F

et A NN -

L Gl GL

La fuerza actda con su valor méaximo en la parte
superior y va disminuyendo directamente
proporcional a la altura hasta ser cero en la base
(esto se debe a que el efecto de la fuerza sobre el
bloque es el torque gque produce).

Deformacién de los dos blogues unidos.
Lx
2F Axl‘|‘5x2

2
[

-
|
|
|
|
|
T
|
|

Ax 2F AF
= — = -
2L GL GL

Deformacién del bloque 1.
La deformacion es equivalente a la que
produciria una fuerza F a una altura L.
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v
A
I
I
| G, L
[
|
e |
| |
| G | I
| I
7 -
F
Ax, = —
G.L

Deformacién del bloque 2.

La deformacion es equivalente a la que

produciria una fuerza efectiva F a una altura L.
F«—‘&xg

—-r

2 = —
G,L
La deformacion total es igual a la suma de las
deformaciones parciales

Ax = Ax, + Ax,
Luego:
4F F F 1 1(1 1
— =t —— D> === —+—
GL GL G,L G 4\ G G,
G= 47(;1(;2
(Gl + GZ)
b) En paralelo. Soldados uno a continuacion de
otro
F
L G G,
I I
Siendo G = S
¢

Para el conjunto:

32

Hugo Medina Guzman

I I
F
- F
G, =2L - " S F-206" (1
eq ¢ 2¢L2 ¢Geq ( )
Para el bloque 1:
Fi rﬁx_‘
= T
| I
K |
Lo Gy I
I
~
I
4 F
_ I’ _ _ 2
Gl_?_?zz:ﬂ_wll’ 2
Para el bloque 2:
F2 "ﬁx—‘
N i
|0 |
I
~
L
£
_ 1} _ L 2
2= ¢7L22:> Fy, =¢G,L ©)
Pero FF=F +F, 4)

Reemplazando (1), (2) y (3) en (4):
29G, I} = §G,L* + ¢G, L’
G, +G,

R

Ejemplo 51. Dos bloques de bases de lado L, y
L, y de lamisma altura L, estan soldados entre
si y al piso. Una fuerza de corte F actla sobre la
cara superior, desplazando la arista vertical un
angulo ¢ . Los mddulos de corte G1y G, son
datos. Determina el médulo de corte equivalente

G., (correspondiente a reemplazar los dos
bloques por uno solo).
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1 .

Llo G Gy = ‘ Ggq
i
LL] Lz

‘7L1 LQ
Solucion.

Siendo G =~

Para el bloque 1:
5
2
F
G1:€;:¢11§:Fi:¢GlLi (1)
Para el bloque 2:
5
I2 F
Gzzj:?é:F2:¢G2L; (2)
Para el conjunto:
o
L+l  F .
i+ L)
F=¢G,(1 +13) ©)
Pero FF=F +F, 4)
Reemplazando (1), (2) y (3) en (4):

¢Geq (Lf + Lg ) = ¢G1Lf + ¢C1L§
_GL +GL,
“ (P+12)

Ejemplo 52. El acero promedio requiere,
tipicamente, un esfuerzo de 3,45 x 10® N/m?para
la ruptura por cizalladura. Determine la fuerza
requerida para perforar un agujero del diametro
2,5 cm en una placa de acero de ¥4 de pulgada
(6,25 mm) de espesor.

Solucion.

La circunferencia de un circulo del didmetro D =
25cmes C=7zD=7,85x102m, El area del
borde del disco cortado AAAA es el producto de
la circunferencia C por el espesor del material,
esto es

6,25x107%)7,85x107%) = 49,06 x10°m?.
( X )
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Una fuerza de la magnitud F se ejerce en el
sacador, el esfuerzo de corte (fuerza por unidad

de area) a través del borde es S = % =

F=S5.4 = (345x10°)49,06x10°)

=1,69 x 10° N. La hoja de acero se corta
por cizalladura cuando el esfuerzo llega a ser
igual 3,45 x 10® N/m?, es decir, cuando F = 1,69
x 10° N.
Esta es la fuerza de 1,69 x 10°N, equivalente a
17,3 toneladas es requerida para perforar el
agujero de 2,5 cm de didmetro El sacador y los
dados son operados por una maquina conocida
COMo prensa; en este caso uno tendria que
utilizar una prensa con una capacidad de 20
toneladas o0 mas.

Ejemplo 53. Calcular el médulo de rigidez del
material en funcion a las caracteristicas
geomeétricas de un alambre (longitud 7y radio R)
y del torque aplicado.

Manteniendo el extremo superior fijo aplicamos
un torque 7 que gira al extremo inferior un
angulo6. Consideremos una capa diferencial
cilindrica de material concéntrica con el eje, de
radio interior » y de espesor dr, COmo se muestra

en la figura.
= )
\'\.,_\_‘ r ‘__//' f 5

>

La deformacion es

o ro
¢= ¢/
El esfuerzo cortante es
S = G- Gro

Como el esfuerzo cortante es la fuerza tangencial
por unidad de area, multiplicandolo por el area
de la seccion transversal de la Capa, 2 7 rdr, nos
dara la fuerza tangencial dF sobre la base de la
Capa

dF = S,dA = (G”g

j(Zm’dr) = 272G§r2d1’

El torque sobre la base de la Capa cilindrica es
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dr=rdF = r[ZﬂG%rzdrj = ZﬂG%re’dr

Integrando de 0 a R, el torque total sobre la base
del cilindro es

4
T= zGR—H
2 /!
De aqui
2
R0

O sea, para determinar G bastara con medir el
angulo @ que se produce al aplicar el torque 7 .

Ejemplo 54. Una varilla de cobre de 40 cm de
longitud y de 1 cm de didmetro esté fija en su
base y sometida a un par de 0,049 Nm en torno a
su eje longitudinal. ¢ Cuantos grados gira la cara
superior respecto de la inferior?

Solucion.

Cobre estirado en frio G = 48,0x10° N/m?
7 . R*

=260 0= 2“4
2 1 7GR
B 2(0,4)(0,049)
~ 7(48,0x10°f0,5x1072)
= 2,08 x10 radianes

Ejemplo 55. Una varilla que tiene 100 cm
de longitud y 1 cm de didmetro esta sujeta
rigidamente por un extremoy se le
somete a torsion por el otro hasta un
angulo de I°. Si se aplica la misma fuerza a
la circunferencia de una varilla del mismo
material pero que tiene una longitud de 80
cmy un diametro de 2 cm, ;cual es el
angulo de torsion resultante?

Solucion.
4
ek,
2 /

34

Hugo Medina Guzman

4

Como r=FD = FD:3£2GD76, de aqui

2

Para la wvarilla de 100 cm y de 80 cm
respectivamente son:

()it ) v e ()

De estas Ultimas obtenemos:

o (L)), =[ﬂjﬁ},
2 e, \p, ) 100\ 2
=0,1°

DEFORMACION VOLUMETRICA.
MODULO DE ELASTICIDAD
VOLUMETRICO.

Modulo de elasticidad volumétrico.
Consideramos ahora un volumen de material V'

sujeto a un esfuerzo unitario p, (por ejemplo la

presién atmosférica) sobre toda la superficie.
Cuando el esfuerzo a presion se incrementa a

P = p, +Apy elvolumen sufre una

disminucién AV, la deformacion unitaria es
o= —AV/V

F
El esfuerzo es i =Ap.

La razén del esfuerzo de compresién uniforme a
la deformacion por compresion uniforme recibe
es el médulo de elastico que en este caso se
conoce como modulo de compresibilidad
volumétrica o volumétrico (B).

Ap
B=——"%_
AV
14

Donde la constante de proporcionalidad B,
depende solamente del material. El médulo
volumétrico tiene las dimensiones de la presion,
esto es, fuerza/area y es aplicable tanto para
s6lidos como liquidos. Pero, los gases tienen un
comportamiento diferente que sera considerado
posteriormente.

Maddulo
Nombre volumétrico

(B) 10"
N/m?

Aluminio 7,5

Cobre 14

Hierro 16

Plomo 17

Nickel 4,1
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Vidrio 6ptico | 5,0
Latén 6,0
Acero 16
Agua 0,21
Mercurio 2,8

Ejemplo 56. ;Qué incremento de presion se
requiere para disminuir el volumen de un metro
cubico de agua en un 0,005 por ciento?
Solucién.

Por elasticidad volumétrica tenemos:

Ap=—-B—

? V
El modulo de compresibilidad del agua es
2,1x10°N/m?

Ap =21 109( - o,oooosvj
’ 14

= 1,05 x10° N/m?

Ejemplo 57. Calcule densidad del agua del
océano a una profundidad en que la presion es de
3430 N/cm?. La densidad en la superficie es 1024
kg/m®.

El médulo de compresibilidad del agua es 2,1 x
10°N/m?®

Solucién.

p = 3430 N/cm? = 3,430 x10" N/m?,

Ap = 3,430 x10"- 1,013 x10° ~ 3,430 x10" N/m?
kg

m®

Cuando cambia el volumena V'= (V + AV),
tenemos:

En la superficie p = % =1024

p'—ﬁ— m _ m
V'V +AV V(1+AVJ
v
- P
)
V
ComoB:_ﬂ ﬂ:_A_p
AV Ty B
V
De aqui
' P P
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= 1024 = 1041 kg/m®

3,430x10’
1A
21x10°

Ejemplo 58. Si con aluminio se fabrica un cubo
de 10 cm de lado, se quiere saber las
deformaciones que experimentara en una
compresién uniforme, perpendicular a cada una
de sus caras, de una tonelada, y cuando esta
misma fuerza actla tangencialmente a la
superficie de una de sus caras, estando el cubo
sOlidamente sujeto por la cara opuesta.
Solucién.
La presién que soporta, cada cara, en el primer
caso, sera:
_F _(100)(9,8)
A 01°
Como el médulo volumétrico del aluminio es
B =3,5x 10" N/m*
5
AV __p_ 380 510
V B 3,5x10
De donde:
AV=-28x10°V=-28x10°x 107 = - 2,8x
10 m°.
En cuanto a la deformacion, se obtiene a partir de
la expresion de la deformacién de cizalla, que es:
1F_ 1 (10°)(9,8)

tanp=p=——=
P50 G 4T 3x108107 107

=3,27x107° rad

=9,8x10Pa

Ejemplo 59. Un objeto sélido tiene un volumen
de 2,5 litros cuando la presion externa es 1 atm.
El modulo de compresibilidad del material es B =
20 x 10" N/m?.

a) ¢Cual es el cambio en volumen cuando el
cuerpo es sometido a una presion de 16 atm?

b) ¢Qué energia adicional se almacené en el

cuerpo?
Solucién.
. P tAp
fli P —l— B TAP
' P ! ]
| |
7 — | - — — | ——
_d_ ptAap
v pHap | S
PEAD
I !
ptap

a) El cambio de presion es:
Ap =16 -1=15atm
El cambio en volumen es:
AV = _ AV,

B
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(15x1,013x10°2,5x107)

20x10"
=-1,9x10°%m’
El volumen disminuye en 1,9 x 107 litros
b) El trabajo que se realiza para un cambio de
volumen dV es:
dW = Fdx = pAdx = pdV

Como
V
dV =--"4
B p
Tenemos:
dW——& d,
Bpp
Integrando:
_ _ VO P2
W—IdW——EIpl pdp
VP Vo
B2, 219(102 )
25%x10° 1, , ., 5
=" " ~(16° -1°\1,013x10
20 x10% 2( X )2
=-16,35x 10°J

Energia almacenada por unidad de volumen:

W 1 1 2 2 5 —
= ~(16%-12)1,013x10°) =-
v, 20><101°2( )( )2
6,54 J/m®

RELACION ENTRE CONSTANTES
ELASTICAS.

Relaciénentre B, Yy o
Muestra sometida a una presion uniforme.

La figura siguiente muestra un bloque bajo
presidn uniforme en toda su superficie exterior

. i
L Lge
i
= o
/_,////fﬂ
T

Como la presion es uniforme, el esfuerzo unitario

en cada cara es el mismo.
Y las deformaciones de cada una de las
dimensiones son:

Dimensién /:
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g fg
P — “T—F
Al _ p
V4 Y
Dimensién a:
P
i
T
BER
P
Aa _ p
a Y
Dimensién b:
= _.-'*P -
,-f'”’#r”{f”rf"
— _—
P
Ab_ p
b Y

Pero, como la deformacion de una dimension
lleva a la deformacién de las otras dimensiones,
tenemos.

Deformacion de ¢:

- Propia:

Al _p

/ Y
- Debido a la deformacion de a:

Al :_(,Aa:_a(_p) _ P
f a Y Y

- Debido a la deformacion de b:

A
Aly __Ab__ [ pP)__P
V4 b Y Y
Deformacion total
AU AL AL, AL
— = + +
V4 / / /
)4
=-—(1-20
(1-20)
Deformacion de a:
- Propia:
Aa, _ p
a Y
- Debido a la deformacion de ¢:
A
Ay AL _[_P\_,P
a b4 Y Y

- Debido a la deformacion de b:
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Aasz_GAb:_G(_pj _ P
a b Y

Deformacion total
Aa  Aa;, Aa, Aaq,
——— + +

a a a a
= —%(1—20)

Deformacion de b:
- Propia:
Ab_ p

b Y
- Debido a la deformacion de a:

Abzz_gmz_g(_p):gp
Y

b a Y
- Debido a la deformacion de ¢:
Aby _

_GM:_G(_pj:U
b / Y

Deformacion total

Ab  Ab, Ab, Ab,

— == 34— 4 2
b b b b

= —%(1—20')

El cambio de volumen es:
AV Al Aa Ab
—_—= 4+ —
V ! a b

= —3Yp(1—20')

Sabemos nosotros que el médulo de
compresibilidad es

4
AV IV
Luego:
Y
3(1-20)
Expresién que nos relaciona el médulo de

Compresibilidad, el médulo de Youngy la
relacion de Poisson

~

Ejemplo 60. Se somete a una muestra de cobre
de forma cubica con 10 cm de arista a una
compresion uniforme, aplicando Un esfuerzo de
10° N/m? perpendicularmente a cada una de sus
caras. La variacion relativa de volumen que se
observa es de 7,25x10°® .

a) Determinar el modulo de compresibilidad (B)
del Cu en el sistema internacional.

b) Determinar el modulo de Poisson sabiendo
que el mddulo de Young del cobre es 120x10°
Pa.
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Solucién.
a) Como:

Ap =10°N/m?, A—VV =-7,25x10"° y

__ N
B = AV =
4
6
B= —L% = 137,7 x 10° N/m?
—1,25x10
Y

D=0 T

120x10°

1- 9
37.7x10°) _ 5

2

= o=

Relaciénentre G, Yy o

Muestra sometida a esfuerzo cortante.
Pretendemos analizar la relacion entre los
esfuerzos cortantes y los esfuerzos de
compresién y de traccion. Para ello
consideremos primero el caso del bloque de la
Figura que esta sometido, por una parte, a un
esfuerzo de compresidn y en la otra direccién a
un esfuerzo de traccion. Sea 1 su longitud en la
direccion horizontal y h su altura.

| !

'

h

T
1
|
I
I
I
|
1
1
1

La deformacion en la direccion horizontal tiene
dos términos: el primero corresponde a la
deformacioén producido por el esfuerzo de
traccion, mientras que el segundo corresponde a
la dilatacién producida por la compresion en la
direccion vertical. Por tanto, nos queda,
Al F F F
—=—+0—=1+0)—

[ YA YA YA
Por otra parte, la deformacion en la direccion
vertical corresponde a las deformaciones
causadas por un lado por la fuerza de compresion
en la direccién vertical y por otro por la traccion
en la direccion horizontal. Por tanto,
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Ah F F F
—=—-—-0—=-(+0)—

h YA YA YA
Ahora bien, en la Figura abajo representamos la
deformacioén de un bloque sometido a un
esfuerzo tangencial detallando lo que le ocurre a
las diagonales de sus caras. Si observamos la
figura, vemos que los resultados de los esfuerzos
tangenciales equivalen a los producidos por las
fuerzas H que producen, por una parte, un
esfuerzo de traccion sobre el plano C'y un
esfuerzo de compresion sobre el plano B.

H

g

El esfuerzo de compresidn sobre el plano B
resulta ser

_6 g
P24 A4
A e igualmente el esfuerzo de traccion sobre C

_¢ ¢
© J24 4
Las deformaciones de las diagonales By C se
escriben entonces

AD,

H
=(1+o0)—
+o)

AD,. H
=(1+0)— 1
Yy = ( )Y TR
Si expresamos el esfuerzo tangencial en términos

del &ngulo ¢, ya que suponemos que la
deformacion es pequefia resulta

Donde las dos ultimas igualdades surgen a partir
de analizar la geometria esbozada en la Figura
arriba. En efecto, si el &ngulo entre § y 4D es de
45 grados se cumple
1) 1

- _2
AD. sen45’
Y por tanto
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) S _ J2AD, _2AD,

h D.send5” D,
En estas condiciones, si sustituimos en (1) este
Gltimo resultado nos queda

$=201+ O')Z

Esta ecuacion, si tenemos en cuenta que ges la
deformacidn tangencial y la comparamos con la

ecuacion G = S = H(;A , NOS permite obtener
G-_ ¥
2(l+ o)

Expresion que relaciona el mddulo de rigidez
con el médulo de Young y con el mddulo de
Poisson

FUERZA ELASTICA Y ENERGIA
ELASTICA.

Energia de deformacion.

La energia necesaria para estirar una cantidad x
una muestra de material de constante de rigidez k
es

Energia = J-fdx = jkxdx = %kxzo en funcién
de F

. 1
Energia = EFX

Si la seccion transversal de la muestra es Ay su
longitud ¢ entonces podemos escribir la ecuacion
como

Energia _ 1 Fx o Energia _1(F ) x
Al 2 Al Al 2L AN/

Energia por unidad de volumen

= %(Esfuerzo)(Deformacién unitaria)

Esta es la energia necesaria para estirar o
comprimir la muestra, teniendo en cuenta el
maodulo de Young y la energia por unidad de
volumen, puede expresarse como

Energia 1 (Esfuerzo)®

Volumen 2 Y

Ejemplo 61. Una carga de 100 kg esta colgada
de un alambre de acero de 1 m de longitud y 1
mm de radio. ¢A qué es igual el trabajo de
traccion del alambre?

Solucion.

Por /a ley de Hooke

¥=£ = F=EM (1)
¢ YA l

Pero para las fuerzas eléasticas F' = kAl (2)
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Comparando (1) y (2) vemos que

AY
k=— (3
7 3)
Entonces
1 AY(A0)
W ="Fk(A¢ _— 4
5k )= Y (4)

Calculando la magnitud A/ por la formula (1) y
poniendo todos los datos numéricos en la
ecuacién (4) obtenemos definitivamente que W =
0,706 J.

Ejemplo 62. Un alambre de acero de 2m de
longitud cuelga de un soporte horizontal rigido.
a) ¢Cuanta energia almacena cuando se suspende
en €l una carga de 5 kg?

b) ¢Si la carga se aumenta 10 kg, en cuanto
aumenta energia almacenada?

Y =2 x 10 N/m?, 4 = 4rea de la seccion
transversal = 10 ®m?

Solucién.

(=2m, F;, =5x98N, F, =10x9,8N
A=10°m?, ¥ =2x10% N/m?

W = trabajo realizado por la fuerza F = kx en
alargar el alambre una longitud x.

W:;kx2 . con F:kx:>x=E
2 2
L L (FY _1F?
2 \k 2 k

Para un alambre &k = Y;

Reemplazando:

_1F
24/l
_ F
247
a)Wl— (5X98)()11—0012J
" 20010
b) W, = (10x98) (21)1 =0,048
247 " 200 x10

El incremento en energia almacenada es:
AE =W, -W, =0,048 -0,012 = 0,036 J.

Ejemplo 63. Demostrar que cuando se
somete un cuerpo elastico a una tensién de
corte pura que no supera el limite elastico
de corte para el material, la densidad de
energia elastica del cuerpo es igual a la
mitad del producto de la tension de corte
por la deformacién de corte.
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Solucién.
L X
X ™
e
' .-'JI
4 !
d !
ol !
!
! :
L ll.ll ]
PrE—
F

La fuerza que deforma por corte o
) A
cizalladuraes F = (Zx

El trabajo para deformar un dx es

W = —xdx
x=0 h
= 1@(&)2 = EFAx
2 h 2

La densidad de energia es

WoLF) Lo
A 2\ A4 2

Ejemplo 64. La elasticidad de una banda de
goma de longitud L, es tal que una fuerza F
aplicada a cada extremo produce una
deformacion longitudinal de una unidad. Se
sujetan dos pesos del mismo valor P, uno en un
extremo y el otro en la mitad de la banday a
continuacion se levanta la banda con los pesos
por su extremo libre. ;Cual es la minima
cantidad de trabajo que hara elevar ambos pesos
del suelo?

l\a‘l“*
tu‘l"'-

‘\\ \ A \ A
Solucion.
Como cuando se aplicada a cada extremo una
fuerza F se produce una deformacion
longitudinal de una unidad:

AL—1- Lo
Y4
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V1147
2P —_
Fy —F
L, L,
L,
r P _r_
—F |
2 —F
P 2F
L,
F
P

Usando los diagramas del cuerpo libre mostrados
en las figuras tenemos:
Para la parte de la liga L;: tenemos:

_PLO/Z _PLO/Z _i
YA FL, 2F
Para la parte de la liga L,, tenemos:

AL,

_2PL,12 2PL,/12 P

YA FL, F
La minima cantidad de trabajo que hara elevar
ambos pesos del suelo es:
Trabajo = Energia para estirar AL, + Energia
para estirar AL, + Energia para elevar un peso P
la altura L,, el peso inferior no se levanta,
solamente se despega del piso.
Energia para estirar una banda eléstica es

U=tie
2

2

YA _ FL,
L,12 L,12
0 AL, , segun corresponda

En este caso f = =2F,Y x=AL,

Trabajo = % 2F(AL Y + % 2F(AL, ) + PL,

Como conocemos AL, AL, y

Lotoga b, P
2 2 2F
Tenemos

2 2
Trabajo=12F[Pj +12F(Pj + P £+i
2 2F 2 F 2 2F
Finalmente

2

Trabajo = ZL+EPLO
4 F 2

Ejemplo 65. Una barra rigida uniforme 4B de
longitud L = 0,35 my peso W =25 N est4
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soportada por dos cables elasticos de peso
despreciable como se muestra en la figura. El
cable de la izquierda tiene modulo de Young Y;
= 3,0 x 10’ Pa, 4rea transversal 4; = 2,5 mm®y
su longitud natural (sin deformacion) es L, =
0,25 m. Las cantidades correspondientes para el
cable de la derecha son ¥, =2,0 x 10" Pa, 4, = 4
mm? y L, = 0,2 m. El cable de la derecha esta
colgado de un soporte que esta a 2 = 0,08 m por
debajo del soporte del otro cable.

a) ¢A qué distancia x del cable de la izquierda se
debe colocar un peso P = 18 N para que la barra
rigida AB quede en posicion horizontal?

b) ¢Cual es el esfuerzo en cada cable?

c) ¢Cual es la energia eléstica almacenada en

cada cable?
.

h=008m LSS
Cable 1
+————L=03m Cable 2
* w=25N
A B
P=18N
Cable | L Y A
1 0,25m. | 3,0 x 10’ Pa | 2,5 mm’
2 02m. |2,0x10"Pa, | 4 mm*
Solucion.

a) ¢A qué distancia x del cable de la izquierda se
debe colocar un peso P = 18 N para que la barra
rigida 4B quede en posicion horizontal?

L=035m

L2

T x T

P=18Ny lp=15sN

Aplicando ZFy =0=
L+T,-P-W=0 >
I,+7,-18-25=0 =
L+T,=43 (1)

Tomando momentos respecto a A

ZTA =0=
L
—xP—EW+LT2 =0=

18y - 23

(25)+ 0,357, =0 =

~18x-4,375+0,357, =0 (2)
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Caaculo de deformaciones de cada uno de los
cables

Y TI

Cable 1
Cable 2

S R

TlLl , ALZ — T2L2

YlAl YZAZ

Igualando las longitudes de los cables en la
posicion mostrada en la figura inicial

L+AL =h+L,+AL,
Reemplazando las deformaciones

L1+ 2 =h+1L, L =
4,

AL =

0,251+ -

(3x10 )(2 5x10°°

T
=0,08+0,2/ 1+
2x10’ )( x10°)]~

1,25 1+£ —04+(1+T)

75 80
(1) en(3)
1,25 1+£ O,4+(1+43 Tj

75

1,25 1+£ 0,4+(1,54 ]

1,25+0,0177, =1,94 —0,01257, =
0,02957, =1,4+154-1.25

Obtenemos
0,69

1~ 0,0295
Luego

=234N
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T,=43-234=196N
Célculo de x, reemplazando el valor de 75 en (2)

0.35 (25)+0,35(19,6)=0 =
~18x-4,38+6,86=0 =

= 2,48 =0,138 m
18
b) Esfuerzo en cada cable
S, =5=L476 = 9,36><106ﬁ2
A4 2,5x10 m
S2 :QZ 19,6_6 — 4,9)(106&2
4, 4x10 m

c) Energia elastica almacenada en cada cable
Enel cable 1

2 2
U1 = 1kl(ALl)z = 1kl ﬁ = li
2 2 ky 2 k
Con
N (3x10)25x10°) _ , 0N
L 0,25 m
Obtenemos
2
1= 1 23,4 =0,91)
2 300
En el cable 2
2
v, L5
2 k,
Con
o =T (2x107)4x10°) _ , 00N
L, 0,2 m
Obtenemos
2
L= 119’6 =0,481J
2 400

PREGUNTAS Y PROBLEMAS

1. ¢Cual es el objeto del refuerzo de acero en
una viga de concreto?

¢El concreto necesita mayor refuerzo bajo
compresién o bajo tension? ¢Por que?

2. ¢Cual es maés elastico, caucho o acero? ¢Aire 0
agua?

3. ¢Qué clase de elasticidad se presenta en un
puente colgante? ¢En un eje de direccion
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automotriz? (En un resorte? (En tacos de
caucho?

4. Una mujer distribuye su peso de 500 N
igualmente sobre los tacones altos de sus
zapatos. Cada tacon tiene 1,25 cm? de area. a)

¢ Qué presion ejerce cada tacon sobre el suelo?
b) Con la misma presion, ¢cuanto peso podrian
soportar 2 sandalias planas cada una con un éarea
de 200 cm*?
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5. ¢Cual debe ser el didametro minimo de un
cable de acero que se quiere emplear en una grda
disefiada para levantar un peso maximo de 10000
kg.?El esfuerzo de ruptura por traccion del acero
es de 30x10’ Pa. Igual pero si se quiere un
coeficiente de seguridad de 0,6.

6. Dos alambres del mismo material, y misma
longitud ¢, cuyos didmetros guardan la

relacion n.
¢Qué diferencia de alargamientos tendran bajo la
misma carga?

7. Un ascensor es suspendido por un cable de
acero. Si este cable es reemplazado por dos
cables de acero cada uno con la misma longitud
que el original pero con la mitad de su didmetro,
compare el alargamiento de estos cables con el
del cable original.

8. Una cierta fuerza se requiere para romper un
alambre. ¢Que fuerza se requiere para romper un
alambre del mismo material el cual es

a) del doble de longitud?

b) el doble en didmetro y dé la misma longitud?

9. Un hilo de 80 cm de largo y 0,3 cm de
didmetro se estira 0,3 mm mediante una fuerza de
20 N. Si otro hilo del mismo material,
temperatura e historia previa tiene una longitud de
180 cm y un didmetro de 0,25 cm. ;qué fuerza se
requerira para alargarlo hasta una longitud de
180,1 cm?
Respuesta
F=211N

10. a) Calcule el cambio de dimensiones de una
columna de fundicidn gris (¥ = 145 GPa) que
tiene dos tramos de 1,5 m cada uno y diametros
de 0,1 my 0,15 m, al soportar una carga de 500
kN. ;Esta bien dimensionada la columna si el
limite elastico de la fundicion gris es 260 MPa?
b) Si la columna fuera troncoconica de 3 m de
altura, y los didmetros de sus bases variaran entre
0,1my0,15m.

Respuesta

a) L, = 3,001 m. Si esta bien dimensionada.

b) L, =3,0009 m

11. Un cable de acero de 2 m de largo tiene una
seccion transversal de 0,3 cm?. Se cuelga un
torno de 550 kg del cable. Determinese el
esfuerzo, la deformacion y el alargamiento del
cable. Supodngase que el cable se comporta como
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una varilla con la misma area transversal. El
médulo de Young del acero es 200x10° Pa.

12. Una varilla metalica de 4 m de largo y
seccion 0,5 cm? se estira 0,20 ¢cm al someterse a
una tensién de 5000 N. ;Qué modulo de Young
tiene el metal?

13. Una cuerda de Nylon se alarga 1,2 m
sometida al peso de 80 kg de un andinista.

Si la cuerda tiene 50 m de largo y 7 mm de
diametro, ¢qué modulo de Young tiene el Nylon?

14. Para construir un movil, un artista cuelga
una esfera de aluminio de 5 kg de una alambre
vertical de acero de 0,4 m de largo y seccién
3x10% cm?. En la parte inferior de la esfera
sujeta un alambre similar del cual cuelga un cubo
de latén de 10 kg. Para cada alambre calcular la
deformacidn por tensién y el alargamiento.

15. En el sistema mostrado en la figura, la barra
OE es indeformable y, de peso P; los tensores
AC y DE son de peso despreciable, area 4 y
maodulo de elasticidad Y.

Determinar cuanto bajara el peso W respecto a la
posicion en la cual los tensores no estaban
deformados.

]

16. Dos barras de longitud (§+M) cada una,

areas 4, y A, y modulos de elasticidad Y, e

Y, respectivamente, como se muestra en la
figura, se comprimen hasta introducirlas entre
dos paredes rigidas separadas una distancia /.
¢Cuél sera la posicién x de la union de ambas
barras?

S

4, AT,

=

17. Una varilla de 1,05 m de largo y peso
despreciable esta sostenida en sus extremos por
alambres A 'y B de igual longitud. El area
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transversal de A es de 1 mm?y la de B 4 mm?®. El
modulo de Young de A es 2,4x10"'Pay de B
1,2x10"

Pa. ¢En que punto de la varilla debe colgarse un
peso P a fin de producir

a) esfuerzos igualesen Ay B? y b)
¢deformaciones iguales en Ay B?

18. Una barra de longitud L y masa m se

encuentra suspendida por un pivote B
indeformable y por dos barras en sus extremos
como se muestra en la figura estas barras son
iguales de é&rea A4, longitud ¢ y mddulo de
elasticidad Y.

-

= L
|
|

ol
b

19. En el sistema mostrado en la figura, calcular
cuanto desciende el extremo B de la barra
indeformable y de peso despreciable, cuando se
le coloca un peso de 10 Ton. en ese extremo.

Los tirantes son de acero y de 2cm? de 4rea cada
uno, suponga deformaciones pequefias de tal
manera que se puedan hacer las aproximaciones
geomeétricas apropiadas.

B
2
! L

Respuesta
Ay=171x10%m

20. En el sistema mostrado en la figura, calcular
cuanto desciende el extremo B de la barra
horizontal rigida y de peso despreciable, cuando
se le coloca una masa M en ese extremo.

Las barras inclinadas son iguales de area 4 y
maodulo de elasticidad Y.

Asuma pequefias deformaciones, o sea, gque se
pueden hacer las aproximaciones geomeétricas
usuales.
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21. Un hilo delgado de longitud ¢, mddulo de
Young Yy &rea de la seccion recta A4 tiene unido a
su extremo una masa pesada m. Si la masa esta
girando en una circunferencia horizontal de radio
R con velocidad angular o, ¢cudl es la
deformacion del hilo? (Suponer que es
despreciable la masa del hilo).

Respuesta
Al mo’R
! AY

22. Un alambre de cobre de 31 cm de largo y 0,5
mm de diametro esta unido a un alambre de latén
estirado de 108 cm de largo y 1 mm de didmetro.
Si una determinada fuerza deformadora produce
un alargamiento de 0,5 mm al conjunto total y un

valor de Y = 12 x 10 Pa, ;cuédl es el
alargamiento de cada parte?
Respuesta

Al =0,27 mm para el laton.
A¢ =0,23 mm para el cobre

23. Un alambre de acero dulce de 4 m de largo
y 1 mm de didmetro se pasa sobre una polea
ligera, uniendo a sus extremos unos pesos de 30
y 40 kg. Los pesos se encuentran sujetos, de
modo que el conjunto se encuentra en equilibrio
estatico. Cuando se dejan en libertad, cen
cuanto cambiara la longitud del alambre?
Respuesta

Af =1,0 mm

24. Un hilo esta formado por un nacleo de acero
dulce de 1,3 cm de didmetro, al cual se le ha
fusionado una capa exterior de cobre (¥ =12x
10" Pa) de 0,26 cm de gruesa. En cada extremo
del hilo compuesto se aplica una fuerza de
traccion de 9000 N. Si la deformacion
resultante es la misma en el acero y en el cobre,
¢cual es la fuerza que soporta el ndcleo de
acero?

Respuesta

F=5812N
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25. Un ascensor cargado con una masa total de
2000 kg esté suspendido de un cable de 3,5 cm?
de seccion. El material del cable tiene un limite
eléstico de 2,5 x 108 N/m? y para este material Y
=2 x 10" N/m? Se especifica que la tension del
cable nunca excedera 0,3 del limite elastico.

a) Hallar el esfuerzo del cable cuando el
ascensor esta en reposo.

b) ¢Cuél es la mayor aceleracion permisible
hacia arriba?

Respuesta

a) % = 5,6 x 10' N/m? b) a = 3,33 m/s’,

26. Volver a resolver el Problema anterior,
teniendo en cuenta el peso del cable, cuando
tiene su longitud méxima de 150 m. La
densidad del material del cable es 7,8 x 10° kg
/m®. Si se supera la carga maxima, ¢por dénde
se rompera el cable: cerca de su punto mas alto
0 préximo al ascensor?

Respuesta

F
a) o 6,75 x 10’ Pa, b) a = 1,32 m/s?,

27. Un cable pesado de longitud inicial y area
de seccion recta A tiene una densidad uniforme
oY un moédulo de Young Y. El cable cuelga
verticalmente y sostiene a una carga F, en su
extremo inferior. La fuerza tensora en un punto
cualquiera del cable es evidentemente suma de
la carga F, y del peso de la parte del cable que
estd debajo de dicho punto. Suponiendo que la
fuerza tensora media del cable actta sobre la

longitud total del cable ¢, hallar el

alargamiento resultante.
Respuesta

oY F, 1
A= 2| -5 +=pgl
(YJ[A 2pg OJ

28. Demostrar que cuando se somete un cuerpo
elastico a una tensidn de corte pura que no
supera el limite eléstico de corte para el
material, la densidad de energia elastica del
cuerpo es igual a la mitad del producto de la
tension de corte por la deformacion de corte.

29. El esfuerzo de la ruptura del cobre rolado
para la cizalladura es tipicamente 1,5 x 10°.
¢Qué fuerzas F se deben aplicar a las cuchillas
de metal mostradas en la figura para cortar una
tira de una hoja de cobre de 5 cm de ancho y
1,27 mm de espesor?
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Respuesta
9525 N

30. Una varilla que tiene 100 cm de longitud y
1 cm de diametro esté sujeta rigidamente por un
extremo y se le somete a torsion por el otro
hasta un angulo de I°. Si se aplica la misma
fuerza a la circunferencia de una varilla del
mismo material pero que tiene una longitud de
80 cm y un didmetro de 2 cm, ¢cudl es el &ngulo
de torsidn resultante?

Respuesta

0=01°

31. La balanza de torsién de la figura se
compone de una barra de 40 cm con bolas de
plomo de 2 cm en cada extremo. La barra esta
colgada por un hilo de plata de 100 cm que
tiene un didmetro de 0,5 mm. Cuando se ponen
muy de cerca de las bolas de plomo, pero en
lados opuestos, dos bolas mayores de plomo de
30 cm de diametro (p = 11,4 glcm®), sus
atracciones gravitatorias tienden a hacer girar la
barra en el mismo sentido. ;Cual sera la torsion
del hilo de plata?

Respuesta
6 =0,00422°

32. a) Desarrollar una expresién para la
constante de torsion de un cilindro hueco en
funcion de su diametro interno R, su radio
externo R;, su longitud ¢ y su médulo de corte
G.

b) ¢Cudl deberéa ser el radio de un cilindro
macizo de la misma longitud y material y que
posee la misma constante de torsion?

c) ¢Cudl debera ser el ahorro de masa si se
utilizase el cilindro hueco en un eje de una
maquina en lugar de utilizar el cilindro
macizo?
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Respuesta
G 1
8) 7, = (g)(zef ~R).b) R=(R} - R} )
2 2
¢) Ahorro =100 1 - Rlz R°2 %
R +R;

33. 4 profundidades oceénicas de unos 10 km la
presion se eleva a 1 kilobar, aproximadamente.

a) Si se hunde un trozo de acero dulce hasta esta
profundidad, ;en cuénto variara su densidad?

b) ¢Cudl es la densidad del agua del mar a esta
profundidad si la densidad en la superficie vale
1,04 g/cm*?

B acer0 = 16 x 10" N/m?
N/m?, 1bar = 10° Pa
Respuesta

a) 0,062 %, b) p=1,105 g/cm®

B aqua = 0,21 x 10"

34. Se somete a una muestra de cobre de forma
clbica con 10 cm de arista a una compresion
uniforme, aplicando una tension equivalente a
una tonelada perpendicularmente a cada una de
sus caras. La variacién relativa de volumen que
se observa es de 7,25x10° (AV/Vo). Determinar
el médulo de compresibilidad del Cu en el
sistema internacional, sabiendo que el mddulo de
Young del cobre es 120x109 Pa. Obtener ademas
el mddulo de Poisson.

35. Un deposito de acero de 60 litros de
capacidad contiene oxigeno a una presién
manométrica de 140 Pa. ;Qué volumen ocupara
el oxigeno si se le permite que se expansione a
temperatura constante hasta que su presion
manométrica es nula? (La presién manométrica es
la diferencia entre la presion real en el interior del
deposito y la de la atmdsfera exterior).

Respuesta

V=889 litros.

36. En cada extremo de una barra horizontal de
1,5 m de larga, 1,6 cm de ancha y 1 cm de larga
se aplica una fuerza de tracciéon de 2 800 N. El
maodulo de Young y el coeficiente de Poisson del
material de la barrason Y=2x10°Pay o= 0,3.
a) Hallar la deformacion transversal barra.

b) ¢Cuaéles son las variaciones relativas de la
anchuray altura?

c) ¢Cudl es el aumento de volumen?
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d) ¢Cual es la energia potencial adquirida por la
barra?
Respuesta

a) Ad__ —2,625x107*,
dO

b) Ad =—-4,2x10" cm
¢) Ah=-2,625x10""cm

37. a) Demostrar que el coeficiente de Poisson
viene dado por

o= 3B-28

2(3B+1S)
b) Demostrar que a partir de esta ecuacion se
sigue que el coeficiente de Poisson debe estar

comprendido entre -1y % :

c) La experiencia demuestra que las barras
sometidas a fuerzas de traccion (valores positivos
siempre aumentan de volumen, mientras que si se
someten a fuerzas de compresion (valores
negativos de F), siempre disminuyen de volumen
¢Apoya esta afirmacion el hecho de que no existe

., . 1
ningan material para el cual o ZE?

38. Un manual de materiales relaciona estos
datos para el aluminio en hoja laminada

Médulo de Young, 7 x 10*° Pa

Limite elastico a la traccion, 7,2 x 10 Pa
Coeficiente de Poisson, 0,33

Tension de traccion final, 14 x 10° Pa

Tension de traccién permisible, 0,4 de la tension
de traccion final

La tension de traccion permisible es la maxima
tensién que se considera segura cuando este
material se utiliza en estructuras sometidas a de
traccion conocidas y constantes. Una tira de este
aluminio de 76 cm de larga, 2,5 cm de anchay
0,8 mm de gruesa se estira gradualmente hasta
que la tension de traccion alcanza su limite
permisible. Calcular

a) su variacion de longitud,

b) su variacion de volumen,

c) el trabajo realizado y

d) la ganancia en la densidad de energia elastica.
Respuesta

a) A =0,688 mm, b) AV =0,0041 cm’,

c) W=0,341J,d) AU = 22400 J/m?



