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Dinamica de rotacion:

Experimento inicial:

Consideremos un disco que puede girar en torno a un eje que pase por su centro
geométrico, como se muestra en la figura:

Si se practican pequefos agujeros a distintas distancias del eje de giro y se cuelgan
pequefos pesos a distintas distancias, se puede observar la tendencia a rotar en uno u
otro sentido, segun donde se dispongan dichos pesos.

Se puede observar que para un mismo peso el movimiento de rotacion se acentla a
medida que su posicién cambia a una distancia mayor con respecto al eje de giro.

Del mismo, para una distancia constante, si se aumenta el peso, aumenta también la
tendencia a rotar.

Este resultado se condensa en la siguiente relacion: 7 = F <R

En donde, 7 es la suma de los momentos (llamado usualmente torque)

F en este caso es la fuerza peso del bloque dispuesto(mas el peso del hilo que lo
sostiene que se puede despreciar)

R es la magnitud del vector posicién del punto de aplicacion de la fuerza.

En general: 7,F,R son vectores y estan relacionados por la ecuacion: =R x F (producto
cruz o vectorial)
El médulo de 7, viene dado por: RFsinf, en donde el &ngulo 0 , es el angulo entre los

-

vectores: Ry F gue en el ejemplo ilustrado
es igual a 90° ( recordemos que sin90° = 1.0)

El momento(torque) , produce una aceleracion angular «., relacionados ambos por la
ecuacion: ¢ = la , en donde "I" es el momento de Inercia del disco (en este caso), magnitud
gue depende de la ubicacion del eje de giro y de la masa del cuerpo que gira, por lo que se
trata de una magnitud que para un mismo cuerpo puede variar, segun varie la ubicacién de
este eje.
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Se puede interpretar al moento de Inercia como una medida de la oposicion al
movimiento rotacional, ya sea para iniciar el movimiento o bien para detenerlo. La
semejanza con el papel desempefiado por la masa en el movimiento traslacional es total.

Acerca del momento de Inercia:

Asi como la masa es la medida en que un cuerpo se opone al movimiento traslacional,
el momento de Inercia de un cuerpo es la medida en que se opone al movimiento
rotacional.

El momento de Inercia depende de la masa del cuerpo y de la ubicacion del eje de
rotacién.Ya que no hay un eje de giro posible Gnico, un mismo cuerpo de tendra distintos
valores de momento de Inercia dependiendo de cual sea su eje de rotacion.

Para determinar el momento de Inercia de un cuerpo sujeto a cierta simetria se puede
calcular mediante una integral, es decir en forma matematica, pero también es posible su
determinacién en forma experimental, cuestién que se deja para cuerpos que no guarden
simetria. Para cuerpos compuestos por otros mas simples y cuyos momentos de Inercia se
conocen(Tabla de férmulas), es posible determinarlos también algebraicamente.

Se da a conocer una resumida tabla de férmula para calcular el momento de Inercia de
cuerpos simples, con relacién a su centro de masa:

cuerpo momento de Inercia eje de rotacion

Anillo lo = mR? pasa por centro geométrico
Disco o cilindro lo = %mR2 eje longitudinal

Esfera lo = %mR2 pasa por su centro geométrico
Varilla delgada lo = 1—12mL2 pasa por su centro

Disco | = %mR2 pasa por su eje diamentral
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Cilindro o Disco

Esfera

BN

Disco

Varilla delgada

Puede demostrarse que con respecto al eje paralelo al que pase por el centro de masa,
y a una distnacia "d" de él,el momento de Inercia es igual a: | = I, + md? ( esta ecuacion es
conocida como Teorema de Steiner)

Semejanza entre las ecuaciones de la dinamica lineal y rotacional:

concepto dindmica lineal | dinamica rotacional
energia +myv? +lw?
trabajo F-.d 70
cantidad de movimiento mv lo
F (fuerza) 7 (torque)
m (masa) I (momento de Inercia)
v (velocidad) o (velocidad)
a (aceleracion) a (aceleracion)

Relacion entre las magnitudes asociadas al movimiento rotacional:
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I=% mR?

cilindro o disco

I=(2/5) mR?

/ esfera
=F-R =l-a I

F R / I=mR®

aro

I:m(R Giro )2

Ejemplos de problemas:
Momento e Inercia y Teorema de Steiner:

1.- Calcular el momento de inercia de una varilla delgada con respecto a un eje de
rotacion en uno de sus extremos y perpendicular a ella.
A partir de 1, = ->-mL?
Y ocupando el teorema de Steiner: | = |, + md? , en donde: d = %L
. 2
y sustituyendo : | = =mL?+m(5L)" > | = +L2m

2.- Calcular el momento de inercia de una esfera con respecto a un punto en su

superficie externa.
A partir de 1, = 2mR?
Y ocupando el teorema de Steiner: | = I, + md? , en donde: d = R
y sustituyendo : | = 2mR? + m(R)* » | = LR?m

3.- Calcular el momento de inercia de un cilindro con respecto a una linea paralela al
eje longitudinal sobre su superficie externa.

A partir de 1, = +mR?

Y ocupando el teorema de Steiner: | = 1, + md? , en donde: d = R

y sustituyendo : | = 4mR? + m(R)? > | = 2R?m

4.- Calcular el momento de inercia de un cilindro con respecto a una linea paralela al
eje longitudinal sobre su superficie externa.

A partir de 1, = +mR?

Y ocupando el teorema de Steiner: | = I, + md? , en donde: d = R
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H A 2 _ 3
y sustituyendo : | = >mR? + m(R)” - | = SR’m

5.- Calcular el momento de Inercia del sistema rigido de masas my 2m , respecto a un
plano perpendicular al plano por el punto O.

2b m

2m

Considerando las masas como particulas y las uniones entre ellas de masa
despreciable, se tiene:
| = m(2b)? + (2m)b? - | = 6mb?

6.- El sistema se compone de una barra homogénea uniforme de longitud L y masa m,

articulada(sin roce) en O.

Sobre ella se encuentra otra barra de similares propiedades pero de longitud %
amarrada al punto O mediante una cuerda si masa. El sistema se suelta desde la posicién
indicada en la figura . ¢ Cual es el momento de Inercia del sistema respecto a "O" ?

LmL2

Para la barra larga: 11 =

2
Para la barra corta: I, = +mL? + m(5 )
Sumando ambos, se tiene el momento de Inercia para el conjunto:
1 1 L2 1
lo=11+1= EmLZ + EmLZ + m(;) e ﬁLzm

7.- Dos barras iguales(m;L) se sueldan formando un angulo e 60° . La masa de
soldadura es despreciable. Calcular el momento de Inercia del conjunto respecto de un eje
perpendicular que pasa por el centro de masa del cuerpo asi formado.
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A ®
Determinacioén del centro de masa:
L .m+L .mcos60°
_ 2 2 - 3
Xc = ] 2m 8 L
0+—=-msin60°
_ 2 1
yC - 2m - 8 L\/§

Calculamos la distancia del punto O de unién, al centro de masa:
2 2
@ = (3% + (FLV3) ~ ¢ = &12

Por Teorema de Steiner: 1a = lo + (Mot )d? ; 1a = 2(EmML2); (Miotar)d? = (2m) (2-L2)
lo = 2(EmL2) - 2m)(EL2) - I, = £L2m

Problemas que se resuelven usando el concepto de Energia:

1.- Una esfera de masa my radio R rueda sin resbalar sobre una superfificie horizontal
de modo que su centro de masa se mueve con rapidez v. Calcular la energia cinética de la
esfera.

Energia cinética = +mv? + 2 lo?

como | = %mR2 para la esfera. y reemplazando ésta en la ecuacion anterior.

7 TnAH _ 1 2 1,2 2 2
Energia cinetica = 5mv® + 5 (£ MR*)w
y como : Vv = wR

s =z . l 2 i_ 2 L 2 e = s _ L 2
Energia cinetica = 5mv® + 5 £mvs = Jzmv-...... Energia cinetica = 5zmv

2.- Una polea de masa m y radio R tiene enrollado un hilo de masa despreciable unido a
un bloque de igual masa.
Calcular la velocidad que alcanza el bloque partiendo del reposo al bajar a una altura h.
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I :

A partir de : mgh = +mv? + 21?2, como para la polea, se tiene : | = +mR?
mgh = £mv? + 1 (£mR?)w? » mgh = 1 mv2 + 1 m(Rw)?, pero v = R, luego:
mgh = 2mv2 + 2mv? - ghm = 2mv?, Solution is: v = £ [gh /3

3.- Una moneda de 100 pesos parte desde el reposo por el plano inclinado. Cuando
llega abajo su velocidad angular tiene un valor cercano a 20024, Comprobarlo.

7\
h=0.3m
v
A partir de : mgh = 2+mv? + 21?2, como para la moneda(disco), se tiene : | = +mR?

2 .
mgh = 2mv? + >(5mR*)w? -~ mgh = =mvZ + +m(Rw)*, pero v = wR, luego:
mgh = 2mv2 + 2mv2 - ghm = £mv?, Solution is: v = £ [gh /3
y sustituyendo valores:v = £,/10:0.3 /3 = 2.0¢

como v = wR, y considerando R = 0.01m, se tendra: o = & = 200.0-&%

4.- Cuatro objetos de masa y radio iguales, ruedan sin deslizar por un plano inclinado.Si
partieran simltaneamente y del reposo y de la misma altura, deerminar el orden en que
llegaran abajo.

Los objetos son: un aro, un anillo, un cascaron esférico, una esfera sélida.

resolucion:

mgh = 2mv? + > lw? - mgh = Smv2 + %I(%)2 - mgh = 3mv? + -Vl -

2RZmgh
(1+R2m)

mgh = 2_ézV2(| +R%m) » v =

se puede observar que la velocidad depende (en igualdad de condiciones m,y R comun)
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del momento de Inercia.

Por tanto el que tenga menor momento de Inercia llegaré primero, y el que tenga mayor

momento de Inercia llegaré ultimo.

cuerpo momento de Inercia
Anillo lo = MR?
Disco o cilindro lo = +mR?
Esfera lo, = 2mR?
Disco | = $mR?
Cascaron l, = mR2averiguar

5.- Considere una barra homogénea (longitud "b" , masa "m", momento de Inercia
| = %mbz)que puede girar sin roce en torno a su extremo izquierdo de la figura, en un plano

vertical. Inicialmente la barra esta en la posicion indicada en la figura y se suelta. Calcular
la rapidez angular cuando la barra ha girado un angulo de 60°

A partir de: mgh = L1ow? - mgh = £ (Imb?)w? > gh = 1b2w? - Sh _ 2

b2
_ [6gh
-> = F

Del tridngulo formado, se tiene : & = 2sin30° > 2h=1b->h=1b

. .. . 6g—<b
luego, sustituyendo.. en la expresion para la rapidez angular: o = / b§ - o= /%g

b/2 0

o || 2
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6.- El sistema de dos masas "m" se une por dos barras a una tuerca, las tees Ultimas de
masa despreciable. La tuerca opuede descender o ascender sin roce. si al sistema se le
proporciona una velocidad angular inicial o , la maxima altura que puede alcanzar la tuerca

_ w?’R?
esh = TR

Demostrar este resultado.

Considerando las masas como particulas: el momento de Inercia de cada una de ellas
esta dado por:

| = mR?

A partir de: 2mgh = +10? + +1w? > 2ghm = lo? - 2ghm = mR2w? - h = R%0?

29

7.- Dos cuerpos estan unidos por una varilla rigida de masa despreciable , tal como se
indica en la figura , se mueven sobre una mesa horizontal lisa. Si el centro de masa de este
sistema se desplaza con una velocidad "v" , al mismo tiempo que el sistema rota con una
rapidez angular o Calcular la energia cinética del sistema, utilizando los siguientes datos:

m = 10[kg] | @ = 5[] | b = 0.6[m] | v = 2

2m

Ec(Miotar, v, I, @) = %(nhmm)vz+“%|w2

La masa total es: mroa = 30kg

Se debe determinar primeramente el centro de masa del sistema:
CM = 28m _ 2= %

2m+m
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A continuacion el momento de Inercia del sistema de dos masas:

| = > (miR?) = 2m(1)* +m(2)* = S m = 0.24m — | = 2.4[kg - m?]

Observacién:l = > (miR?) es el momento de Inercia para un sistema de particulas.
Ec(30,2,2.4,5) = 90.0[J]

Problemas que se resueven usando las ecuaciones dinamicas de rotacion:

1.- En el sistema representado por la figura, la polea de radio R y momento de Inercia I,
puede girar alrededor de un eje fijo que pasa por su centro. En cada extremo de un hilo
gue no desliza sobre la polea estan colocados sendos cuerpos. si el cuerpo de masa
mi, cae uniformemente (aceleacion cero). Calcular el valor de la masa mj.

yaque: > T =0, aqui a = 0 (aceleracién angular.)
m;gR — mygR = 0 —, Solution is:m; = m;

2.- Si el sistema mostrado en la figura parte del reposo con la barra en posicion vertical,
calcular la aceleracién angular.

C

barra de masa m de longitud b

Q pelota de masa m

alambre rigido de
masa despreciable
de longitud b

7 =la - bmg = (%mb2 +m(2b2)>a - bgm = Lb%ma - a = i_g

3.- Una polea de radio R=0.40 m tiene enrollada una cinta(de espesor y masa
despreciables)y puede girar en torno al eje fijo como se indica. Se tira de la cinta con una
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fuerza constante de magnitud F=30N , partiendo el reposo. La cinta no resbala y el roce
con el eje es despreciable. Calcular la energia cinética en el instante en que la polea ha
descrito 60 radianes.

apartirde: FR=1la - 30:0.4=la » 12.0 = la

pero como sabemos: energia cinética rotacional: Ec = lof - +lof
pero wi =0

demas: 2 2 _ 2 luego:12.0 = I 222t L 12.0 = 1%
y ademas: 200 = of — of,luego:12.0 = I{ ——— ) - 12.0 = I{ 54

Ec = Llw} - Ec = 1260 - Ec = 720[J]

4.- El cilindro de la figura esta en equilibrio sobre el plano inclinado. Calcular la
magnitud de la fuerza ejercida por la cuerda, sabiendo que el &ngulo entre el plano
inclinado y la horizontal es g y el coeficiente de roce entre las superficies es y, la masa del
cilindro es m y su radio R.

mgsenf

P mgcosp

> 7=0-R(mgsinB)—(2R)F =0 - F = R(”;g—s)”ﬂ) -~ F = 1mgsinp

5.- El disco perforado de masa "m" y radio R, es acelerado angularmente por la fuerza
de magnitud F=mg aplicada a la cuerda enrollada. En un tiempo t=T , el punto P se
desplaza una distancia R(partiendo del reposo). Determinar el momento de Inercia del
disco respecto de su centro.
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®)
00O
0]

apartirde: 7 =la » la = mgR
ademas : 0 = oit+ Sat? > 0 = Lat? (yaque w; = 0)
reuniendo ambas ecuaciones: la =mgR ya = &

t2
2
. 2
finalmente: | = MR

2

6.- El cilindro de masa 2m ,y radio R, rueda sin resbalar , ligado por una cuerda a la
masa m que esta suspendida. Calcular la aceleracion de la masa "m" colgante.

_T=
mg ma -mg-T+T-f =ma+(2m)a - mg-f, = 3ma
T-f = (2m)a

ademas se tiene: | = +(2m)R? > | = R’m
revisar

apartirde:> .7 =1la >T-R—f; - (2R) = la, al tomar momentos con respecto a un
punto de la superficie del cilindro.

7.- Una varilla de masa m y largo b que puee girar liboremente en torno al pivote P, se
suelta de la posicion indicada. Calcular la aceleracion angular de la varilla en ese instante.

| = $mb?;

7 = la > mg(&cos60°) = (+mb?)a -, Solution is: & = 2-g

En donde se ha considerado el peso concentrado en el punto medio de la varilla.

En cualquier instante, el angulo es la variable que depende del tiempo por lo tanto, se
tendria el siguiente resultado mas general: mg(% cosf) = (%mbz)a -, Solution is:

- 3
o = 5-gcosé

Cantidad de movimiento angular:(se considerara solamente movimiento circular)

Se define por L=R x p— en donde: p= m v
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siendo R, el vector posicion de la particula de masa m en movimiento rotacional y v su
velocidad

-

La magnitud de L , iene dada por: ||[L | = R -p|sinf|, en donde . segun debemos

recordar lo estudiado acerca del producto cruz, 6 es el angulo entre los vectores R y p.
En el movimiento circular, se tiene que 6 = 90° —» H L H =R.p

Ejemplos:

1.- La masa m=1 kg se suelta desde la posicion indicada(punto A) ,cuando la masa
pasa por el punto B después de recorrer la superficie circular sin roce entre Ay B, de radio
R=5m.¢,Cual es la magnitud del cambio de la cantidad de movimiento angular con respecto
al punto O.?

B
mgR = Lmvi — mvg - comovg =0 - va = /2R > va=2-10:5 - va = 10.0
por otro lado: Ap = pa —ps — en donde pB=O,Iuego:Ap:pA=10[ kg;m]
yyaque: |[L]| =Rp~L=5.10=50.0J 5]
Observacion: [J-s]z[N-m-s]z[kg.sﬂz.m.s}:[kg.msz

2.- La masa "m" se deja caer desde la posicion indicada en la figura. ¢, Cual es la
cantidad de movimiento angular respecto al clavo, cuando pasa por el punto P ?

La longitud del hilo que sostiene a la pequefia masa es "b" y el clavo se encuentra a
una distancia % , bajo la vertical del punto de donde se sostiene el hilo.El angulo 6 mide
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b-bcosO

60°

H _ 1 2 b _ b 1 2 b b _ 1 2
A partir de mghy = mgh; + 5-mv? > mg= = mg + 5> Mv® - mg- —mg, = 5mv

+bg=v? v = /%bg

comop =mv - p=m,/>hg

y con respecto al clavo: la distnacia R = % setendrd&:L=Rp - L = %m %bg

Otra forma de resolver el problema es haciendo uso de vectores:
aprovechando parte de la resolucién anterior...

V= /%bg (-=c0s60°i + sin60°j); R= 2 (—c0s30°i — sin30°j); p=m /%bg (-c0s60°i + sin60°j)
i ik
LR x p= m($)(,/3bg )| —cos30° —sin30° 0
—c0s60° sin60° 0

L= ~(3om[3bg ) K.y sumoduio: L = $m [Tbg [ 2 ]

3.- Lamasa "m" ligada a una barra de masa despreciable y longitud R, rota en torno de

O, fijo. con velocidad angular o . ¢ Cudl es el momento angular de m con respecto al punto
P?

b

O P

R= Rsin60°j , con respecto al punto P.
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v=vc0s30°7 — vsin30°]
i ik
L=R x p=m 0 Rsin60° 0 | = — (2Rmv)k
vcos30° -vsin30° 0

Notabene: 1, 7,k , son vectores unitarios, como v = oR
L=23Rmv-L=23R’mw

Conservacion de la Cantidad de movimiento Angular:

. - . . _ _ d
En un movimiento rotatorio puede ocurrir que ;7 =0, como > 7 = &L

esto nos conduce a que el la cantidad de movimiento angular es constante( se dice que
se "conserva")
Ya que para una particula en movimiento rotacional se cumple en el caso en que:

Yt=0

Yr=la=0-1"==0-1(0r - @) =0~ lor—loi = 0 > los = lo;
Aplicacion de este resultado:

1.- La masa "m" cae desde una altura H quedando pegada al disco de masa M = 2my
radio R que gira sin roce en torno a un eje vertical con rapidez angular o. Dspués del
choque el disco y la masa giran a 0.8w . Calcular la distancia a la que cay6 la masa "m".

NI

Como se cumple: lhoi = Lot - lio = (11 + md?)os
liw = (11 + md?)(0.8w) — 11 = (11 + md?)0.8 - Iy = 0.811 +0.8d%m
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0.21; = 0.8d?m - I; = 4d?m - £ (2m)R? = 4d?m - Solutionis: d = >R
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